
9. AFINN� PODPRIESTORY A S�STAVY LINE�RNYCH ROVN�C

V tejto kapitole sa op�� pozrieme cez prizmu toho, �o sme sa dosia� nau�ili, na s£-
stavy line rnych rovn¡c. Uvid¡me, �e mno�ina rie¨en¡ ka�dej takej s£stavy tvor¡ a�nn�
(v homog�nnom pr¡pade dokonca line rny) podpriestor niektor�ho st�pcov�ho vek-
torov�ho priestoru Kn. Taktie� naopak, uk �eme, �e ka�d� a�nn� podpriestor v Kn

mo�no pop¡sa� ako podpriestor rie¨en¡ vhodnej s£stavy line rnych rovn¡c. Na vy-
jadrenie mno�iny rie¨en¡ tejto s£stavy pomocou parametrov sa potom mo�no d¡va�
ako na parametrick� rovnice pr¡slu¨n�ho a�nn�ho podpriestoru. Z¡skan� znalosti n m
umo�nia v konkr�tnych pr¡padoch ur�i� vz jomn£ polohu a�nn�ch podpriestorov.

V celej kapitole K ozna�uje pevn�, inak �ubovo�n�, pole; m, n s£ �ubovo�n�, pevne
zvolen� prirodzen� �¡sla.

9.1. Podpriestor rie¨en¡ homog�nnej s£stavy a jeho b za

Nech A 2 Km�n, b 2 Km. Uva�ujme homog�nnu s£stavu line rnych rovn¡c s mati-
cou A

A � x = 0;

a nehomog�nnu s£stavu s maticou A a pravou stranou b

A � x = b:

Mno�iny ich rie¨en¡ ozna�¡me

R(A) = fx 2 Kn; A � x = 0g;

resp.
R(A j b) = fx 2 Kn; A � x = bg:

Predpisom '(x) = A � x je de�novan� line rne zobrazenie ' : Kn ! Km, pri�om
R(A) = Ker'. Z toho okam�ite vypl�va

9.1.1. Tvrdenie. Pre �ubovo�n£ maticuA 2 Km�n mno�inaR(A) rie¨en¡ homog�n-
nej s£stavy A � x = 0 tvor¡ line rny podpriestor vektorov�ho priestoru Kn.

Doteraz sme homog�nnu s£stavu rie¨ili £pravou jej maticeA na redukovan� stup¤o-
vit� tvar B. Z tohto tvaru sme potom vy�¡tali, ktor� nezn me si zvol¡me za parametre
a ktor� nezn me si vyjadr¡me pomocou nich. Presnej¨ie, nezn mu xj sme si zvolili za
parameter pr ve vtedy, ke� sa v j-tom st�pci matice B nenach dzal ved£ci prvok
�iadneho riadku matice B; ak sa v j-tom st�pci nach dzal ved£ci prvok nejak�ho
riadku, tak nezn mu xj sme si vyjadrili pomocou t�chto parametrov.

Uveden  veta n m umo�¤uje alternat¡vny popis mno�iny rie¨en¡ R(A) { ked�e ide
o line rny podpriestor v Kn, m��eme ho naj£spornej¨ie pop¡sa� zadan¡m (niekto-
rej) jeho b zy. Ka�d£ b zu priestoru R(A) naz�vame tie� fundament lnym syst�mom

rie¨en¡ s£stavy A �x = 0. Potom ka�d� rie¨enie pr¡slu¨nej homog�nnej s£stavy mo�no
jednozna�ne vyjadri� ako line rnu kombin ciu vektorov z fundament lneho syst�mu
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rie¨en¡, a tie� naopak, ka�da line rna kombin cia vektorov fundament lneho syst�mu
je rie¨en¡m pr¡slu¨nej s£stavy. Fundament lny syst�m rie¨en¡ n jdeme nasleduj£cim
postupom.

Maticu A uprav¡me pomocou ERO na redukovan� stup¤ovit� tvar B 2 Km�n.
Mno�inu f1; : : : ; ng rozdel¡me na dve podmno�iny J , J 0, pod�a toho, �i sa v j-tom
st�pci matice B nach dza alebo nenach dza ved£ci prvok nejak�ho jej riadku. Ozna�-
me k po�et prvkov mno�iny J 0 a zap¡¨me ju v tvare J 0 = fj1 < j2 < : : : < jkg.
Pre ka�d� index jl 2 J 0 zostroj¡me vektor vl = (v1l; : : : ; vnl)T 2 Kn takto: Zvol¡me
vjll = 1 a vjil = 0 pre i 6= l. Pre j 2 J vypo�¡tame hodnoty vjl k uveden�m hodnot m
parametrov vj1l; : : : ; vjkl tak, aby cel� vektor vl vyhovoval podmienke B � vl = 0.
Potom vektory v1; v2; : : : ;vk tvoria b zu podpriestoru rie¨en¡ R(A). Pritom zrejme
plat¡ k = n� h(A).

Namiesto d�kazu posledn�ho tvrdenia si cel� postup ozrejm¡me na pr¡klade.

9.1.2. Pr¡klad. Predpokladajme, �e sme maticu A pomocou ERO u� upravili na
redukovan� stup¤ovit� tvar

B =

0
B@
1 2 0 0 �1=3
0 0 1 0 1=2
0 0 0 1 �2
0 0 0 0 0

1
CA :

Ved£ce prvky riadkov sa nach dzaj£ v st�pcoch 1, 3 a 4. Teda nezn me x2 a x5 si
zvol¡me za parametre a nezn me x1, x3 a x4 si vyjadr¡me pomocou nich. Na¨a prv 
vo�ba je x2 = 1, x5 = 0. Tomu zodpoved  vektor v1 = (�2; 1; 0; 0; 0)T . Druh  vo�ba
parametrov je x2 = 0, x5 = 1. Tomu zodpoved  vektor v2 = (1=3; 0;�1=2; 2; 1)T . Po-
tom vektory v1, v2 tvoria b zu podpriestoru (fundament lny syst�m) rie¨en¡ R(A) =
R(B) � R5.

Ak sa "z estetick�ch d�vodov\ chceme vyhn£� zlomkom vo v�sledku, sta�¡ miesto
vektorov obsahuj£cich ako s£radnice zlomky vzia� ich vhodn� nenulov� skal rne n -
sobky. V na¨om pr¡pade sta�¡ nahradi� b zov� vektor v2 "kraj¨¡m\ b zov�m vektorom
6v2 = (2; 0;�3; 12; 6)T .

Pre "ve�kos�\ podpriestoru rie¨en¡ homog�nnej s£stavy z na¨ich £vah vypl�va

9.1.3. Tvrdenie. Pre �ubovo�n£ maticu A 2 Km�n plat¡

dimR(A) = n� h(A):

9.2. Podpriestor rie¨en¡ nehomog�nnej s£stavy

Prejdime teraz k ot zke ¨trukt£ry mno�iny rie¨en¡ R(A j b) nehomog�nnej s£stavy
A � x = b.

9.2.1. Tvrdenie. Nech A 2 Km�n, b 2 Km.
(a) Ak y;z 2 R(A j b), tak y � z 2 R(A).
(b) Ak z 2 R(A j b), x 2 R(A), tak z + x 2 R(A j b).

D�kaz. Mo�no overi� priamym v�po�tom.
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Z uveden�ho tvrdenia vypl�va, �e na popis mno�inyR(A j b) v¨etk�ch rie¨en¡ neho-
mog�nnej s£stavy sta�¡ pozna� podpriestorR(A) v¨etk�ch rie¨en¡ pr¡slu¨nej homog�n-
nej s£stavy, t. j. nejak� fundament lny syst�m (v1; : : : ;vk) jej rie¨en¡, a �ubovo�n�
jedno rie¨enie z 2 R(A j b) nehomog�nnej s£stavy. Tvrdenie mo�no potom sch�ma-
ticky zap¡sa� v niektorom z tvarov

R(A j b) = z +R(A) = fz + x; x 2 R(A)g
= z + [v1; : : : ;vn] = fz + c1v1 + : : :+ ckvk; c1; : : : ; ck 2 Kg:

Ka�d� si m��e vybra� ten, ktor� sa mu najv��¨mi pozd va.
S vyu�it¡m pojmov predch dzaj£cej kapitoly mo�no na¨e £vahy zhrn£� do nasle-

duj£cej podoby.

9.2.2. Tvrdenie. Nech A 2 Km�n, b 2 Km. Ak s£stava A � x = b m  aspo¤ jedno
rie¨enie, tak R(A j b) je a�nn� podpriestor v Kn so zameran¡m R(A). To znamen ,

DirR(A j b) = R(A) a dimR(A j b) = dimR(A) = n� h(A):

9.3. Frobeniova veta a rie¨enie nehomog�nnej s£stavy

Odpove� na ot zku rie¨ite�nosti nehomog�nnej s£stavy mo�no da� porovnan¡m hod-
nosti jej z kladnej a roz¨¡renej matice.

Za�neme pozorovan¡m, �e s£stava A �x = b m  aspo¤ jedno rie¨enie z 2 Kn pr ve
vtedy, ke� b 2 Im' (kde '(x) = A � x). Ak tento pr¡pad nastane, tak, ako sme u�
uk zali, R(A j b) = z +R(A).

9.3.1. Veta. (Frobenius) Nech A 2 Km�n, b 2 Km. Potom nehomog�nna s£stava
A � x = b m  rie¨enie pr ve vtedy, ke� h(A j b) = h(A).

D�kaz. Z pozn mky vyslovenej tesne pred vetou vypl�va, �e s£stava A � x = b m 
rie¨enie pr ve vtedy, ke� b 2 [s1(A); : : : ; sn(A)], t. j. pr ve vtedy ke�

[s1(A); : : : ; sn(A); b] = [s1(A); : : : ; sn(A)]:

Ke��e

h(A j b) = dim[s1(A); : : : ; sn(A); b];

h(A) = dim[s1(A); : : : ; sn(A)]

a druh� z t�chto podpriestorov je podpriestorom prv�ho, uveden  podmienka je zrej-
me ekvivalentn  s rovnos�ou h(A j b) = h(A).

Frobeniova veta vlastne hovor¡ u� zn mu vec: nehomog�nna s£stavaA�x = b nem 
rie¨enie pr ve vtedy, ke� sa pri £prave jej roz¨¡renej matice (A j b) na redukovan�
stup¤ovit� tvar objav¡ nejak� riadok tvaru (0; : : : ; 0 j d) 2 Kn+1, kde 0 6= d 2 K.
Tak�to riadok toti� zodpoved  rovnici 0 = d.

Ak uprav¡me pomocou ERO roz¨¡ren£maticu (A j b) na redukovan� stup¤ovit� tvar
(B j c), kde B 2 Km�n a c 2 Km, tak B je tie� v redukovanom stup¤ovitom tvare.
Potom R(A j b) = R(B j c) 6= ; pr ve vtedy, ke� sa �iaden ved£ci prvok nejak�ho
riadku matice (B j c) nenach dza v poslednom, t. j. (n+1)-om st�pci. B zu priestoru
rie¨en¡ R(A) = R(B) n jdeme postupom pop¡san�m v paragrafe 9.1. Nech J , J 0 a k
maj£ tam uveden� v�znam. Jedno rie¨enie z = (z1; : : : ; zn)T nehomog�nnej s£stavy
dostaneme vo�bou parametrov zj1 = : : : = zjk = 0 pre jl 2 J 0. Zvy¨n� hodnoty zj
potom vypo�¡tame tak, aby z vyhovovalo podmienke B �z = c, t. j. zj = cj pre j 2 J .
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9.3.2. Pr¡klad. Predpokladajme, �e sme maticu (A j b) pomocou ERO u� upravili
na redukovan� stup¤ovit� tvar

(B j c) =

0
B@
1 0 0 3 1=4 0
0 1 0 4 2 �1
0 0 1 1 �5 6
0 0 0 0 0 0

�������

�������

2
�1
�2=7
0

1
CA :

Vid¡me, �e h(B j c) = h(B) = 3, teda R(A j b) = R(B j c) 6= ;. Ved£ce prvky riadkov
sa nach dzaj£ v st�pcoch 1, 2 a 3. Teda nezn me x4, x5 a x6 si zvol¡me za parametre a
nezn me x1, x2 a x3 si vyjadr¡me pomocou nich. Prvej vo�be x4 = 1, x5 = x6 = 0 zod-
poved  vektor v1 = (�3;�4;�1; 1; 0; 0)T . Druh  vo�ba x4 = 0, x5 = 1, x6 = 0 n m d 
vektor v2 = (�1=4;�2; 5; 0; 1; 0)T . Tre�ou vo�bou x4 = x5 = 0, x6 = 1 z¡skame vektor
v3 = (0; 1;�6; 0; 0; 1)T . Potom vektory v1, v2, v3 tvoria b zu podpriestoru rie¨en¡
R(A) = R(B) � R6 pr¡slu¨nej homog�nnej s£stavy. Kone�ne vo�bou parametrov
x4 = x5 = x6 = 0 z¡skame jedno rie¨enie z = (2;�1;�2=7; 0; 0; 0)T nehomog�nnej
s£stavy.

V�sledok mo�no preh�adne zap¡sa� do tabu�ky (treba si v¨ak uvedomi�, �e sme ju
vyp�¤ali uveden�m postupom):

v1 v2 v3 z

x1 �3 �1=4 0 2
x2 �4 �2 1 �1
x3 �1 5 �6 �2=7
x4 1 0 0 0
x5 0 1 0 0
x6 0 0 1 0

Porovnajte t£to tabu�ku s maticou (B j c) !

9.4. Parametrick� a v¨eobecn� rovnice a�nn�ch podpriestorov

Hoci sa v tomto i v nasleduj£com paragrafe obmedz¡me len na a�nn� podpriestory
st�pcov�ho vektorov�ho priestoru Kn, na¨e £vahy maj£ ¨ir¨iu platnos�. Zvolen¡m
pevnej b zy ich mo�no pomocou s£radnicov�ho zobrazenia zrejm�m sp�sobom pre-
nies� aj na a�nn� podpriestory �ubovo�n�ho kone�norozmern�ho vektorov�ho prie-
storu V .

Ka�d� a�nn� podpriestor M � Kn m  tvar

M = p+ [u1; : : : ;uk] = p+ [�]

pre nejak� bod p = (p1; : : : ; pn)T 2M a vhodn£ usporiadan£ k-ticu � = (u1; : : : ;uk)
vektorov z Kn, kde uj = (u1j ; : : : ; unj)T . To znamen , �e pre �ubovo�n� x 2 Kn plat¡
x 2M pr ve vtedy, ke� existuje t = (t1; : : : ; tk)T 2 Kk tak�, �e

x = p+� � t;

kde usporiadan£ k-ticu � sme ako oby�ajne stoto�nili s maticou (uij) 2 Kn�k so
st�pcami u1; : : : ;uk. Rovnos� x = p + � � t je maticov�m z pisom parametrick�ch
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rovn¡c a�nn�ho podpriestoruM � Kn. Vektor t 2 Kn naz�vame vektorom parametrov

a jeho zlo�ky t1; : : : ; tk 2 K parametrami. Po rozp¡san¡ do zlo�iek

x1 = p1 + u11t1 + u12t2 + : : :+ u1ktk

x2 = p2 + u21t1 + u22t2 + : : :+ u2ktk

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

xn = pn + un1t1 + un2tn + : : :+ unktk

dostaneme obvyklej¨¡ tvar, s ak�m sme sa v dimenzii n = 2 resp. n = 3 u� stretli
v stredo¨kolskej analytickej geometrii.

Ak navy¨e vektory u1; : : : ;uk s£ line rne nez visl�, �o mo�no v�dy dosiahnu�
vynechan¡m "nadbyto�n�ch\ vektorov, tak parametrick� rovnice podpriestoruM n m
priamo uk �u jeho dimenziu: dimM = k.

Z pis a�nn�ho podpriestoru M � Kn v tvare M = p + [�], kde p 2 M a � je
nejak  usporiadan  k-tica, ktor  generuje jeho zameranie DirM (m��eme si dovoli�
predpoklada�, �e � je dokonca b za v DirM), budeme naz�va� jeho parametrick�m

vyjadren¡m. Parametrick� vyjadrenie M = p+ [�] a�nn�ho podpriestoru mo�no pria-
mo prep¡sa� do jeho parametrick�ch rovn¡c x = p+� � t, (t 2 Kk). Taktie� naopak,
z jeho parametrick�ch rovn¡c mo�no okam�ite z¡ska� jeho parametrick� vyjadrenie.
S£vis medzi t�mito dvoma druhmi popisu je nato�ko bezprostredn�, �e ich ani ne-
mus¡me pr¡li¨ £zkostlivo rozli¨ova�.

Na druhej strane, v predch dzaj£cich paragrafoch sme videli, �e ka�d  s£stava
line rnych rovn¡c A � x = b s roz¨¡renou maticou (A j b) 2 Km�(n+1) (pokia� m 
rie¨enie), popisuje a�nn� podpriestor R(A j b) � Kn. N js� parametrick� rovnice
tohto podpriestoru u� vieme, treba si to len uvedomi�. Ak toti� � = (v1; : : : ;vk) je
b za podpriestoru R(A) rie¨en¡ pr¡slu¨enej homog�nnej s£stavy a z 2 R(A j b) je
�ubovo�n� jedno rie¨enie nehomog�nnej s£stavy { a jedno i druh� (pokia� existuje)
naozaj vieme n js� {, tak

x = z + � � t;

kde t 2 Kk je vektor parametrov, s£ parametrick� rovnice a�nn�ho podpriestoru
R(A j b) � Kn.

Inak povedan�, vyrie¨i� s£stavu line rnych rovn¡c A �x = b znamen  vlastne n js�
nejak� (pr¡padne nie celkom hocak� ale v istom zmysle "pekn�\) parametrick� rovnice
(alebo parametrick� vyjadrenie) a�nn�ho podpriestoru R(A j b) � Kn.

�asto je v¨ak potrebn� rie¨i� obr ten£ £lohu: k parametricky zadan�mu a�nn�mu
podpriestoru M � Kn n js� jeho v¨eobecn� rovnice, t. j. s£stavu line rnych rovn¡c
A � x = b o n nezn mych x1; : : : ; xn tak£, �e M = R(A j b).

Nech teda M = p + [�] je a�nn� podpriestor v Kn, dan� bodom p 2 Kn a
usporiadanou k-ticou � = (u1; : : : ;uk) vektorov z Kn, ktor£ stoto�n¡me s maticou
� = (uij) 2 Kn�k so st�pcami uj . Parametrick� rovnice x = p + � � t podpriestoru
M , kde x = (x1; : : : ;xn)T 2 Kn je vektor nezn mych a t = (t1; : : : ; tk)T 2 Kk je
vektor parametrov, mo�no prep¡sa� do tvaru

In � x = � � t + p;

ktor� mo�no reprezentova� blokovou maticou

(In j� jp):
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Na¨a met¢da bude zalo�en  na elimin cii parametrov t1; : : : ; tk £pravou tejto matice
pomocou ERO.Maticu (In j� jp) budeme upravova� na riadkovo ekvivalentn£ maticu
tak, aby stredn� blok vo v�slednej matici bol v stup¤ovitom tvare. M��u nasta� dve
mo�nosti
(1) h(�) = n, �o spozn me pod�a toho, �e v¨etky riadky stredn�ho bloku v�slednej

matice s£ nenulov�. V tom pr¡pade M = V a v¨eobecn� rovnice tohto pod-
priestoru tvor¡ pr zdna s£stava (t. j. s£stava ktor  neobsahuje �iadnu rovnicu).
My sa jednoducho uspokoj¡me s kon¨tatovan¡mM = V a nijak�mi v¨eobecn�mi
rovnicami sa �alej nebudeme zaobera�.

(2) h(�) < n. Vtedy mo�no stredn� blok v�slednej matice rozdeli� do dvoch pod
sebou umiestnen�ch blokov

�
D

0

�
, kde horn� blok D je stup¤ovit  matica typu

h(�)� k, ktor  m  v¨etky riadky nenulov�, teda doln� nulov� blok m  rozmer
(n� h(�))� k. Toto rozdelenie stredn�ho bloku indukuje rozdelenie celej v�-
slednej matice do blokov �

A0 D b0

A 0 b

�
:

Potom A � x = b s£ v¨eobecn� rovnice a�nn�ho podpriestoru M , t. j. plat¡
M = p+ [�] = R(A j b).

Pop¡san� algoritmus mo�no stru�ne zhrn£� do sch�my

(In j� jp)
ERO
����!

�
A0 D b0

A 0 b

�
;

kde D je matica v stup¤ovitom tvare s nenulov�mi riadkami (ktor�ch po�et teda
nutne je h(D) = h(�)). Ako ved�aj¨¡ produkt tak�hoto v�po�tu, mo�no z k-tice �
vybra� b zu zamerania DirM = [�]: je tvoren  vektormi uj1 ; : : : ;ujl , kde 1 � j1 <

: : : < jl � k s£ indexy t�ch st�pcov matice D, v ktor�ch sa nach dzaj£ ved£ce prvky
jej riadkov (pozri tvrdenie 4.5.3). Spr vnos� cel�ho algoritmu vypl�va z nasleduj£ceho
tvrdenia.

9.4.1. Tvrdenie. Nech B 2 Kn�m, C 2 Kn�k a p 2 Kn. Ak blokov  matica
(B jC jp) je riadkovo ekvivalentn  s blokovou maticou�

A0 D b0

A 0 b

�
;

kde D je matica v stup¤ovitom tvare s nenulov�mi riadkami, tak

R(A j b) =
�
x 2 Km; (9 t 2 Kk)(B � x = C � t + p)

	
:

D�kaz. Matica (B jC jp) zodpoved  s£staveB�x = C�t+ p v nezn mych x1; : : : ; xm,
t1; : : : ; tk. Podobne matica �

A0 D b0

A 0 b

�

zodpoved  s£stave

A0 � x =D � t + b0

A � x = b
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v rovnak�ch nezn mych. Vzh�adom na riadkov£ ekvivalenciu pr¡slu¨n�chmat¡c s£ obe
s£stavy ekvivalentn�.

Dok �eme, �e pre �ubovo�n� x 2 Km nasleduj£ce podmienky s£ ekvivalentn�:
(i) A � x = b;
(ii) (9 t 2 Kk)(A0 � x =D � t + b0 & A � x = b);
(iii) (9 t 2 Kk)(B � x = C � t + p).
Ke��e implik cie (ii)) (iii)) (i) platia trivi lne, vysvetlenie potrebuje iba implik cia
(i)) (ii). Zrejme hodnos� matice D sa rovn  po�tu jej riadkov a ten je � n. Preto
tie� h(D jA0 � x � b0) = h(D) nez visle na x. Ale to pod�a Frobeniovej vety 9.3.1
znamen , �e s£stava D � t = A0 � x � b0 (v nezn mych t1; : : : ; tk) m  nejak� rie¨enie
t 2 Kk pre �ubovo�n� x 2 Km.

Pozn mka. Z uveden�ho d�kazu vypl�va, �e tvrdenie 9.4.1 zost va v platnosti, aj ke�
matica D nie je v stup¤ovitom tvare; sta�¡ �iada� len line rnu nez vislos� jej riadkov.
T£ v¨ak mo�no najistej¨ie nahliadnu� pr ve £pravou pr¡slu¨nej matice na stup¤ovit�
tvar.

9.4.2. Pr¡klad. N jdeme v¨eobecn� rovnice a�nn�ho podpriestorru M = p + [�]
st�pcov�ho vektorov�ho priestoru Z511 nad po�om Z11, kde p = (1; 2; 3; 4; 5)T a � je
tvoren  st�pcami matice 0

BBB@

2 1 0 1
1 5 2 6
0 2 7 0
1 6 0 9
0 3 5 8

1
CCCA :

Budeme upravova� maticu0
BBB@

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

���������

���������

2 1 0 1
1 5 2 6
0 2 7 0
1 6 0 9
0 3 5 8

���������

���������

1
2
3
4
5

1
CCCA

pomocou ERO tak, aby stredn� blok nadobudol stup¤ovit� tvar. Po nieko�k�ch kro-
koch dostaneme 0

BBB@

1 0 0 0 0
5 1 0 0 0
4 3 0 0 1
10 2 1 0 0
9 3 0 1 1

���������

���������

2 1 0 1
0 10 2 0
0 0 0 8
0 0 0 0
0 0 0 0

���������

���������

1
7
4
6
2

1
CCCA :

Predov¨etk�m vid¡me, �e tret¡ vektor ¨tvorice� je line rnou kombin ciou predch dza-
j£cich dvoch, preto ho mo�no v pr¡slu¨nom parametrickom vyjadren¡ podpriestoruM
vynecha�. Zvy¨n� tri vektory v � s£ line rne nez visl�, �i�e dimM = 3. Kone�ne,
v¨eobecn� rovnice podpriestoru M vyzeraj£ takto

10x1 + 2x2 + x3 = 6
9x1 + 3x2 + x4 + x5 = 2 :

Dosaden¡m sa mo�no presved�i�, �e bod p skuto�ne vyhovuje tejto s£stave a vektory
¨tvorice � pr¡slu¨nej homog�nnej s£stave.
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9.5. Rovnice prieniku a spojenia a�nn�ch podpriestorov

V tomto paragrafe sa pok£sime zostavi� v¨eobecn� recepty, pomocou ktor�ch budeme
vedie� nap¡sa� �i u� v¨eobecn� alebo parametrick� rovnice prieniku a spojenia dvoch
a�nn�ch podpriestorov st�pcov�ho vektorov�ho priestoru Kn. Pri tom vezmeme do
£vahy tri mo�nosti zadania p�vodn�ch podpriestorov:
(1) Oba podpriestory s£ zadan� v¨eobecn�mi rovnicami.
(2) Oba podpriestory s£ zadan� parametricky.
(3) Jeden podpriestor je zadan� pomocou v¨eobecn�ch rovn¡c a druh� parametricky.

Ka�d£ situ ciu budeme ilustrova� na jednom a� dvoch konkr�tnych pr¡kladoch, v kto-
r�ch navy¨e vy¨etr¡me i vz jomn£ polohu oboch a�nn�ch podpriestorov.

(1) Nech a�nn� podpriestory M; N � Kn maj£ v¨eobecn� rovnice A � x = b resp.
B � x = c, kde A 2 Km�n, b 2 Km, B 2 K l�n, c 2 K l. Potom v¨eobecn�mi
rovnicami prieniku M \N je s£stava

A � x = b

B � x = c

s roz¨¡renou maticou �
A

B

����
���� bc
�
:

Parametrick� vyjadrenie prieniku M \N mo�no z¡ska� vyrie¨en¡m tejto s£stavy.
Ak h�ad me parametrick� vyjadrenie spojenia M t N , najprv vyrie¨en¡m s£stav

s roz¨¡ren�mi maticami (A j b) resp. (B j c) z¡skame parametrick� vyjadrenia jed-
notliv�ch podpriestorov M a N . Z nich na z klade tvrdenia 8.3.3 (b) zostav¡me para-
metrick� vyjadrenie podpriestoru M tN (pozri tie� pr¡klad 8.3.5). Kone�ne, ak n s
zauj¡maj£ v¨eobecn� rovnice podpriestoru M tN , mo�eme ich odvodi� z jeho para-
metrick�ch rovn¡c met¢dou op¡sanou v druhej �asti predch dzaj£ceho paragrafu 9.4
(pozri tvrdenie 9.4.1 a pr¡klad 9.4.2).

9.5.1. Pr¡klad. A�nn� podpriestory M , N vektorov�ho priestoru Q4 s£ dan� s£-
stavami

x1 + x2 � x3 + x4 = 9
x1 � x2 + x3 � x4 = �3

resp.

x1 + 3x2 + 2x3 � x4 = 0
x1 � 3x2 � 2x3 + x4 = 6 :

Ak d me tieto s£stavy dohromady, z¡skame v¨eobecn� rovnice prieniku. Ich rie¨enie
v¨ak bude v�hodn� trochu odlo�i� a najprv upravi� roz¨¡ren� matice p�vodn�ch s£stav:

�
1 1 �1 1
1 �1 1 �1

����
���� 9
�3

�
�

�
1 0 0 0
0 1 �1 1

����
���� 36
�
;

�
1 3 2 �1
1 �3 �2 1

����
���� 06
�
�

�
1 0 0 0
0 1 2=3 �1=3

����
���� 3
�1

�
:
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Z upraven�ch mat¡c okam�ite dost vame parametrick� vyjadrenie p�vodn�ch pod-
priestorov (matica v hranat�ch z tvork ch ozna�uje line rny podpriestor generovan�
jej st�pcami)

M =

0
B@
3
6
0
0

1
CA+

2
64
0 0
1 �1
1 0
0 1

3
75 ; N =

0
B@

3
�1
0
0

1
CA+

2
64

0 0
�2 1
3 0
0 3

3
75 :

Ak nap¡¨eme obe upraven� roz¨¡ren� matice v¨eobecn�ch rovn¡c podpriestorov M a
N do blokov pod seba, dostaneme roz¨¡ren£ maticu v¨eobecn�ch rovn¡c podpriestoru
M \N . Jej £pravou na redukovan� stup¤ovit� tvar vyjde

0
B@
1 0 0 0
0 1 0 1=5
0 0 1 �4=5
0 0 0 0

�������

�������

3
9=5
�21=5

0

1
CA :

Odtia� u� priamo vypl�va parametrick� vyjadrenie

M \N =

0
B@

3
9=5
�21=5

0

1
CA+

2
64

0
�1
4
5

3
75 :

Zistili sme, �e dvojrozmern� a�nn� podpriestory M , N maj£ jednorozmern� prienik,
teda s£ r�znobe�n�. Preto tie� dim(M tN) = 2 + 2� 1 = 3.

Ak postav¡me ved�a seba gener tory smerov�ch podpriestorov DirM a DirN ,
£pravou pr¡slu¨nej matice zist¡me, �e prv� tri s£ line rne nez visl� a posledn� z nich
je line rnou kombin ciou predch dzaj£cich. Teda st�pce matice

� =

0
B@
0 0 0
1 �1 �2
1 0 3
0 1 0

1
CA

tvoria b zu zamerania a�nn�ho podpriestoru M t N . Jeho parametrick� vyjadrenie
je

M tN = p+ [�];

kde p = (3; 9=5;�21=5; 0)T . �pravou blokovej matice (I4 j� jp) pod�a algoritmu
z druhej �asti paragrafu 9.4. (pozri pozn mku za tvrden¡m 9.4.1) v�menou prv�ho
a posledn�ho riadku dostaneme v¨eobecn� rovnice podpriestoru M tN :

x1 = 3 :

(2) Nech M = p + [�], N = q + [�] s£ parametrick� vyjadrenia dvoch a�nn�ch
podpriestorov v Kn. Potom, ako u� vieme, M tN = p+ [q � p;�;�] a pod�a tvrde-
nia 4.5.3 vynechan¡m vhodn�ch st�pcov z blokovej matice (q � p;�;�) mo�no dosta�
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b zu zamerania Dir(M t N). V¨eobecn� rovnice podpriestoru M t N dostaneme
£pravou blokovej matice (In jq � p;�;� jp), pr¡padne matice, v ktorej je prostredn�
blok nahraden� b zou zamerania Dir(M tN), pod�a algoritmu z paragrafu 9.4.

Pokia� n s zauj¡maj£ v¨eobecn� rovnice prieniku M \ N , najjednoduch¨ie ich
z¡skame tak, �e parametrick� rovnice ka�d�ho z podpriestorov M , N prevedieme na
v¨eobecn� rovnice a tieto spoj¡me dohromady. Parametrick� vyjadrenie prienikuM\N
dostaneme vyrie¨en¡m jeho v¨eobecn�ch rovn¡c.

Jestvuje aj in  cesta k parametrick�m rovniciam prieniku M \ N . Ako ved�aj¨¡
produkt pri nej mo�no z¡ska� b zy zameran¡ DirM , DirN , Dir(M t N), teda aj
parametrick� rovnice spojenia M tN . Pri tejto met¢de upravujeme blokov£ maticu
(� j� jq � p) pomocou ERO na stup¤ovit� tvar�

A0 B0 c0

0 B c

�
;

kde matica A0 m  v¨etky riadky nenulov� (teda line rne nez visl� a ich po�et je
h(A0) = h(�) = dimM). Prienik M \ N je tvoren� v¨etk�mi x = q + � � t 2 N ,
ktor� patria z rove¤ do M , t. j. existuje vektor parametrov s tak�, �e x = p + � � s.
H�ad me teda v¨etky vektory parametrov t, ku ktor�m existuje nejak� vektor para-
metrov s tak�, �e plat¡

� � s = � � t + (q � p):

Pod�a tvrdenia 9.4.1 (sta�¡ v ¤om zameni� poradie prv�ho a druh�ho zvisl�ho bloku)
k dan�mu t existuje tak�to s pr ve vtedy, ke� B � t = c. Vyrie¨en¡m tejto s£stavy
z¡skame parametrick� vyjadrenie

t = r +  � z;

kde r 2 R(B j c) a  je b za line rneho podpriestoruR(B), s vektorom parametrov z,
ktor� dosad¡me do parametrick�ch rovn¡c podpriestoru N . Dostaneme tak paramet-
rick� rovnice

x = q + � � (r +  � z) = (q + � � r) + (� � ) � z

podpriestoru M \N .
Met¢da zostavenia v¨eobecn�ch rovn¡c prieniku M \ N ako i oboch typov rovn¡c

spojeniaM tN , pop¡san  v prvej �asti bodu (2), je (aspo¤ d£fame) dostato�ne jasn .
V nasleduj£com pr¡klade sa preto s£stred¡me len na n jdenie parametrick�ch rovn¡c
prieniku M \N met¢dou z druhej �asti a ur�enie vz jomnej polohy M a N .

9.5.2. Pr¡klad. Nech

M =

2
64
1 1
1 4
1 1
2 5

3
75 ; N1 =

0
B@
0
2
2
3

1
CA+

2
64
1 2 3
2 2 8
5 0 9
3 4 11

3
75 ; N2 =

0
B@
1
1
2
2

1
CA+

2
64
1 2 3
2 2 8
5 0 9
3 4 11

3
75

s£ a�nn� podpriestory v R4. Zrejme DirN1 = DirN2; ozna�me tento line rny pod-
priestor D. Obe £lohy o dvojiciach podpriestorov M , N1 aj M , N2 budeme rie¨i�
s£�asne. Plat¡0

B@
1 1
1 4
1 1
2 5

�������

�������

1 2 3
2 2 8
5 0 9
3 4 11

�������

�������

0 1
2 1
2 2
3 2

1
CA �

0
B@
1 1
0 3
0 0
0 0

�������

�������

1 2 3
1 0 5
4 �2 6
0 0 0

�������

�������

0 1
2 0
2 1
1 0

1
CA :
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Ak si z matice na pravej strane odmysl¡me krajn� prav� blok, po vynechan¡ rovnice
0 = 0 z nej dostaneme s£stavu

4t1 � 2t2 + 6t3 = 0:

Line rny podpriestor DirM \D je tvoren� pr ve v¨etk�mi line rnyni kombin ciami
� � t, kde � je matica gener torov D (a jeho b za, �o mo�no zisti� doupraven¡m
stredn�ho bloku na stup¤ovit� tvar) a t vyhovuje uvedenej homog�nnej rovnici. Teda
dim(DirM \D) = dimDirM = 2. Preto DirM � D a plat¡ M k N1 aj M k N2.

S£stava

4t1 � 2t2 + 6t3 = 2
0 = 1;

ktorej mus¡ vyhovova� vektor parametrov t = (t1; t2; t3)T , aby n¡m ur�en� bod z N1

patril aj do M , nem  rie¨enie. Preto M \N1 = ; a M , N1 s£ prav� rovnobe�ky.
Naopak, analogick  s£stava pre dvojicu M , N2 vedie na jedin£, o�ividne rie¨ite�n£

rovnicu
4t1 � 2t2 + 6t3 = 1:

V d�sledku toho M � N2.

(3) Nech a�nn� podpriestor M � Kn je dan� v¨eobecn�mi rovnicami A � x = b a
a�nn� podpriestor N = q + [�] � Kn je dan� parametricky. Ak h�ad me v¨eobecn�
rovnice prieniku M \ N , sta�¡ n js� v¨eobecn� rovnice podpriestoru N a prida� ich
k s£stave A � x = b. Ich vyrie¨en¡m potom mo�no dosta� aj parametrick� vyjadrenie
M \N . Ak h�ad me popis spojenia M tN , najv�hodnej¨ie je vyrie¨i� v¨eobecn� rov-
nice podpriestoruM a z parametrick�ch vyjadren¡ oboch podpriestorovM ,N zostavi�
parametrick� vyjadrenie M t N pod�a tvrdenia 8.3.3 a pr¡kladu 8.3.5. Elimin ciou
parametrov odtia� dostaneme v¨eobecn� rovnice podpriestoru M tN .

In  met¢da, ako n js� parametrick� vyjadrenie prienikuM \N spo�¡va v dosaden¡
parametrick�ho vyjadrenia podpriestoru N do v¨eobecn�ch rovn¡c podpriestoru M .
T�m dostaneme s£stavu

A � (q + � � t) = b;

alebo po £prave s ¤ou ekvivalentn£ s£stavu

(A � �) � t = b � A � q;

ktorej mus¡ vyhovova� vektor parametrov t, aby n¡m ur�en� bod x = q + � � t 2 N
patril aj do podpriestoru M , teda do prieniku M \ N . Uveden£ s£stavu vyrie¨ime
£pravou jej roz¨¡renej matice (A � � j b � A � q). Podobne ako v pr¡pade (2) rie¨enie
dostaneme v parametrickom tvare

t = r +  � z;

kde r 2 R(A �� j b � A �q) a  je b za line rneho podpriestoru R(A ��), s vektorom
parametrov z, ktor� dosad¡me do parametrick�ch rovn¡c podpriestoruN . Tak z¡skame
parametrick� rovnice

x = q + � � (r +  � z) = (q + � � r) + (� � ) � z

podpriestoru M \N .
I tentokr t sa v nasleduj£com pr¡klade zameriame len na n jdenie parametrick�ch

rovn¡c prieniku M \N druhou z op¡san�ch met¢d a na ur�enie vz jomnej polohy M
a N .
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9.5.3. Pr¡klad. A�nn� podpriestor M � R4 m  v¨eobecn� rovnice

x1 � x2 + x3 � x4 = 1
x1 + x2 � x3 + x4 = 3:

Roz¨¡ten£ maticu tejto s£stavy ozna�¡me (A j b). A�nn� podpriestor N � R4 je
ur�en� ako a�nn� obal N = `(p;q; r; s) bodov p = (3; 0; 1; 1)T , q = (4;�1; 2; 2)T ,
r = (4; 1; 2; 0)T a s = (7; 3; 4; 5)T . Jeho parametrick� vyjadrenie potom je

N = p + [q � p; r � p; s � p] =

0
B@
3
0
1
1

1
CA+

2
64

1 1 4
�1 1 3
1 1 3
1 �1 4

3
75 :

Ke��e

A � (q � p; r � p; s � p) =
�
1 �1 1 �1
1 1 �1 1

�
�

0
B@

1 1 4
�1 1 3
1 1 3
1 �1 4

1
CA =

�
2 2 3
0 0 8

�
;

b�A � p =
�
1
3

�
�

�
1 �1 1 �1
1 1 �1 1

�
�

0
B@
3
0
1
1

1
CA =

�
�2
0

�
;

bod tvaru p+ t1(q � p) + t2(r � p) + t3(s � p) 2 N patr¡ do prieniku M \N pr ve
vtedy, ke� pr¡slu¨n� vektor parametrov t = (t1; t2; t3)T vyhovuje s£stave s roz¨¡renou
maticou �

2 2 3
0 0 8

����
���� �20

�
�

�
1 1 0
0 0 1

����
���� �10

�
:

Podpriestor rie¨en¡ tejto s£stavy m  parametrick� vyjadrenie0
@�1

0
0

1
A+

2
4�11

0

3
5 :

Dosaden¡m do parametrick�ho vyjadrenia N dostaneme

M \N =

0
B@
3
0
1
1

1
CA+

0
B@

1 1 4
�1 1 3
1 1 3
1 �1 4

1
CA �

0
@�1

0
0

1
A+

2
64
0
B@

1 1 4
�1 1 3
1 1 3
1 �1 4

1
CA �

0
@�1

1
0

1
A
3
75

=

0
B@
2
1
0
2

1
CA+

2
64

0
2
0
�2

3
75

a dim(M \N) = 1. �ahko nahliadneme, �e hodnos� matice s£stavy podpriestoru M
je 2, preto tie� dimM = 4 � 2 = 2, a dimN = 3. Z toho d�vodu M \ N je vlastn�
podpriestor tak v M ako aj v N , �i�e M , N s£ r�znobe�n�.
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Cvi�enia

1. N jdite nejak� fundament lny syst�m rie¨en¡ s£stavy homog�nnych line rnych rovn¡cA �x = 0

pre matice

(a) A =
�

1 0 �1 �1 0

2 0 �1 1 �1
1 0 1 5 �2

�
2 Q3�5; (b) A =

�p
2 1

p
3

1
p
2 1

3 2 1+
p
6

�
2 R3�3;

(c) A =
�
1+i 1�i 2+3i

5�i �1�5i 13

�
2 C2�3 ; (d) A =

�
0 4 0 9

0 3 2 5

0 1 1 0

�
2Z3�411 .

Vyjadrite v¨eobecn� rie¨enie ka�dej s£stavy ako line rnu kombin ciu fundament lneho syst�mu
rie¨en¡.

2. N jdite nejak� rie¨enie nehomog�nnej s£stavy A � x = b a fundament lny syst�m rie¨en¡ pr¡-
slu¨nej homog�nnej s£stavy danej roz¨¡renou maticou

(a) (A j b) =
�

1 1 1

2 3 7

1 2 2

����
����
2

2

5

�
2 Q3�4; (b) (A j b) =

�
1 �

e�1 �1

���
��� e�1
�2

�
2 R2�3;

(c) (A j b) =
�

1 2 1 0

�1 1 2 1

2 7 5 1

����
����
�1
2

�1

�
2 R3�5; (d) (A j b) =

�
1 2 3

1 1 1

3 4 0

����
����
1

4

2

�
2Z3�45 .

Vyjadrite v¨eobecn� rie¨enie ka�dej s£stavy v tvare s£�tu jedn�ho jej rie¨enia a line rnej kom-
bin cie fundament lneho syst�mu rie¨en¡ pr¡slu¨nej homog�nnej s£stavy.

3. V ka�dom z nasleduj£cich pr¡padov nap¡¨te parametrick� rovnice a�nn�ho podpriestoru M
vektorov�ho priestoru R3 alebo R4 nad po�om Ra n jdite jeho v¨eobecn� rovnice:
(a) M = f(0; 2;�1)g � R3;
(b) M = (1;�1; 2) + [(1;�5;4)] � R3;
(c) M = [(1; 3;�1); (2; 0; 5)] � R3;
(d) M = `(e1 + e4; 2e2 � e3) � R4

(e) M = (0; 2;�1; 1) + [(3; 1; 10;�8); (3; 5; 8;�6)] � R4;
(f) M = `((1; 1; 1; 0); (1; 1; 0; 1); (1; 0; 1; 1); (0; 1; 1; 1)) � R4;
(g) M = R4.

4. Pre dan� line rne podpriestory S, T vektorov�ho priestoruR4 n jdite v ka�dom z nasleduj£cich
pr¡padov nejak� b zy line rnych podpriestorov S \ T; S + T � R4 a ur�te ich dimenzie:
(a) S =

�
(1; 1; 1; 1)T ; (2; 0; 0; 3)T

�
, T =

�
(3; 2; 1; 0)T ; (6; 3; 2; 4)T

�
;

(b) S = [e1 � e2 + 2e3 + e4], T = [(1; 0; 2; 0)T ; (2;�1; 4; 1)T ; (4;�1; 8; 1)T
�
;

(c) S = [e1 + e2; e2 + e3 ;e3 + e4], T =
�
(1; 0; 1; 0)T ; (0; 1; 0; 1)T ; (1; 0; 0; 1)T

�
.

5. Pre dan� a�nn� podpriestoryM , N vektorov�ho priestoruR4 n jdite v ka�dom z nasleduj£cich
pr¡padov v¨eobecn� aj parametrick� rovnice ich prieniku M \N a ur�te ich vz jomn£ polohu
ako aj dimenziu spojenia M tN :
(a) M = `

�
(1; 0; 2; 0)T ; (0; 2; 0; 1)T

�
, N = (4; 1; 7; 2)T +

�
(1; 2; 3; 4)T ; (0; 1; 2; 3)T ; (0; 0; 1; 2)T

�
;

(b)M = (0; 0; 1;�1)T +
�
(1; 2; 2; 1)T ; (2; 1; 1; 2)T

�
, N =

�
(0; 1; 1; 0)T ; (1; 0; 0; 1)T ; (1;�1; 0; 0)T ];

(c) M = [e1; e2], N = (1; 1; 1; 1)T + [e3;e4].

6. A�nn� podpriestoryM , N vektorov�ho priestoruR5 s£ dan� v¨eobecn�mi rovnicami. V ka�dom
z nasleduj£cich pr¡padov zistite ich vz jomn£ polohu, nap¡¨te parametrick� rovnice ich prieniku
aj spojenia a ur�te dimenzie a�nn�ch oboch podpriestorov M \N , M tN :
(a) M : x1 + 2x2 = 0; x2 � 3x3 = 1; 4x3 � x4 + x5 = 2,

N : 2x1 + 3x3 � x5 = 5; x2 + x4 = 0; x1 � 2x3 = 7;
(b) M : x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 5; x1 � x2 + x3 = 1; x2 + 2x4 � x5 = 2; x3 = 1,

N : 3x1 + x2 + 2x3 + 5x4 � x5 = 10; x1 + x3 + 2x4 � x5 = 1;
(c) M : x1 = 1; x2 = 2; x3 = 3,

N : x1 + x2 + x3 = 6; x1 � x2 + x3 = 2.

7. Jeden z a�nn�ch podpriestorovM , N vektorov�ho priestoruR4 je dan� v¨eobecn�mi rovnicami
a druh� parametricky. V ka�dom z nasleduj£cich pr¡padov zistite ich vz jomn£ polohu, nap¡¨te
parametrick� rovnice ich prieniku M \ N a v¨eobecn� rovnice ich spojenia M t N a ur�te
dimenzie a�nn�ch podpriestorov M \N , M tN :
(a) M : x + y + z = 0; x� 2y + z = 4; x� u = 0, N =

�
(1; 0;�1; 0)T

�
;

(b) M : 2x� y + 2z = 3; x+ z � 2u = 0, N =
�
(1; 4; 1; 1)T ; (1; 0; 1; 0)T

�
;

(c) M : x+ y = 0; x+ z = 1; x+ u = 2, N = `
�
(1; 1; 2; 2)T ; (2; 2; 3; 2)T

�
.
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8. Nech V je vektorov� priestor nad po�om K a S je jeho line rny podpriestor. Ozna�me V=S
mno�inu v¨etk�ch a�nn�ch podpriestorov M priestoru V tak�ch, �e DirM = S. Dok �te po-
stupne nasleduj£ce tvrdenia:
(a) Pre ka�d� prvok x 2 V existuje pr ve jeden podpriestor X 2 V=S tak�, �e x 2 X. In�mi
slovami, mno�ina V=S tvor¡ rozklad mno�iny V a triedou rozkladu, do ktorej patr¡ prvok x 2 V ,
je a�nn� podpriestor x+ S 2 V=S (pozri paragraf 0.6).
(b) Prvky x;y 2 V patria do tej istej triedy rozkladu V=S pr ve vtedy, ke� x � y 2 S. Inak
povedan�, vz�ahom x �S y , x�y 2 S je de�novan  ekvivalencia na mno�ine V prisl£chaj£ca
k rozkladu V=S, teda V=S = V=�S.
(c) Nech x1 �S x2, y1 �S y2 a c 2 K. Potom tie� x1 + y1 �S x2 + y2 a cx1 �S cx2.
(d) Nech X = x+ S, Y = y + S patria do V=S. V�aka (c) s£ predpismiX + Y = (x+ y) + S,
cX = cx + S korektne de�novan� oper cie na mno�ine V=S (to znamen , �e v�sledky t�chto
oper ci¡ nez visia na reprezentantochx, y triedX resp. Y ale v�lu�ne na podpriestorochX, Y ).
(e) Mno�ina V=S s uveden�mi oper ciami s£�tu a skal rneho n sobku tvor¡ vektorov� priestor
nad po�om K; naz�vame ho faktorov� priestor vektorov�ho priestoru V pod�a podpriestoru S.
�o je nulou v tomto vektorovom priestore?
(f) Priraden¡m x 7! �S(x) = x+S je de�novan� surjekt¡vne line rne zobrazenie �S : V ! V=S
s jadrom Ker �S = S.
(g) Nech U , V s£ vektorov� priestory nad po�om K a ' : V ! U je line rne zobrazenie. Pri-
raden¡m x+Ker' 7! '(x) je korektne de�novan� injekt¡vne line rne zobrazenie V=Ker'! U .
V d�sledku toho plat¡ V=Ker' �= Im'.
(h) Ak V je kone�norozmern�, tak dimV=S = dimV � dimS, �o je �al¨ia anal¢gia medzi
vlastnos�ami dimenzie a logaritmu (porovnaj s tvrden¡m 5.4.3).

9. Nech V je vektorov� priestor nad po�om K a S, T s£ jeho line rne podpriestory. Dok �te tzv.
koso¨tvorcov£ vetu o izomor�zme:

(S + T )=T �= S=(S \ T ).
(N vod : Dok �te, �e priraden¡m (x + y) + T 7! x + (S \ T ), kde x 2 S, y 2 T , je korektne
de�novan� line rny izomor�zmus (S + T )=T ! S=(S \ T ).)

10. Nech pole K m  kone�n� po�et prvkov q, V je vektorov� priestor nad K kone�nej dimenzie n a
S je jeho line rny podpriestor dimenzie k (0 � k � n). Dok �te postupne nasleduj£ce tvrdenia:
(a) Faktorov� priestor V=S m  pr ve qn�k prvkov.
(b) Po�et v¨etk�ch k-rozmern�ch a�nn�ch podpriestorov priestoru V je pr ve qn�k

�
n

k

�
q
, kde�

n

k

�
q
je q-binomick� koe�cient (pozri cvi�enia 5.16, 5.17).


