
8. AFINN� PODPRIESTORY A AFINN� ZOBRAZENIA

Ke� sme v paragrafe 4.1, odvol vaj£c sa na geometrick� n zor, ilustrovali pojem
line rneho podpriestoru, ako pr¡klad sme uviedli, �e netriv lne vlastn� line rne pod-
priestory "n ¨ho\ trojrozmern�ho vektorov�ho priestoruR3 s£ pr ve priamky a roviny
prech dzaj£ce po�iatkom 0. Kritickej¨¡ �itate� mohol vtedy opr vnene zapochybova�
o adekv tnosti a prirodzenosti tohto pojmu, �i aspo¤ poc¡ti� potrebu zavies� tak�
pojem podpriestoru, ktor� by napr. v R3 zahª¤al v¨etky priamky a roviny, nielen
tie prech dzaj£ce po�iatkom. Podobne sme v paragrafe 6.1 hne� po de�n¡cii poj-
mu line rneho zobrazenia boli n£ten¡ u�ini� pozn mku o jeho odli¨nosti od pojmu
line rnej funkcie pou�¡van�ho v matematickej anal�ze. Vz p�t¡ sme prijali z v�zok,
�e sa s t�mto nedostatkom v pr¡hodn� �as vyrovn me.

Ten �as pr ve nastal. Spom¡nan� medzery zapln¡me de�n¡ciami pojmu a�nn�ho

podpriestoru alebo tie� line rnej variety a pojmu a�nn�ho zobrazenia. A�nita zna-
men  pr¡buznos�, spriaznenos�. �itate� s m uvid¡, �e objekty ozna�en� pr¡vlastkom

"a�nn�\ s£ £zko spriaznen� so zodpovedaj£cimi objektmi nes£cimi pr¡vlastok "line-
 rny\. �a�iskom kapitoly bude klasi�k cia vz jomnej polohy a�nn�ch podpriestorov
vo vektorovom priestore.

8.1. Body a vektory

Na vektory, �i�e na prvky vektorov�ch priestorov { aspo¤ pokia� ide o kone�noroz-
mern� vektorov� priestory nad R, { sa d¡vame ako na orientovan� £se�ky s po�iatkom
v bode 0. U� t to veta prezr dza, �e p�vodne sa na prvky tak�hoto priestoru d¡vame
ako na body a cel� priestor ch peme ako homog�nny, t. j. v¨etky body pova�ujeme
za rovnocenn� a nevy�le¤ujeme v ¤om nijak� privilegovan� bod za po�iatok. A� na
z klade tohto p�vodn�ho porozumenia dok �eme po vy�lenen¡ nejak�ho po�iatku O
(ktor�m sa m��e sta� �ubovo�n� bod homog�nneho priestoru) nahradi� bod A pr¡-
slu¨n�ho priestoru orientovanou £se�kou

�!
OA a n sledne abstrahova� od jej polohy, to

znamen  uvidie� za ¤ou vektor u =
�!
OA, dan� len jej ve�kos�ou, smerom a orient ciou,

ktor� mo�no umiestni� do �ubovo�n�ho bodu priestoru { nielen do po�iatku.
A�nn�m priestorom nad po�om K rozumieme vektorov� priestor V nad t�mto

po�om, pri poh�ade na ktor� sme sa vr tili k onomu p�vodn�mu porozumeniu jeho
¨trukt£re a prvkom. Tie sa z vektorov stali op�� bodmi a po�iatok (t. j. nulov� vektor)
stratil svoje v�sadn� postavenie { stal sa z neho bod ako ka�d� in�.

Form lnu de�n¡ciu a�nn�ho priestoru nad po�om K tu uv dza� nebudeme. Sme
toti� toho n zoru, �e matematick  formaliz cia rozdielu medzi oboma spom¡nan�mi
poh�admi na prvky vektorov�ho priestoru by v tejto chv¡li vniesla do veci viac zm�tku
ne� svetla. Celkom posta�¡, ke� £lohu prep¡na�a medzi oboma poh�admi zver¡me dvo-
jiciam slov "bod\ { "vektor\ a "a�nn�\{ "line rny\, pr¡padne "a�nn�\{ "vektorov�\.Na druhej strane v¨ak pred nami vyvst va potreba form lnej de�n¡cie podmno�¡n
vektorov�ho priestoru, ktor� s£ "vern�mi k¢piami\ line rnych podpriestorov { nemu-
sia v¨ak prech dza� po�iatkom, ale mo�u by� umiestnen� "kdeko�vek\.
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2 PAVOL ZLATO�: LINE�RNA ALGEBRA A GEOMETRIA

8.2. A�nn� podpriestory

V celom tomto a nasleduj£cich dvoch paragrafoch V ozna�uje nejak� pevn�, no inak
�ubovo�n�, vektorov� priestor nad po�om K a m, n s£ prirodzen� �¡sla.

Kv�li pohodliu �itate�a budeme p¡smenami p, q, r (mo�no s indexmi) zna�i�
v�lu�ne body, u, v, w ozna�uj£ zasa v�lu�ne vektory, k�m x, y, z m��u pod�a
potreby ozna�ova� body i vektory. Taktie� sa dohodneme, �e rozdiel dvoch bodov
budeme ch pa� ako vektor, k�m s£�et bodu a vektora ako bod.

Nech p;q 2 V , p 6= q. Priamkou prech dzaj£cou alebo tie� ur�enou bodmi p;q
rozumieme mno�inu `(p;q), ktor£ dostaneme tak, �e do bodu p umiestnime v¨etky
mo�n� skal rne n sobky vektora q � p. Typick� bod priamky `(p;q) m  teda tvar

x = p+ t(q � p) = (1� t)p+ tq;

kde t 2 K, �i�e

`(p;q) = fsp+ tq; s; t 2 K & s+ t = 1g � V:

Tento v�raz m , samozrejme, zmysel aj pre p = q, vtedy v¨ak nejde o priamku ale
o jednobodov£ mno�inu `(p;p) = fpg. Z uveden�ho tvaru ihne� vid¡me, �e

`(p;q) = `(q;p)

pre �ubovo�n� p;q 2 V .
Line rnu kombin ciu, t. j. v�raz tvaru

t0p0 + t1p1 + : : : + tnpn =
nX
i=0

tipi;

kde n 2 N, p0; : : : ;pn 2 V , t0; t1; : : : ; tn 2 K, naz�vame a�nnou kombin ciou bodov
p0;p1; : : : ;pn, ak plat¡ t0 + t1 + : : : + tn = 1. V�sledok a�nnej kombin cie bodov
budeme ch pa� ako bod; in� line rne kombin cie bodov ako a�nn� sa v na¨ich £vah ch
nevyskytn£. (E¨te si v¨imnite, �e ka�d  a�nn  kombin cia je nepr zdna, t. j. obsahuje
aspo¤ jeden �len.)

Nepr zdnu podmno�inu M vektorov�ho priestoru V naz�vame jeho a�nn�m pod-

priestorom, pr¡padne line rnou varietou vo V , ak pre v¨etky body p;q; r 2M a ka�d�
skal r s 2 K plat¡

sp+ (1� s)q 2M a p� q + r 2M:

Inak povedan�, ; 6= M � V je a�nn� podpriestor, ak M je uzavret  vzh�adom na
a�nn� kombin cie uveden�ch dvoch typov. Prv  podmienka znamen , �e pre v¨etky
p;q 2 M plat¡ `(p;q) � M , t. j. M s ka�dou dvojicou bodov obsahuje cel£ priam-
ku nimi ur�en£. Druh£ podmienku dod vame len kv�li poliam charakteristiky 2; ak
charK 6= 2, tak u� vypl�va z prvej, tak�e je vlastne zbyto�n . Na druhej strane,
napr. vo vektorovom priestore V nad po�om Z2 pre v¨etky body p;q 2 V plat¡
`(p;q) = fp;qg, teda len prvej podmienke by vyhovovala ka�d  podmno�ina M � V .
Podrobnej¨ie o tom pojedn va nasleduj£ce tvrdenie, ktor� je o�ividne anal¢giou tvr-
denia 4.1.2.
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8.2.1. Tvrdenie. Pre �ubovo�n£ nepr zdnumno�inuM � V nasleduj£ce podmienky
s£ ekvivalentn�:
(i) M je a�nn� podpriestor vo V , t. j. pre �ubovo�n� p;q; r 2 M , s 2 K plat¡

sp+ (1� s)q 2M a p� q + r 2M ;
(ii) M je uzavret  vzh�adom na �ubovo�n� a�nn� kombin cie troj¡c bodov, t. j. pre

v¨etky p;q; r 2M , s; t 2 K plat¡ sp + tq + (1 � s � t)r 2M ;
(iii) M je uzavret  vzh�adom na ak�ko�vek a�nn� kombin cie, t. j. pre v¨etky n 2 N,

body p0;p1; : : : ;pn 2M a skal ry t0; t1; : : : ; tn 2 K tak�, �e t0+t1+: : :+tn = 1,
plat¡ t0p0 + t1p1 + : : :+ tnpn 2M ;

Ak charK 6= 2, tak uveden� podmienky s£ navy¨e ekvivalentn� s podmienkou
(i�) pre �ubovo�n� p;q 2M , s 2 K plat¡ sp+ (1� s)q 2M .

D�kaz. Implik cie (iii)) (ii)) (i) s£ zrejm� aj bez predpokladu charK 6= 2. Dok -
�eme implik ciu (i)) (iii); pri d�kaze vyjde navy¨e najavo, �e pre charK 6= 2 sta�¡
na odvodenie z veru (iii) slab¨ia podmienka (i�) miesto (i).

Predpokladajme (i) (teda t�m sk�r (i�)) a pripus�me, �e podmienka (iii) neplat¡.
Ozna�me n najmen¨ie prirodzen� �¡slo, pre ktor� to nastane. Potom n � 2 a pre v¨etky
k < n podmienka (iii) plat¡, �i�eM je uzavret  na a�nn� kombin cie� n bodov. Nech
p0; : : : ;pn 2M , t0; : : : ; tn 2 K s£ tak�, �e t0 + : : :+ tn = 1 a t0p0 + : : :+ tnpn =2M .
Treba zv �i� dve mo�nosti.

(a) Ak ti 6= 1 pre aspo¤ jedno i � n, tak bez ujmy na v¨eobecnosti m��eme
predpoklada�, �e t0 6= 1. Ozna�me

q =
t1

1� t0
p1 + : : :+

tn
1� t0

pn:

Ke��e
t1

1� t0
+ : : :+

tn
1� t0

=
t1 + : : : + tn

1� t0
= 1;

q 2M , lebo q je a�nnou kombin ciou n bodov z M . Potom
t0p0 + t1p1 + : : :+ tnpn = t0p0 + (1� t0)q 2M

vypl�va u� z podmienky (i�). To je v¨ak spor.
(b) Ak ti = 1 pre v¨etky i � n, tak ide o a�nn£ kombin ciu p0+p1+: : :+pn�1+pn

a t1 + : : : + tn�1 = �1. Potom q = �p1 � : : : � pn�1 je a�nnou kombin ciou n � 1
bodov z M , teda q 2M . Pod�a druhej z podmienok v (i) m me

p0 + p1 + : : :+ pn�1 + pn = p0 � q + pn 2M;

�o je op�� spor.
Ak charK 6= 2, mo�no sa zaob¡s� bez tejto podmienky. Ke��e 1

2
+ 1

2
= 1, u� z (i�)

vypl�va 1
2
p0 + 1

2
pn 2M . Nako�ko 2 + (�1) = 1, op�� len z (i�) dost vame

p0 + p1 + : : :+ pn�1 + pn = 2
�
1
2
p0 +

1
2
pn

�
� q 2M:

Pozn mka. Ak charK =1, tak mo�nos� (b) zrejme nem��e nasta�, teda v uvedenom
d�kaze sta�¡ uva�ova� len mo�nos� (a). Z rove¤ vidno, �e v druhej �asti bodu (b) je
podstatn� predpoklad charK 6= 2. Bez neho by sme toti� nevedeli zaru�i� existenciu
prvku 1=2 = 2�1 2 K inverzn�ho k prvku 2 = 1 + 1 2 K.

Nasleduj£ca veta ukazuje, �e a�nn� podpriestory skuto�ne nie s£ ni�¡m in�m, ne�
line rnymi podpriestormi posunut�mi do �ubovo�n�ho bodu pr¡slu¨n�ho vektorov�ho
priestoru.
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8.2.2. Veta. Nech M � V . Potom M je a�nn� podpriestor vo V pr ve vtedy, ke�
existuje bod p 2 V a line rny podpriestor S � V tak�, �e

M = p+ S = fp+ u; u 2 Sg:

V tom pr¡pade pre v¨etky q; r 2M , u 2 S plat¡

q � r 2 S; q + u 2M; M = q + S;

S = fx� q; x 2Mg = fx� y; x;y 2Mg:

D�kaz. Nech M � V je a�nn� podpriestor a p 2M je jeho �ubovo�n� bod. Polo�me

S = fx� p; x 2Mg:

Potom zrejmeM = p+S. Sta�¡ teda dok za�, �e S � V je line rny podpriestor. Ke��e
p 2 M , plat¡ 0 = p � p 2 S. Uk �eme uzavretos� S na line rne kombin cie. Nech
u;v 2 S, a; b 2 K. Potom u = x � p, v = y � p pre nejak� x;y 2 M . Jednoduch�
v�po�et d va

au+ bv = a(x � p) + b(y � p) = ax+ by + (1� a� b)p � p:

Prv� tri s�¡tance tvoria a�nn£ kombin ciu bodov zM , teda ax+by+(1�a�b)p 2M ;
preto tie� au + bv 2 S

Nech naopak M = p + S pre nejak� bod p 2 V a line rny podpriestor S � V .
Pod�a tvrdenia 8.2.1 sta�¡ uk za� uzavretos� M na a�nn� kombin cie troj¡c. Nech
x;y;z 2M , s; t 2 K. Potom x = p+u, y = p+v, z = p+w pre nejak� u;v;w 2 S.
Po�¡tajme

sx+ ty + (1� s� t)z = s(p+ u) + t(p + v) + (1� s� t)(p +w)
= p+ su + tv + (1� s� t)w:

Ke��e tu+ sv + (1� s� t)w 2 S, dost vame sx+ ty + (1� s� t)z 2M .
�al¨ie tri podmienky mo�no teraz overi� priamymi v�po�tami, ktor� prenech vame

�itate�ovi; ¨tvrt  z nich okam�ite vypl�va.

8.2.3. D�sledok. Ka�d� line rny podpriestor S vektorov�ho priestoru V je jeho
a�nn�m podpriestorom. A�nn� podpriestor M vektorov�ho priestoru V je jeho li-
ne rnym podpriestorom pr ve vtedy, ke� 0 2M .

Zameran¡m alebo tie� smerov�m podpriestorom a�nn�ho podpriestoru M � V
naz�vame line rny podpriestor

DirM = fx� y; x;y 2 Mg � V:

(Ozna�enie poch dza z anglick�ho slova direction). Pod�a vety 8.2.2 je DirM jedin�
line rny podpriestor vo V tak�, �e M = p + DirM pre nejak� (pre ka�d�) p 2 M .
Taktie� pre ka�d� p 2M plat¡

DirM = fx� p; x 2Mg:
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Pre ka�d£ usporiadan£ (n + 1)-ticu bodov (p0; : : : ;pn), vektorov�ho priestoru V ,
pr¡padne pre jeho kone�n£ nepr zdnu podmno�inu fp0; : : : ;png, ozna�me

`(p0; : : : ;pn) = ft0p0 + : : : + tnpn; t0; : : : ; tn 2 K & t0 + : : :+ tn = 1g

mno�inu v¨etk�ch a�nn�ch kombin ci¡ bodov p0; : : : ;pn. Z pr ve dok zan�ho tvrde-
nia vypl�va, �e `(p0; : : : ;pn) je najmen¨¡ a�nn� podpriestor vo V , ktor� obsahuje
v¨etky body p0; : : : ;pn; naz�vame ho a�nn� obal bodov p0; : : : ;pn alebo tie� a�nn�

podpriestor generovan� bodmi p0; : : : ;pn.
Vo v¨eobecnosti mo�no pre �ubovo�n£ (i nekone�n£) nepr zdnu mno�inu X � V

de�nova� jej a�nn� obal `(X), naz�van� tie� a�nn� podpriestor generovan� mno�i-
nou X, ako mno�inu v¨etk�ch (kone�n�ch) a�nn�ch kombin ci¡ bodov z X. Op��
plat¡, �e `(X) je najmen¨¡ a�nn� podpriestor vo V , pre ktor� X � `(X).

8.2.4. Tvrdenie. Nech p0;p1; : : : ;pn 2 V . Potom

`(p0;p1; : : : ;pn) = p0 + [p1 � p0; : : : ;pn � p0];
Dir `(p0;p1; : : : ;pn) = [p1 � p0; : : : ;pn � p0]:

D�kaz prenech vame ako cvi�enie �itate�ovi.

Dimenziou alebo tie� rozmerom a�nn�ho podpriestoru M � V , ozna�enie dimM ,
naz�vame dimenziu jeho zamerania, teda

dimM = dimDirM:

Body p0;p1; : : : ;pn vektorov�ho priestoru V naz�vame a�nne nez visl�, ak vektory
p1�p0; : : : ;pn�p0 s£ line rne nez visl�. Z nasleduj£ceho o�ividn�ho tvrdenia okrem
in�ho vypl�va, �e body p0;p1; : : : ;pn 2 V s£ a�nne nez visl� pr ve vtedy, ke� pre
nejak� (pre ka�d�) 0 � k � n vektory pj � pk, kde 0 � j � n a j 6= k, s£ line rne
nez visl�. Inak povedan�, plat¡

8.2.5. Tvrdenie. Body p0;p1; : : : ;pn 2 V s£ a�nne nez visl� pr ve vtedy, ke�

dim `(p0;p1; : : : ;pn) = n

Zrejme 0-rozmern� a�nn� podpriestrory vo V s£ pr ve v¨etky body p 2 V (pres-
nej¨ie, v¨etky jednobodov� podmno�iny vo V ). Tieto a�nn� podpriestory naz�vame
tie� trivi lne. Jednorozmen� a�nn� podpriestory vo V naz�vame priamkami. Ka�d 
priamka m  naozaj tvar `(p;q) pre nejak� a�nne nez visl� (t. j. r�zne) body p;q 2 V .
Dvojrozmern� a�nn� podpriestory vo V naz�vame rovinami . Taktie� samotn� priestor
V je svojim nevlastn�m a�nn�m podpriestorom. Ak dimV = n, tak (n�1)-rozmern�
a�nn� podpriestory vo V naz�vame nadrovinami.

K�m pojmy "bod\, "priamka\ a "rovina\ s£ absol£tne v tom zmysle, �e z visia
len na dimenzii pr¡slu¨n�ho a�nn�ho podpriestoru, pojem nadroviny je relat¡vny, lebo
z vis¡ na vz�ahu dimenzi¡ a�nn�ho podpriestoru a cel�ho priestoru. Napr¡klad ak
dimV = 1 (t. j. ak samotn� V je priamka), tak ka�d� bod vo V je z rove¤ nadrovi-
nou. Nadrovinami v dvojrozmernom priestore (t. j. v rovine) s£ zasa v¨etky priamky.
V trojrozmernom priestore V pojmy roviny a nadroviny spl�vaj£. V ¨tvorrozmernom
priestore s£ zasa nadrovinami trojrozmern� podpriestory; at�. E¨te poznamenajme,
�e v 0-rozmernom (t. j. jednobodovom) priestore V niet priamok, rov¡n ani nadrov¡n.



6 PAVOL ZLATO�: LINE�RNA ALGEBRA A GEOMETRIA

8.3. Prienik a spojenie a�nn�ch podpriestorov

V tomto paragrafe mierne zov¨eobecn¡me niektor� v�sledky paragrafov 4.3 a 5.4.
o prieniku a s£�te line rnych podpriestorov do podoby pou�ite�nej pre a�nn� pod-
priestory.

8.3.1. Tvrdenie. Nech M; N � V s£ a�nn� podpriestory. Potom M \N je a�nn�
podpriestor vo V pr ve vtedy, ke� M \N 6= ;. V tom pr¡pade

Dir(M \N) = DirM \DirN:

D�kaz. AkM \N = ;, tak to samozrejme nie je a�nn� podpriestor. NechM \N 6= ;.
Ozna�me S = DirM , T = DirN pr¡slu¨n� smerov� podpriestory. Zvo�me �ubovo�n�
bod p 2M \ N . Sta�¡ dok za� rovnos�

M \N = p+ (S \ T ):

Zvo�me q 2M \N . K nemu existuj£ u 2 S, v 2 T tak�, �e q = p+u = p+v. Potom
u = v 2 S \ T a q 2 p+ (S \ T ). Teda M \N � p + (S \ T ). Obr ten  inkl£zia je
trivi lna.

Nepr zdnos� prieniku M \ N mo�no zaru�i� za predpokladu, �e line rny priestor
DirM +DirN je "dos� ve�k�\.

8.3.2. Tvrdenie. Nech M; N � V s£ a�nn� podpriestory. Potom

DirM +DirN = V ) M \N 6= ;:

D�kaz. Ozna�me S = DirM , T = DirN . Zvo�me �ubovo�n� p 2 M , q 2 N . Ke��e
S + T = V , existuj£ vektory u 2 S, v 2 T tak�, �e q � p = u+ v. Potom

q = p+ (q � p) = p+ u+ v

V d�sledku toho p+ u = q � v 2M \N , lebo p+ u 2M a q � v 2 N .

Spojen¡m a�nn�ch podpriestorov M; N � V , ozna�enie M tN , naz�vame a�nn�
obal ich zjednotenia. Teda

M tN = `(M [N):

Zrejme M tN je najmen¨¡ a�nn� podpriestor vo V , ktor� obsahuje M aj N , a pre
line rne podpriestory S; T � V plat¡ S t T = S + T .

8.3.3. Tvrdenie. Nech M; N � V s£ a�nn� podpriestory.
(a) Ak M \N 6= ;, tak

Dir(M tN) = DirM +DirN ,

M tN =M +DirN = N +DirM .

(b) Ak M \N = ;, tak pre �ubovo�n� p 2M , q 2 N plat¡

Dir(M tN) = [q � p] + DirM +DirN ,

M tN =M + ([q � p] + DirN) = N + ([q � p] + DirM).
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Pozn mka. Stoj¡ za zmienku, �e obe rovnosti z (b) s£ splnen� aj za predpokladu
M \N 6= ;. V tom pr¡pade v¨ak pre �ubovo�n� r 2M \N plat¡

q � p = (r � p) + (q � r) 2 DirM +DirN;

tak�e vektor q � p mo�no v pr¡slu¨n�ch vz�ahoch vynecha�. Rovnako tomu bude i
v pr¡klade 8.3.5.

D�kaz. Sta�¡ dok za� len (b), lebo (a) z neho vypl�va vo svetle na¨ej pozn mky.
Ozna�me S = DirM , T = DirN a zvo�me p 2 M , q 2 N . Budeme dokazova� iba
rovnos�

M tN = p+ [q � p] + S + T ;

zvy¨ok je u� jej bezprostredn�m d�sledkom.
Ka�d� bod r 2M t N je a�nnou kombin ciou

r =
mX
i=0

sipi +
nX

j=0

tjqj

kde p0; : : : ;pm 2M , q0; : : : ;qn 2 M , s0; : : : ; sm; t0; : : : ; tn 2 K a
P

i si +
P

j tj = 1.
Potom pi � p 2 S, qj � q 2 T pre i � m, j � n. Ozna�me s = s0 + : : : + sm,
t = t0 + : : :+ tn a po�¡tajme

r = (sp + tq) +
mX
i=0

si(pi � p) +
nX

j=0

tj(qj � q)

= p+ t(q � p) +
mX
i=0

si(pi � p) +
nX

j=0

tj(qj � q) 2 p+ [q � p] + S + T;

ke��e s = 1� t. Teda M tN � p+ [q � p] + S + T . Obr ten  inkl£zia je trivi lna.

8.3.4. D�sledok. Nech M; N � V s£ kone�norozmern� a�nn� podpriestory. Potom

dim(M tN) =
�

dimM + dimN � dim(M \N); ak M \N 6= ;,

dimM + dimN � dim(DirM \DirN) + 1; ak M \N = ;:

8.3.5. Pr¡klad. Vo vektorovom priestore V uva�ujme kone�norozmern� a�nn� pod-
priestory

M = p+ [u1; : : : ;um]; N = q + [v1; : : : ;vn]:

Potom

M tN =
�
p+ [u1; : : : ;um;v1; : : : ;vn]; ak M \N 6= ;,
p+ [q � p;u1; : : : ;um;v1; : : : ;vn]; ak M \N = ;,

dim(M tN) =
�

dim[u1; : : : ;um;v1; : : : ;vn]; ak M \N 6= ;,
dim[q � p;u1; : : : ;um;v1; : : : ;vn]); ak M \N = ;.

Ak navy¨e predpoklad me, �e tak vektory u1; : : : ;um ako aj vektory v1; : : : ;vn s£
line rne nez visl�, tak

dim(M tN) =
�
m+ n� k; ak M \N 6= ;,
m+ n� k + 1; ak M \N = ;,

kde k = dim([u1; : : : ;um] \ [v1; : : : ;vn]).
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8.3.6. Pr¡klad. V st�pcovom priestore R4 s£ dan� vektory x = (1; 2; 3; 4)T , y =
(0;�3; 1;�1)T , z = (1; 1; 0; 0)T , u = (0;�2; 4; 3)T , v = (2; 6; 2; 5)T , w = (0; 0; 1; 1)T a
bli�¨ie neur�en� body p, q. Potom S = [x;y;z], T = [u;v;w] s£ line rne podpriestory
a M = p+S, N = q+N s£ a�nn� podpriestory v R4. N jdeme dimenzie line rnych
podpriestorov S + T , S \ T a a�nn�ch podpriestorov M \N , M tN v z vislosti na
p, q.

Line rny podpriestor S + T je generovan� st�pcami blokovej matice

0
B@
1 0 1
2 �3 1
3 1 0
4 �1 0

�������

�������

0 2 0
�2 6 0
4 2 1
3 5 1

1
CA ;

pri�om st�pce �av�ho bloku generuj£ line rny podpriestor S a st�pce prav�ho bloku
line rny podpriestor T . T to matica je riadkovo ekvivalentn  s blokovou maticou

0
B@
1 0 1
0 1 �3
0 0 3
0 0 0

�������

�������

0 2 0
4 �4 0
�3 3 1
0 0 1

1
CA

v stup¤ovitom tvare, ktorej riadky maj£ ved£ce prvky v st�pcoch 1, 2, 3 a 6. Hne�
vid¡me, �e vektory x;y;z tvoria b zu S a vektory x;y;z;w b zu S + T . Doupravo-
van¡m prav�ho bloku na riadkovo ekvivalentn� stup¤ovit� tvar

0
B@
4 �4 0
0 2 0
0 0 1
0 0 0

1
CA

sa mo�no presved�i�, �e i vektory u;v;w s£ line rne nez visl�, teda tvoria b zu T .
Zhrnut¡m dost vame dimS = dimT = 3, dim(S + T ) = 4. Odtia� pod�a vety 5.4.1
vypl�va dim(S\T ) = 3+3�4 = 2. Tak�e S+T = R4, a bez toho, �e by sme �oko�vek
�alej po�¡tali, z tvrdenia 8.3.2 vieme, �e nez visle na bodoch p, q plat¡ M \N 6= ;.
Preto dim(M \N) = dim(S \ T ) = 2 pod�a tvrdenia 8.3.1. S pou�it¡m tvrdenia 8.3.3
a d�sledku 8.3.4 dost vame dim(M tN) = dim(S + T ) = 4.

8.4. Vz jomn  poloha a�nn�ch podpriestorov

V tomto paragrafe pod me s�£ben£ klasi�k ciu vz jomnej polohy dvoj¡c netrivi lnych
vlastn�ch a�nn�ch podpriestorov vo vektorovom priestore V . (Hoci to nie je z logic-
k�ho h�adiska nevyhnutn�, aby sme sa vyhli triedeniu trivial¡t, body a cel� priestor
V z na¨ich £vah vylu�ujeme.) T to t�ma prirodzen�m sp�sobom roz¨iruje l tku stre-
do¨kolskej geometrie, zahª¤aj£cu klasi�k ciu vz jomnej polohy priamok v rovine resp.
priamok a rov¡n v (trojrozmernom) priestore.

Polohu netrivi lnych vlastn�ch line rnych variet M; N � V budeme klasi�kova�
na z klade dvoch krit�ri¡:
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(A) Ak plat¡ DirM � DirN _ DirN � DirM , hovor¡me, �e M , N s£ rovnobe�n� a
p¡¨eme M k N .
V opa�nom pr¡pade, t. j. ak plat¡ DirM 6� DirN & DirN 6� DirM , hovor¡me,
�e M , N nie s£ rovnobe�n�, a p¡¨eme M 6k N .

(B) Ak plat¡ M \N 6= ;, hovor¡me, �e M , N sa pret¡naj£.
V opa�nom pr¡pade, t. j. ak M \ N = ;, hovor¡me, �e M , N sa nepret¡naj£,
alebo, �e s£ disjunktn�.

Celkovo teda dost vame ¨tyri mo�nosti:
(1) M k N & M \N 6= ;, �i�e M , N s£ rovnobe�n� a pret¡naj£ sa.

�ahko mo�no nahliadnu�, �e v takom pr¡pade plat¡ DirM � DirN , M � N
a DirN � DirM , N � M . Teda M � N alebo M � N . Hovor¡me, �e jedna
z line rnych variet M , N je podvarietou druhej, alebo, �e M , N s£ vo vz�ahu
inkl£zie.

(2) M k N & M \N = ;, �i�e M , N s£ rovnobe�n� a nepret¡naj£ sa.
Tento pr¡pad naz�vame vz�ahom pravej rovnobe�nosti.

(3) M 6k N & M \N 6= ;, �i�e M , N nie s£ rovnobe�n� a pret¡naj£ sa.
Hovor¡me, �e M , N s£ r�znobe�n�.

(4) M 6k N & M \N = ;, �i�e M , N nie s£ rovnobe�n� a nepret¡naj£ sa.
V tomto pr¡pade e¨te rozli¨ujeme dve �al¨ie mo�nosti:
(4a) Ak DirM \DirN = f0g, hovor¡me, �e M , N s£ mimobe�n�.
(4b) Ak DirM \DirN 6= f0g, hovor¡me, �e M , N s£ �iasto�ne rovnobe�n�.

Pr¡pady (1), (2), (3) s£ n m dobre zn me zo stredo¨kolskej planimetrie, s pr¡padom
(4) sa v¨ak v rovine stretn£� nemo�no { dve priamky v rovine bu� spl�vaj£ alebo s£ to
prav� rovnobe�ky alebo r�znobe�ky. Zo stredo¨kolskej stereometrie, okrem pr¡padov
(1), (2), (3), ktor� sa realizuj£ vo vz jomn�ch poloh ch dvoj¡c priamok, dvoj¡c rov¡n
ako i priamky a roviny v trojrozmernom priestore, pozn me aj pr¡pad (4a) { ide o pr¡-
pad mimobe�n�ch priamok. S pr¡padom (4b), t. j. s pr¡padom �iasto�nej rovnobe�nosti
sme sa v¨ak dosia� nestretli a nedok �eme ho spoji� so �iadnou n zornou geometrickou
predstavou. Nie je to n hoda. Plat¡ toti� nasleduj£ce tvrdenie.

8.4.1. Tvrdenie. Nech M; N � V s£ �iasto�ne rovnobe�n� line rne variety. Potom
dimM � 2, dimN � 2 a dimV � 4.

D�kaz. Ozna�me S = DirM , T = DirN . Potom S \ T je netriv lny vlastn� line rny
podpriestor ka�d�ho zo zameran¡ S, T . Teda dim(S \ T ) � 1, dimM = dimS � 2,
dimN = dimT � 2 a taktie�

dim(S \ T ) � min(dimS;dimT ) � 1:

S pou�it¡m vety 5.4.1 z toho vypl�va

dim(S + T ) = dimS + dimT � dim(S \ T )
� dimS + dimT �min(dimS;dimT ) + 1
= max(dimS;dimT ) + 1 � 3:

Ke��e M \N = ;, pod�a tvrdenia 8.3.2 je S + T vlastn� line rny podpriestor vo V .
Preto

dimV � dim(S + T ) + 1 � 4:
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Na druhej strane v �ubovo�nom vektorovom priestore V dimenzie � 4 nie je �a�k�
n js� pr¡klady �iasto�ne rovnobe�n�ch line rnych variet. Presved�te sa, �e napr.

M = [e1;e2]; N = e4 + [e2;e3]

s£ �iasto�ne rovnobe�n� roviny v K4. Sk£ste n js� in� pr¡klady.

8.5. A�nn� zobrazenia

Nech U , V s£ vektorov� priestory nad t�m ist�m po�om K. Hovor¡me, �e f : V ! U
je a�nn� zobrazenie, ak pre �ubovo�n� body p;q; r 2 V a skal r s 2 K plat¡

f(sp + (1 � s)q = sf(p) + (1 � s)f(q);

f(p � q + r) = f(p) � f(q) + f(r):

Podobn�m sp�sobom ako tvrdenie 8.2.1 mo�no dok za�, �e a�nn� s£ pr ve tie
zobrazenia f : V ! U , ktor� zachov vaj£ v¨etky a�nn� kombin cie troj¡c bodov, �i,
takisto, v�bec v¨etky a�nn� kombin cie; v pr¡pade po�a charakteristiky 6= 2 sta�¡
�iada� zachov vanie a�nn�ch kombin ci¡ dvoj¡c.

8.5.1. Tvrdenie. Nech U , V s£ vektorov� priestory nad po�om K. Potom pre �ubo-
vo�n� zobrazenie f : V ! U nasleduj£ce podmienky s£ ekvivalentn�:
(i) f je a�nn� zobrazenie;
(ii) pre v¨etky p;q; r 2 V , s; t 2 K plat¡

f(sp + tq + (1� s� t)r) = sf(p) + tf(q) + (1� s � t)f(r);

(iii) pre ka�d� n 2 N a v¨etky body p0;p1 : : : ;pn 2 V a skal ry t0; t1; : : : ; tn 2 K
tak�, �e t0 + t1 + : : :+ tn = 1, plat¡

f(t0p0 + t1p1 + : : :+ tnpn) = t0f(p0) + t1f(p1) + : : :+ tnf(pn).

Ak charK 6= 2, tak uveden� podmienky s£ navy¨e ekvivalentn� s podmienkou
(i�) pre v¨etky p;q 2 V , s 2 K plat¡

f(sp + (1� s)q) = sf(p) + (1� s)f(q).

Posunut¡m alebo transl ciou vektorov�ho priestoru V o vektor u 2 V naz�vame
zobrazenie V ! V dan� predpisom x 7! x+ u.

Zrejme kompoz¡ciou posunutia o vektor u 2 V a posunutia o vektor v 2 V je po-
sunutie o vektor u+v. Ka�d� posunutie je bijekt¡vne zobrazenie; inverzn� zobrazenie
k posunutiu o vektor u je posunutie o opa�n� vektor �u.

Z nasleduj£cej vety okrem in�ho vypl�va, �e ka�d� a�nn� zobrazenie mo�no dosta�
kompoz¡ciou line rneho zobrazenia a posunutia.

8.5.2. Veta. Nech U , V s£ vektorov� priestory nad po�om K. Potom zobrazenie
f : V ! U je a�nn� pr ve vtedy, ke� existuje vektor u 2 U a line rne zobrazenie
' : V ! U tak�, �e pre ka�d� x 2 V plat¡

f(x) = '(x) + u:

D�kaz. Treba dok za� dve veci:
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(1) Pre �ubovo�n� vektor u 2 U a line rne zobrazenie ' : V ! U je predpisom
f(x) = '(x) +u dan� a�nn� zobrazenie f : V ! U .

(2) Ak f : V ! U je a�nn� zobrazenie, tak priradenie '(x) = f(x) � f(0) de�nuje
line rne zobrazenie ' : V ! U .

V jednom i druhom pr¡pade mo�no zachov vanie pr¡slu¨n�ch a�nn�ch resp. line rnych
kombin ci¡ overi� priamymi v�po�tami, ktor� prenech vame �itate�ovi.

Zrejme vektor u 2 U ako aj line rne zobrazenie ' s£ podmienkou vety ur�en�
jednozna�ne. Zobrazenie ' = f � f(0) naz�vame line rnou �as�ou a vektor u = f(0)
absol£tnym �lenom a�nn�ho zobrazenia f . P¡¨eme tie� f = '+ u.

A�nn� zobrazenia s£ tak zov¨eobecnen¡m funkci¡ f : K ! K tvaru f(x) = ax + b,
kde a; b 2 K, ktor� (najm� v pr¡pade K = R) v matematickej anal�ze naz�vame
line rnymi, na viacrozmern� vektorov� priestory.

8.5.3. D�sledok. Nech U , V s£ vektorov� priestory nad po�om K. Potom
(a) �ubovo�n  transl cia priestoru V je a�nn� zobrazenie;
(b) �ubovo�n� line rne zobrazenie ' : V ! U je a�nn�;
(c) a�nn� zobrazenie f : V ! U je line rne pr ve vtedy, ke� f(0) = 0.

8.5.4. Tvrdenie. Nech U , V , W s£ vektorov� priestory nad po�om K a g : W ! V ,
f : V ! U s£ a�nn� zobrazenia. Potom aj ich kompoz¡cia f � g : W ! U je a�nn�
zobrazenie.

D�kaz. Hoci priamym v�po�tom mo�no overi�, �e f � g zachov va a�nn� kombin cie,
pod me rad¨ej d�kaz zalo�en� na vete 8.5.2, ktor� n m poskytne inform ciu navy¨e.

Nech f = '+ u, g =  + v, kde ' : V ! U ,  : W ! V s£ line rne zobrazenia a
u = f(0), v = g(0). Potom pre z 2W s vyu�it¡m linearity ' dost vame

(f � g)(z) = '( (z) + v) + u = (' �  )(z) + '(v) + u:

Teda f � g je a�nn� zobrazenie zlo�en� z line rneho zobrazenia ' �  a posunutia o
vektor '(v) + u.

Vzorec odvoden� v na¨om d�kaze stoj¡ za zaznamenanie. Pre line rne zobrazenia
 : W ! V , ' : V ! U a vektory v 2 V , u 2 U plat¡

('+ u) � ( + v) = (' �  ) + ('v + u):

8.5.5. Tvrdenie. Nech U , V s£ vektorov� priestory nad po�om K, f : V ! U je
a�nn� zobrazenie a M � V , N � U s£ a�nn� podpriestory. Potom f(M) je a�nn�
podpriestor v U a f�1(N) je a�nn� podpriestor vo V alebo pr zdna mno�ina.

D�kaz. Nech f = '+u, kde ' je line rna �as� f a u = f(0). Nech �alej M = p+S,
N = q + T , kde p 2 M , q 2 N a S � V , T � U s£ line rne podpriestory. Potrebn�
z ver vypl�va z tvrden¡ 6.1.3, 8.2.2 a nasleduj£cich rovnost¡

f(M) = f(p) + '(S);

f�1(N) =
�
z + '�1(T ); kde z 2 V je �ubovo�n� tak�, �e '(z) = q � u,
;; ak neexistuje z 2 V tak�, �e '(z) = q �u,

ktor�ch d�kaz prenech vame �itate�ovi.

Ke��e ka�d� posunutie je bijekcia, a�nn� zobrazenie f = '+u : V ! U s line rnou
�as�ou ' je injekt¡vne pr ve vtedy, ke� ' je injekt¡vne. Podobne, f je surjekt¡vne pr ve
vtedy, ke� ' je surjekt¡vne. Z toho u� priamo vypl�vaj£ �al¨ie tri v�sledky.

Prv� z nich zov¨eobec¤uje vetu 6.2.3 o dimenzii jadra a obrazu.



12 PAVOL ZLATO�: LINE�RNA ALGEBRA A GEOMETRIA

8.5.6. Veta. Nech f : V ! U je a�nn� zobrazenie, pri�om V je kone�norozmern�
vektorov� priestor. Potom pre �ubovo�n� y 2 Im f plat¡

dimV = dimf�1(y) + dimIm f:

A�nnou transform ciou vektorov�ho priestoru V naz�vame �ubovo�n� a�nn� zob-
razenie f : V ! V . Aj pre a�nn� transform cie plat¡ obdoba d�sledku 6.2.4.

8.5.7. D�sledok. Nech f : V ! V je a�nn  transform cia kone�norozmern�ho vek-
torov�ho priestoru V . Potom f je injekt¡vna pr ve vtedy, ke� je surjekt¡vna.

8.5.8. Tvrdenie. Nech f : V ! U je a�nn� zobrazenie s line rnou �as�ou ' a ab-
sol£tnym �lenom u = f(0). Potom f je bijekt¡vne pr ve vtedy, ke� ' je bijekt¡vne.
V tom pr¡pade aj inverzn� zobrazenie f�1 : U ! V je a�nn� a plat¡

f�1 = '�1 � '�1(u):

Teda f�1 je kompoz¡ciou line rneho zobrazenia '�1 a posunutia o vektor �'�1(u).

Nech U , V s£ kone�norozmern� vektorov� priestory a �, � s£ b zy v U resp. vo V .
Roz¨¡renou maticou a�nn�ho zobrazenia f : V ! U s line rnou �as�ou ' a absol£tnym
�lenom u vzh�adom na b zy �, � naz�vame blokov£ maticu

(f)�;� =
�
(')�;� j (u)�

�
:

Ak teda dimU = m, dimV = n, A = (')�;� je matica line rneho zobrazenia '
v b zach � = (v1; : : : ;vn), � a a = (u)� s£ s£radnice vektora u v b ze �, tak
roz¨¡renou maticou a�nn�ho zobrazenia f v b zach �, � je blokov  matica

(f)�;� =
�
('v1)�; : : : ; ('vn)� j (u)�

�
= (A ja) 2 Km�(n+1):

S£radnice bodu x 2 V v b ze � a s£radnice jeho obrazu f(x) 2 U v b ze � s£ tak
spojen� rovnos�ou

(fx)� = (')�;� � (x)� + (u)� = A � (x)� + a:

Samozrejme, ak f je line rne zobrazenie, t. j. ak f = ' a u = 0, nem  v�znam
roz¨irova� maticu (')�;� o nulov� st�pec.

Z tvrdenia 8.5.4, presnej¨ie z formuly odvodenej po�as jeho d�kazu, a z tvrde-
nia 8.5.8 s pou�it¡m v�sledkov paragrafov 6.4 a 7.2 vypl�va n ¨ z vere�n� v�sledok.

8.5.9. Tvrdenie. Nech U , V ,W s£ kone�norozmern� vektorov� priestory nad po�om
K a �, �,  s£ nejak� b zy priestorov U , V , resp. W .
(a) Ak g : W ! V , f : V ! U s£ a�nn� zobrazenia, ktor� maj£ v pr¡slu¨n�ch

b zach roz¨¡ren� matice (g)�; = (B j b), (f)�;� = (A ja), tak ich kompoz¡cia
f � g : W ! U m  v b zach , � roz¨¡ren£ maticu

(f � g)�; = (A �B jA � b + a):

(b) Ak f : V ! U je a�nn  bijekcia s roz¨¡renou maticou (f)�;� = (A ja) v b zach
�, �, tak k nej inverzn� zobrazenie je a�nn  bijekcia f�1 : U ! V , ktor  m 
v b zach �, � roz¨¡ren£ maticu�

f�1
�
�;�

=
�
A�1 j �A�1 � a

�
:
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Cvi�enia

1. Dok �te postupne z vere�n� ¨tyri podmienky z tvrdenia 8.2.2.

2. Nech V je vektorov� priestor nad po�om K.
(a) Tri a�nne nez visl� body p0;p1;p2 2 V sa naz�vaj£ nekoline rne. Dok �te, �e p0, p1, p2
s£ koline rne pr ve vtedy, ke� le�ia na jednej priamke.
(b) Podobne, ¨tyri a�nne nez visl� body p0;p1;p2;p3 2 V sa naz�vaj£ nekomplan rne. Do-
k �te, �e p0, p1, p2 p3 s£ komplan rne pr ve vtedy, ke� le�ia v jednej rovine.

3. Nech V je vektorov� priestor nad po�om K a p0;p1; : : : ;pn; q 2 V . Dok �te postupne nasledu-
j£ce tvrdenia:
(a) Body p0;p1; : : : ;pn s£ a�nne nez visl� pr ve vtedy, ke� pre nejak� (�ubovo�n�) i � n s£
line rne nez visl� vektory pj � pi, kde j 2 f0; 1; : : : ; ngr fig.
(b) q 2 `(p0;p1; : : : ;pn) pr ve vtedy, ke� q�p0 2 [p1 �p0; : : : ;pn� p0]. Odvo�te z toho obe
rovnosti z tvrdenia 8.2.4.
(c) Ak body p0;p1; : : : ;pn s£ a�nne nez visl�, tak q 2 `(p0 ;p1; : : : ;pn) pr ve vtedy, ke�
vektory p1 � p0; : : : ;pn � p0; q � p0 s£ line rne z visl�.

4. Vo vektorovom priestoreR4 s£ dan� body p0 = (1; 1; 2; 2)T , p1 = (0; 1; 0; 1)T , p2 = (1; 2; 0; 3)T

a q = (0; 2;�4; 2)T , r = (�1; 2;�4; 1)T .
(a) Zistite, �i plat¡ q 2 `(p0;p1;p2), r 2 `(p0;p1;p2).
(b) Vypo�¡tajte dimenzie a�nn�ch podpriestorov `(p0;p1;p2), `(p0;p1;p2; q), `(p0;p1;p2; r).
(c) Vypo�¡tajte dimenzie a�nn�ch podpriestorov `(p0;p1;p2)\ `(q; r), `(p0;p1;p2)t `(q; r) a
ur�te vz jomn£ polohu a�nn�ch podpriestorov `(p0;p1;p2), `(q; r).
(d) Vypo�¡tajte dimenzie a�nn�ch podpriestorov `(p0;p1) \ `(q; r), `(p0;p1) t `(q; r) a ur�te
vz jomn£ polohu a�nn�ch podpriestorov `(p0;p1), `(q; r).

5. (a) N jdite pr¡klad troch priamok v R3 tak, aby �ubovo�n� dve z nich boli mimobe�n�.
(b) Dok �te, �e priamka a rovina v trojrozmernom vektorovom priestore nem��u by� mi-
mobe�n�.
(c) Vo vektorovom priestore R4 n jdite pr¡klad mimobe�nej priamky a roviny.
(d) Dok �te, �e dve roviny vo ¨tvorrozmernom vektorovom priestore nem��u by� mimobe�n�.
(e) N jdite pr¡klad dvoch mimobe�n�ch rov¡n v R5.

6. Nech p0, p1, p2, p3, p4 s£ �ubovo�n� a�nne nez visl� body vo vektorovom priestore V nad
po�om K. Potom roviny `(p0;p1;p2), p4+[p2�p0;p3�p0] s£ �iasto�ne rovnobe�n�. Dok �te.

7. Rep�r vo vektorovom priestore sa zvykne de�nova� ako usporiadan  (n+1)-tica a�nne nez vis-
l�ch bodov � = (r0;r1; : : : ; rn) 2 V n+1, tak , �e `(r0 ;r1; : : : ; rn) = V , pr¡padne ako usporia-
dan  (n+ 1)-tica (r;�) = (r;v1; : : : ;vn) 2 V n+1, pozost vaj£ca z �ubovo�n�ho bodu r 2 V a
b zy � = (v1 ; : : : ;vn) vektorov�ho priestoru V . Dok �te nasleduj£ce dve tvrdenia:
(a) Nech � = (r0; r1; : : : ; rn) je usporiadn  (n + 1)-tica bodov z V . Potom � je rep�r vo V

v zmysle prvej de�n¡cie, pr ve vtedy, ke� � = (r1 � r0; : : : ; rn � r0) je b za vektorov�ho
priestoru V , t. j. pr ve vtedy, ke� (r0;�) je rep�r v zmysle druhej de�n¡cie.
(b) Nech r je bod z V a � = (v1; : : : ;vn) je usporiadan  n-tica vektorov z V . Potom (r;�) je
rep�r v zmysle druhej de�n¡cie pr ve vtedy, ke� � = (r; r + v1; : : : ; r + vn) je rep�r v zmysle
prvej de�n¡cie.
Z toho d�vodu nie je potrebn� rozli¨ova� medzi rep�rmi v zmysle jednej �i druhej de�n¡cie.

8. Nech � = (r;�) je rep�r vo vektorovom priestore V nad po�om K. A�nn�mi s£radnicami

bodu x 2 V vzh�adom na rep�r � naz�vame s£radnice vektora x � r vzh�adom na b zu �,
�i�e (x)� = (x � r)� . Ak je rep�r � zn my z kontextu, hovor¡me len o a�nn�ch s£radniciach

bodu x. Dok �te postupne nasleduj£ce tvrdenia:
(a) (0; "), kde " = (e1 ; : : : ; en) je kanonick  b za, je rep�r v Kn a pre ka�d� x 2 Kn plat¡
(x)(0;") = x.
(b) Body rep�ru � = (r0; r1; : : : ; rn) maj£ vzh�adom na tento rep�r a�nn� s£radnice (r0)� = 0,
(r1)� = e1, : : : , (rn)� = en.
(c) Ak dimV = n a � = (r;�) je rep�r vo V , tak predpisom x 7! (x)� je de�novan� bijekt¡vne
a�nn� zobrazenie V ! Kn a pre ka�d� x 2 V , c = (c1; : : : ; cn)T 2 Kn plat¡

x = r + � � (x)�, (r + � � c)� = c.
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9. V R3 s£ dan� body r0 = (5; 2; 1)T , r1 = (0; 2; 1)5, r2 = (5; 0; 2)T , r3 = (5; 2; 0)T .
(a) Dok �te, �e � = (r0; r1; r2;r3) je rep�r v R3.
(b) N jdite a�nn� s£radnice bodov x = (4; 4;�3)T , y = (�5;�2;�1)T , z = (0; 0; 0)T vzh�adom
na rep�r �.
(c) N jdite body p, q, r, ak pozn te ich a�nn� s£radnice (p)� = (0; 2; 1)T , (q)� = (�1; 1;�1)T ,
(r)� = (0; 0; 0)T .

10. Nech � = (p;�), � = (r;�) s£ dva rep�ry vo vektorovom priestore V nad po�om K. Potom
a�nn� s£radnice �ubovo�n�ho bodu x 2 V vzh�adom na tieto rep�ry s£ zviazan� vz�ahom

(x)� = P�;� � (x � p)� = P�;� �
�
(x)� � (p)�

�
,

kde P�;� je matica prechodu z b zy � do b zy �. Dok �te.

11. Dok �te tvrdenie 8.5.1. (N vod : Modi�kujte d�kaz tvrdenia 8.2.1.)

12. Dok �te podmienky (1), (2) z d�kazu tvrdenia 8.5.2.

13. Dopl¤te vynechan� d�kazy oboch rovnost¡ z d�kazu tvrdenia 8.5.5.

14. Na z klade tvrdenia 8.5.5 dopl¤te d�kazy vety 8.5.6, d�sledku 8.5.7 a tvrdenia 8.5.8.

15. Predpokladajme, �e dvaja pozorovatelia P a P 0 popisuj£ udalosti v �ase a v trojrozmernom
priestore vzh�adom na po dvoch rovnobe�n� a rovnako orientovan� s£radn� osi x, y, z, resp.
x0, y0, z0, pri�om po�iatok s£radnej s£stavy pozorovate�a P 0 m  z h�adiska pozorovate�a P

v �ase t = t0, zodpovedaj£com �asu t0 = 0 pozorovate�a P 0, s£radnice (x0; y0; z0)T . Nech navy¨e
pozorovate� P 0 sa vzh�adom na pozorovate�a P pohybuje rovnomerne priamo�iaro r�chlos�ou
v = (vx; vy; vz)T (pozri pr¡klad 6.4.7 a cvi�enie 6.14).
(a) Odvo�te tvar Galileovej transform cie, ktorou s£ za t�chto okolnost¡ v klasickej (t. j.
v nerelativistickej) fyzike zviazan� �asopriestorov� s£radnice bodov�ch udalost¡ z h�adiska po-
zorovate�ov P resp. P 0:

t0 = t � t0; x0 = x � x0 � vxt; y0 = y � y0 � vyt; z0 = z � z0 � vzt.
Nahliadnite, �e ide o a�nn£ transform ciu s roz¨¡renou maticou (Gv j � s0), kde Gv je matica
Galileovej transform cie z cvi�enia 6.14 a s0 = (t0 ; x0; y0; z0)T .
(b) Nech f; g : R4 ! R

4 s£ Galileove transform cie s roz¨¡ren�mi maticami (Gv j � s0) resp.
(Gw j � s1), kde v;w 2 R3, s0; s1 2 R4. N jdite roz¨¡ren£ maticu kompoz¡cie a�nn�ch zob-
razen¡ f � g a roz¨¡ren£ maticu inverzn�ho zobrazenia f�1 . Dok �te, �e ide op�� o Galileove
transform cie uveden�ho typu a vysvetlite fyzik lny v�znam z¡skan�ch v�sledkov.

16. Nech U , V s£ vektorov� priestory nad po�om K. Ozna�me A(V; U) mno�inu v¨etk�ch a�nn�ch

zobrazen¡ f : V ! U . Dok �te postupne nasleduj£ce tvrdenia:
(a) A(V;U) s oper ciami s£�tu a skal rneho n sobku de�novan�mi po zlo�k ch tvor¡ line rny
podpriestor vektorov�ho priestoru UV . A(V;U) navy¨e obsahuje vektorov� priestor L(V;U)
v¨etk�ch line rnych zobrazen¡ ' : V ! U ako svoj line rny podpriestor. (Pozri pr¡klad 1.6.5 a
tvrdenie 6.5.1.)
(b) Priraden¡m f 7! (f�f(0); f(0)) je de�novan� line rny izomor�zmus vektorov�ch priestorov
A(V;U)! L(V;U) � U (pozri pr¡klad 1.6.4).
(c) Nech �, � s£ nejak� b zy priestorov U resp. V . Potom priraden¡m f 7! (f)�;� je dan�
line rny izomor�zmus vektorov�ch priestorov A(V;U)! Km�(n+1).
(d) Predpokladajme, �e U , V s£ kone�norozmern� a dimU = m, dimV = n. Odvo�te, �i u�
z (b) alebo z (c), �e potom aj A(V;U) je kone�norozmern� a dimA(V;U) = m(n + 1).
(e) Ak V je kone�norozmern�, tak jeho du l V � = L(V;K) tvor¡ nadrovinu v A(V;K) (pozri
text tesne pred tvrden¡m 6.5.3).


