8. AFINNE PODPRIESTORY A AFINNE ZOBRAZENIA

Ked sme v paragrafe 4.1, odvolavajic sa na geometricky nazor, ilustrovali pojem
linearneho podpriestoru, ako priklad sme uviedli, Ze netrivalne vlastné linearne pod-
priestory ,nasho“ trojrozmerného vektorového priestoru R? st prave priamky a roviny
o adekvatnosti a prirodzenosti tohto pojmu, ¢ aspon pocitit potrebu zaviest taky
pojem podpriestoru, ktory by napr. v R? zahfhal vsetky priamky a roviny, nielen
tie prechadzajiice pociatkom. Podobne sme v paragrafe 6.1 hned po definicii poj-
mu linedrneho zobrazenia boli niteni u¢init poznamku o jeho odlisnosti od pojmu
linearnej funkcie pouzivaného v matematickej analyze. Vzapati sme prijali zavazok,
7e sa s tymto nedostatkom v prihodny c¢as vyrovname.

Ten cas prave nastal. Spominané medzery zaplnime definiciami pojmu afinného
podpriestoru alebo tiez linearne; variety a pojmu afinného zobrazenia. Afinita zna-
mena pribuznost, spriaznenost. Citatel sam uvidi, ze objekty oznacené privlastkom
yafinny* st tzko spriaznené so zodpovedajicimi objektmi nesticimi privlastok ,line-
arny*. Taziskom kapitoly bude klasifikacia vzajomnej polohy afinnych podpriestorov
vo vektorovom priestore.

8.1. Body a vektory

Na vektory, ¢ize na prvky vektorovych priestorov — aspon pokial ide o koneénoroz-
merné vektorové priestory nad R, — sa divame ako na orientované tiseéky s pociatkom
v bode 0. Uz tato veta prezradza, ze povodne sa na prvky takéhoto priestoru divame
ako na body a cely priestor chapeme ako homogénny, t.j. vsetky body povazujeme
za rovnocenné a nevyclenujeme v nom nijaky privilegovany bod za pociatok. Az na
zéklade tohto povodného porozumenia dokdzeme po vyéleneni nejakého pociatku O
(ktorym sa moze stat Tubovolny bod homogénneho priestoru) nahradit bod A pri-
slusného priestoru orientovanou tseckou ﬁZ a nasledne abstrahovat od jej polohy, to
znamena uvidiet za niou vektor u = (JA, dany len jej velkostou, smerom a orientaciou,
ktory mozno umiestnit do Ilubovolného bodu priestoru — nielen do pociatku.

Afinnym priestorom nad polom K rozumieme vektorovy priestor V nad tymto
polom, pri pohlade na ktory sme sa vratili k onomu povodnému porozumeniu jeho
Struktire a prvkom. Tie sa z vektorov stali opat bodmi a poédiatok (t.j. nulovy vektor)
stratil svoje vysadné postavenie — stal sa z neho bod ako kazdy iny.

Formalnu definiciu afinného priestoru nad polom K tu uvadzat nebudeme. Sme
totiz toho nazoru, ze matematickd formalizacia rozdielu medzi oboma spominanymi
pohladmi na prvky vektorového priestoru by v tejto chvili vniesla do veci viac zmatku
nez svetla. Celkom postaci, ked (lohu prepinaca medzi oboma pohladmi zverime dvo-
jiciam slov ,bod"“— vektor* a ,afinny“—  linearny“, pripadne ,afinny" -, vektorovy*.
Na druhej strane vsak pred nami vyvstava potreba formalnej definicie podmnozin
vektorového priestoru, ktoré si ,,vernymi kopiami* linearnych podpriestorov — nemu-
sia viak prechadzat pociatkom, ale mozu byt umiestnené . kdekolvek®.
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8.2. Afinné podpriestory

V celom tomto a nasledujicich dvoch paragrafoch V' oznacuje nejaky pevny, no inak
Iubovolny, vektorovy priestor nad polom K a m, n st prirodzené ¢isla.

Kvoli pohodliu éitatela budeme pismenami p, ¢,  (mozno s indexmi) znadif
vyluéne body, u, v, w oznafuji zasa vyluéne vektory, kym @, y, z mozu podla
potreby oznacovat body i vektory. Taktiez sa dohodneme, Ze rozdiel dvoch bodov
budeme chapat ako vektor, kym sti¢et bodu a vektora ako bod.

Nech p,q € V, p # q. Priamkou prechadzajicou alebo tieZ uréenou bodmi p, q
rozumieme mnozinu {(p, q), ktort dostaneme tak, ze do bodu p umiestnime vsetky
mozné skalarne nasobky vektora ¢ <p. Typicky bod priamky ((p, q) mé teda tvar

r=p+tgep) =(1t)p+1ig,
kde t € K, ¢ize
Up,q)={sp+tg;s,t €K &s+t=1}C V.

Tento vyraz ma, samozrejme, zmysel aj pre p = q, vtedy vSak nejde o priamku ale
o jednobodovt mnoZinu {(p,p) = {p}. Z uvedeného tvaru ihned vidime, Ze

Up,q) = lq,p)

pre Iubovolné p,q € V.
Linearnu kombinéaciu, t.j. vyraz tvaru

tOpO + tlpl +...+ tnpn — thpu
1=0

kde n € N, po,...,pn €V, to,t1,...,t, € K, nazyvame afinnouw kombindciou bodov
Po,P1,---,Pn, ak plati to +t;1 + ... +t, = 1. Vysledok afinnej kombinacie bodov
budeme chapat ako bod; iné linearne kombinacie bodov ako afinné sa v nasich iivahach
nevyskytnua. (Este si vSimnite, Ze kazda afinna kombinacia je neprazdna, t. j. obsahuje
aspon jeden €len.)

Neprazdnu podmnozinu M vektorového priestoru V nazyvame jeho afinnym pod-
priestorom, pripadne linearnou varietou vo V, ak pre vsetky body p, q,r € M a kazdy
skalar s € K plati

sp+(les)ge M a psq+re M

Inak povedané, ) # M C V je afinny podpriestor, ak M je uzavreta vzhladom na
afinné kombinacie uvedenych dvoch typov. Prva podmienka znamena, Ze pre vsetky
p,q € M plati {(p,q) C M, t.j. M s kazdou dvojicou bodov obsahuje celti priam-
ku nimi uréent. Druht podmienku dodavame len kvoli poliam charakteristiky 2; ak
char K # 2, tak uZ vyplyva z prvej, takZe je vlastne zbytoéna. Na druhej strane,
napr. vo vektorovom priestore V nad polom Z, pre vsetky body p,q € V plati
Up,q)={p.q}, teda len prvej podmienke by vyhovovala kaZdd podmnozina M C V.
Podrobnejsie o tom pojednava nasledujtuce tvrdenie, ktoré je o¢ividne analdgiou tvr-
denia 4.1.2.
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8.2.1. Tvrdenie. Pre [ubovolnii neprazdnu mnozinu M C V nasledujiice podmienky

su ekvivalentné:

(i) M je afinny podpriestor vo V, t.j. pre lubovolné p,q,r € M, s € K plat{
sp+(les)ge M apesq+r e M;

(ii) M je uzavretd vzhladom na Iubovolné afinné kombinécie trojic bodov, t.j. pre
vsetky p,q,r € M, s,t € K plati sp +tq + (1 &s &t)r € M;

(iii) M je uzavreta vzhladom na akékolvek afinné kombinacie, t. j. pre vietky n € N,
body po,p1,...,pn € M a skalaryto,t1,...,t, € K také, Zeto+t1+...+t, = 1,
platitopo +tip1 + ... + topn € M;

Ak char K # 2, tak uvedené podmienky st navyse ekvivalentné s podmienkou

(i~ ) pre lubovolné p,q € M, s € K plati sp+ (1 &s)q € M.

Dokaz. Implikécie (iii) = (ii) = (i) s zrejmé aj bez predpokladu char K # 2. Doka-
zeme implikdciu (i) = (iii); pri dokaze vyjde navysSe najavo, Ze pre char K # 2 stadi
na odvodenie zaveru (iii) slabsia podmienka (i™) miesto (i).

Predpokladajme (i) (teda tym skor (i7)) a pripustme, ze podmienka (iii) neplati.
Oznacme n najmensie prirodzené ¢islo, pre ktoré to nastane. Potom n > 2 a pre vsetky
k < n podmienka (iii) plati, ¢ize M je uzavreta na afinné kombinécie < n bodov. Nech
Pos--Pn €EM, tg,... 1, € K stitaké, Zetg+...+t, =1atoypo+...+tupn ¢ M.
Treba zvazit dve moznosti.

(a) Ak #; # 1 pre aspon jedno ¢ < n, tak bez ujmy na vSeobecnosti moZeme
predpokladat, Ze ty # 1. Ozna¢me

5] th
Kedze ; ; 4
Lo bt
1 &t 1 &t 1 &t

q € M, lebo ¢ je afinnou kombinaciou n bodov z M. Potom

topo +t1ip1 + ... +topn = topo + (1 Sto)g € M
vyplyva uZ z podmienky (i7). To je vak spor.
(b) Ak t; = 1 pre vSetky ¢« < n, tak ide o afinnt kombindciu po+p1+. ..+ Pn—1+Pn
at;+...+t,—1 = <l. Potom q = &p; ... &p,r_1 je afinnou kombinaciou n <1
bodov z M, teda ¢ € M. Podla druhej z podmienok v (i) mame

Po+P1+...+Pn1+Pn=PoqgtpncM,
¢o je opat spor.
Ak char K # 2, mozno sa zaobist bez tejto podmienky. KedZze % + % =1, uzz (i)
vyplyva %po + %pn € M. Nakolko 2 + (<1) =1, opéf len z (i7) dostavame

Po+pi+...4+Pr-1+pPn :2<%po + %pn> &q e M.

Poznamka. Ak char K = oo, tak moznost (b) zrejme nemoze nastat, teda v uvedenom
dokaze sta¢i uvazovat len moznost (a). Zaroven vidno, ze v druhej ¢asti bodu (b) je
podstatny predpoklad char K # 2. Bez neho by sme totiz nevedeli zaruéit existenciu
prvku 1/2 =271 € K inverzného k prvku 2=1+1 € K.

Nasledujtca veta ukazuje, ze afinné podpriestory skuto¢ne nie st ni¢im inym, nez
linearnymi podpriestormi posunutymi do fubovolného bodu prislusného vektorového
priestoru.
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8.2.2. Veta. Nech M C V. Potom M je afinny podpriestor vo V prave vtedy, ked
existuje bod p € V' a linearny podpriestor S C V taky, ze

M=p+S={p+u;uecS}

V tom pripade pre vsetky q,r € M, u € S plat{

qgsresS, q+uée M, M=q+S5,
S={zeqgrcM}={xcy, z,yec M}

Dokaz. Nech M CV je afinny podpriestor a p € M je jeho Tubovolny bod. PoloZme
S={xep;, zc M}

Potom zrejme M = p+S. Staci teda dokazat, ze S C V je linearny podpriestor. Kedze
p € M, plati 0 = p<p € S. UkdZeme uzavretost S na linedrne kombinacie. Nech
u,v € 5,a,b € K. Potom u =« <p, v =y <p pre nejaké .,y € M. Jednoduchy
vypocet dava

au +bv = a(x ©p)+ by ©p) =ax + by + (1 a &b)p &p.

Prvé tri séitance tvoria afinni kombinaciu bodov z M, teda ax+by+(1<ash)p € M;
preto tiez au + bv € S

Nech naopak M = p + S pre nejaky bod p € V a linearny podpriestor § C V.
Podla tvrdenia 8.2.1 sta¢i ukazat uzavretost M na afinné kombinécie trojic. Nech
z,y,zeM,s,te K. Potome =p+u,y=p+v, z=p+wprenejaké u,v,w € 9.
Poéitajme

set+ty+(leseot)z=s(ptu)+tp+v)+(leset)(p+w)
=p+su+ttv+(lesst)w.

Kedze tu + sv 4+ (1 ©s <t)w € S, dostavame sz + ty + (1 s <t)z € M.
Dalsie tri podmienky moZno teraz overit priamymi vypoc¢tami, ktoré prenechavame
¢itatelovi; stvrta z nich okamzite vyplyva.

8.2.3. Dosledok. Kazdy linearny podpriestor S vektorového priestoru V' je jeho
afinnym podpriestorom. Afinny podpriestor M vektorového priestoru V' je jeho Ii-
nearnym podpriestorom prave vtedy, ked 0 € M.

Zameranim alebo tiez smerovym podpriestorom afinného podpriestoru M C V
nazyvame linearny podpriestor

Dit M ={x sy, z,yc M} CV.

(Oznacenie pochadza z anglického slova direction). Podla vety 8.2.2 je Dir M jediny
linearny podpriestor vo V' taky, ze M = p + Dir M pre nejaké (pre kazdé) p € M.
Taktiez pre kazdé p € M plati

Dir M ={x <p;, € M}.
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Pre kazdd usporiadant (n + 1)-ticu bodov (po, ..., pn), vektorového priestoru V,
pripadne pre jeho koneént neprazdnu podmnoZinu {po, ..., pn}, oznaéme

K(po,,pn):{topo—k—|—tnpn,t0,,tn€I&’&t0—|——|—tn:1}

mnozinu vSetkych afinnych kombinacii bodov py, ... ,p,. Z prave dokdzaného tvrde-
nia vyplyva, Ze {(po,...,pn) je najmensi afinny podpriestor vo V, ktory obsahuje
vsetky body po,... ,Ppn; nazyvame ho afinny obal bodov po, ... ,p, alebo tiez afinny
podpriestor generovany bodmi pg, ..., Pn.

Vo vSeobecnosti mozno pre lubovolnt (i nekoneén) neprazdnu mnozinu X C V
definovat jej afinny obal ((X), nazyvany tiez afinny podpriestor generovany mnoZi-
nou X, ako mnozinu vsetkych (koneénych) afinnych kombinacii bodov z X. Opét
plati, ze ((X) je najmensi afinny podpriestor vo V, pre ktory X C ((X).

8.2.4. Tvrdenie. Nech po,p1,...,pn € V. Potom

Upo,P1,---.Pn) =Po+ [P1 ©Pos- ., Pn S Do),
Dil"g(po,pl,. .. ,pn) = [pl =Po,---5Pn <:>p0].

Dokaz prenechavame ako cvicenie citatelovi.

Dimenziou alebo tiez rozmerom afinného podpriestoru M C V', oznacenie dim M,
nazyvame dimenziu jeho zamerania, teda

dim M = dim Dir M.

Body po, p1,- .., pn vektorového priestoru V nazyvame afinne nezdvisle, ak vektory
P1EPos - - -, PnSPo sU linearne nezavislé. Z nasledujiceho o¢ividného tvrdenia okrem
iného vyplyva, Ze body po,pi1,...,pn € V st afinne nezavislé prave vtedy, ked pre
nejaké (pre kazdé) 0 < k < n vektory p; <pi, kde 0 < j < n a j # k, st linedrne
nezavislé. Inak povedané, plati

8.2.5. Tvrdenie. Body po,p1,...,Pn € V st afinne nezavislé prave vtedy, ked

dim (po, p1,...,Pn) =N

Zrejme 0-rozmerné afinné podpriestrory vo V' st prave vsetky body p € V' (pres-
nejsie, vsetky jednobodové podmnoziny vo V). Tieto afinné podpriestory nazyvame
tiez trivialne. Jednorozmené afinné podpriestory vo V nazyvame priamkams. Kazda
priamka méa naozaj tvar {(p, q) pre nejaké afinne nezavislé (t. j. rozne) body p,q € V.
Dvojrozmerné afinné podpriestory vo V nazyvame rovinams. TaktieZ samotny priestor
V' je svojim nevlastnym afinnym podpriestorom. Ak dim V' = n, tak (n <1)-rozmerné
afinné podpriestory vo V nazyvame nadrovinams.

Kym pojmy ,bod“, ,priamka® a ,rovina®“ si absolitne v tom zmysle, Ze zavisia
len na dimenzii prislusného afinného podpriestoru, pojem nadroviny je relativny, lebo
zavisi na vztahu dimenzii afinného podpriestoru a celého priestoru. Napriklad ak
dimV =1 (t.j. ak samotné V je priamka), tak kazdy bod vo V je zéroven nadrovi-
nou. Nadrovinami v dvojrozmernom priestore (t.j. v rovine) st zasa vsetky priamky.
V trojrozmernom priestore V' pojmy roviny a nadroviny splyvaju. V stvorrozmernom
priestore st zasa nadrovinami trojrozmerné podpriestory; atd. E$te poznamenajme,
ze v O0-rozmernom (t. . jednobodovom) priestore V niet priamok, rovin ani nadrovin.
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8.3. Prienik a spojenie afinnych podpriestorov

V tomto paragrafe mierne zovseobecnime niektoré vysledky paragrafov 4.3 a 5.4.
o prieniku a stcte linearnych podpriestorov do podoby pouzitelnej pre afinné pod-
priestory.

8.3.1. Tvrdenie. Nech M, N C V st afinné podpriestory. Potom M N N je afinny
podpriestor vo V prave vtedy, ked M NN # (). V tom pripade

Dir(M N N) = Dir M N Dir N.

Dokaz. Ak MNN = (), tak to samozrejme nie je afinny podpriestor. Nech M NN = ().
Ozna¢me S = Dir M, T = Dir N prislusné smerové podpriestory. Zvolme lubovolny
bod p € M N N. Staé¢i dokazat rovnost

MON=p+(5nT).

Zvolme ¢ € M NN. K nemu existuji w € S, v € T také, Ze ¢ = p+u = p+v. Potom
u=veESNTaqep+(SNT). Teda MNN Cp+(SNT). Obratena inkluzia je

trivialna.

Neprazdnost prieniku M N N mozno zarucit za predpokladu, Ze linearny priestor

Dir M + Dir N je ,,dost velky*“.
8.3.2. Tvrdenie. Nech M, N CV su afinné podpriestory. Potom

DitrM4+DirN=V = MnNN #{.

Dokaz. Oznat¢me S = Dir M, T = Dir N. Zvolme Tubovolné p € M, q € N. Kedze
S+ T =V, existuju vektory w € S, v € T také, ze ¢ &p = u + v. Potom
g=p+(gep)=ptutv

V dosledku toho p+u=qeve MNN,lebop+u e MaqgsveN.

Spojenim afinnych podpriestorov M, N C V. oznacenie M U N, nazyvame afinny
obal ich zjednotenia. Teda

MUN = ((MUN).

Zrejme M U N je najmensi afinny podpriestor vo V, ktory obsahuje M aj N, a pre
linearne podpriestory S, T C V plati SUT =S5+ T.

8.3.3. Tvrdenie. Nech M, N CV su afinné podpriestory.
(a) Ak M NN #£0, tak

Dir(M U N) = Dir M + Dir N,
MUN=M++DirN =N 4+ Dir M.
(b) Ak M NN =0, tak pre Iubovolné p € M, q € N plat{

Dir(M U N) = [q <p] + Dir M + Dir N,
MUN=M+([q&p]+DirN)=N +(|qg &p] + Dir M).
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Poznamka. Stoji za zmienku, Ze obe rovnosti z (b) s splnené aj za predpokladu
M NN # 0.V tom pripade vsak pre fubovolné » € M N N plati

gep=(rep)+(ger)eDir M +Dir N,
takze vektor g <p mozno v prislusnych vztahoch vynechat. Rovnako tomu bude 1

v priklade 8.3.5.

Dokaz. Staéi dokézat len (b), lebo (a) z neho vyplyva vo svetle nasej poznamky.
Oznatme S = Dir M, T = Dir N a zvolme p € M, ¢ € N. Budeme dokazovat iba
rovnost

MUN=p+qg&p]+S5S+T;

zvysok je uz jej bezprostrednym dosledkom.
Kazdy bod » € M U N je afinnou kombinaciou

r = Zsipi + Zt]‘q]‘
i=0 7=0

kdepo,...,pm EM, qo,...,anM, 80,...,8m,t0,...,tnEIX’aEiSZ‘—I—Ejt]‘:]_.
Potom p; &p € 5, q; &q € T pre ¢« < m, j < n. Oznatme s = 5o + ... + 5,
t=ty+...4+t, a pocitajme

r=(sp+1tq)+ Z si(pi ©p) + Zt]‘(qy‘ ©q)
i=0 j=0

m

—p+tgep)+) sipiep)+ ) tilg; &) e p+lgepl +5+T,

i=0 =0

kedze s =1 <t. Teda M UUN C p+ [q &p]+ S+ T. Obrdtend inklizia je trividlna.
8.3.4. Dosledok. Nech M, N C V st konecnorozmerné afinné podpriestory. Potom
dim M + dim N <dim(M N N), ak M NN #£0,

dim(M UN) =
im( ) {dimM—|—dimN<:>dim(DirMﬂDirN)—|—1, ak MON = 0.

8.3.5. Priklad. Vo vektorovom priestore V' uvazujme koneénorozmerné afinné pod-
priestory

M=p+u,...,up]l, N=gq+][vg,...,0,]

Potom
MuN:{P—I—[ul,...,um,vl,...,vn], ak M NN £,
P-I-[q<:>p,u1,...,um,v1,...,vn], ak M NN =10,

dim[wy, ..., U, V1, ..., 0], ak M NN #0,
dim(MUN) =
im( ) { dim[g ©p,u1,..., U, V1,...,0,]), ak M NN ={.

Ak navyse predpokladame, ze tak vektory wq,...,u,, ako aj vektory vy,...,v, st
linearne nezavislé, tak

m+n <k, ak M NN #0,
m+n&sk+1, ak MNN =10,
kde & = dim([wy, ..., upn] N [v1,...,05]).

dim(M U N) = {
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8.3.6. Priklad. V stipcovom priestore R* st dané vektory & = (1,2,3,4)1, y =
(0,3, 1, )T, 2 =(1,1,0,0)7, w = (0,2,4,3)T, v = (2,6,2,5)7, w = (0,0,1,1)T a
blizgie neuréené body p, ¢. Potom S = [®,y, z|, T = [u, v, w] st linearne podpriestory
aM=p+S, N=gq-+ N st afinné podpriestory v R%. Ndjdeme dimenzie linedrnych
podpriestorov S + T, S NT a afinnych podpriestorov M NN, M U N v zéavislosti na

D, q.
Linearny podpriestor S + T je generovany stlpcami blokovej matice

1 0 170 2 0
2 3 1|«2 6 0
3 1 04 2 1}’
4 <1 01 3 5 1

pri¢om stipce lavého bloku generuju linearny podpriestor S a stipce pravého bloku
linearny podpriestor T. Tato matica je riadkovo ekvivalentna s blokovou maticou

v stupnovitom tvare, ktorej riadky maju vedtce prvky v stipcoch 1,2, 3 a 6. Hned
vidime, ze vektory @, y, z tvoria bazu S a vektory ¢,y, z,w bazu S + T. Doupravo-
vanim pravého bloku na riadkovo ekvivalentny stupnovity tvar

o OO

sa mozno presved¢it, Ze 1 vektory u, v, w st linearne nezavislé, teda tvoria bazu T.
Zhrnutim dostdvame dim S = dim 7T = 3, dim(S + T) = 4. Odtial podla vety 5.4.1
vyplyva dim(SNT) = 3+3&4 = 2. Takze S+T = R*, a bez toho, Ze by sme éokolvek
dalej poéitali, z tvrdenia 8.3.2 vieme, Ze nezavisle na bodoch p, ¢ plati M NN £ ().
Preto dim(M NN ) = dim(S NT) = 2 podla tvrdenia 8.3.1. S pouZitim tvrdenia 8.3.3
a dosledku 8.3.4 dostavame dim(M U N) = dim(S + T) = 4.

8.4. Vzajomna poloha afinnych podpriestorov

V tomto paragrafe podame sliiben klasifikaciu vzajomnej polohy dvojic netrivialnych
vlastnych afinnych podpriestorov vo vektorovom priestore V. (Hoci to nie je z logic-
kého hladiska nevyhnutné, aby sme sa vyhli triedeniu trivialit, body a cely priestor
V' z nasich tvah vyluéujeme.) Této téma prirodzenym sposobom rozsiruje latku stre-
doskolskej geometrie, zahrnajtcu klasifikaciu vzajomnej polohy priamok v rovine resp.
priamok a rovin v (trojrozmernom) priestore.

Polohu netrividlnych vlastnych linearnych variet M, N C V budeme klasifikovat
na zaklade dvoch kritérii:
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(A) Ak plati Dir M C Dir N Vv Dir N C Dir M, hovorime, 7e M, N st rovnobeiné a
piseme M || N.
V opaé¢nom pripade, t.j. ak plati Dir M € Dir N & Dir N € Dir M, hovorime,
ze M, N nie st rovnobeine, a piseme M || N.
(B) Ak plati M NN # 0, hovorime, Zze M, N sa pretinaji.
V opaénom pripade, t.j. ak M NN = (, hovorime, %e M, N sa nepretinaji,
alebo, ze st disjunktne.
Celkovo teda dostavame styri moznosti:
(1) M|| N & M NN #£0, ¢ize M, N st rovnobeZné a pretinaji sa.
Lahko moZno nahliadnuf, Ze v takom pripade plati Dir M C Dir N & M C N
aDirN CDirM & N C M. Teda M C N alebo M C N. Hovorime, Ze jedna
z linearnych variet M, N je podvarietou druhej, alebo, ze M, N st vo vztahu
inkluzee.
(2) M || N & M NN =10, ¢&ize M, N st rovnobeZné a nepretinaju sa.
Tento pripad nazyvame vztahom pravej rovnobeznosti.
(3) M[fN & M NN #10, ¢ze M, N nie st rovnobeZné a pretinaju sa.
Hovorime, ze M, N st roznobezne.
(4) M[fN & M NN =10, ¢&ze M, N nie st roviobeZné a nepretinaju sa.
V tomto pripade este rozlisujeme dve dalsie moznosti:
(4a) Ak Dir M N Dir N = {0}, hovorime, Ze M, N st mimobezné.
(4b) Ak Dir M N Dir N # {0}, hovorime, ze M, N st fiastocne rovnobeziné.
Pripady (1), (2), (3) st nam dobre zndme zo stredoskolskej planimetrie, s pripadom
(4) sa vsak v rovine stretnit nemozno — dve priamky v rovine bud splyvaji alebo st to
pravé rovnobezky alebo roznobezky. Zo stredoskolskej stereometrie, okrem pripadov
(1), (2), (3), ktoré sa realizuji vo vzajomnych polohach dvojic priamok, dvojic rovin
ako i priamky a roviny v trojrozmernom priestore, pozname aj pripad (4a) —ide o pri-
pad mimobeZnych priamok. S pripadom (4b), t. j. s pripadom ¢astoénej rovnobeZnosti
sme sa viak dosial nestretli a nedokazeme ho spojit so Ziadnou nazornou geometrickou
predstavou. Nie je to nahoda. Plati totiz nasledujiice tvrdenie.

8.4.1. Tvrdenie. Nech M, N C V su ¢iastocne rovnobezné linedrne variety. Potom

dimM >2, dim N > 2 adimV > 4.

Dokaz. Oznacme S = Dir M, T = Dir N. Potom S NT je netrivalny vlastny linearny
podpriestor kazdého zo zamerani S, T. Teda dim(SN7T) > 1, dimM = dim S > 2,
dim N =dim7T > 2 a taktiez

dim(S NT) < min(dim S, dim7T) < 1.
S pouzitim vety 5.4.1 z toho vyplyva

dim(S+7T)=dimS +dimT <dim(SNT)
> dim S + dim 7T ©min(dim S, dimT') + 1
= max(dim S,dim7T) 4+ 1 > 3.
KedZze M NN = 0, podla tvrdenia 8.3.2 je S + T vlastny linearny podpriestor vo V.

Preto
dimV >dim(S+7T)+ 1> 4.
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Na druhej strane v Tubovolnom vektorovom priestore V' dimenzie > 4 nie je tazké
najst priklady ¢iastoéne rovnobeznych linearnych variet. Presvedéte sa, ze napr.

M:[el,ez], N:64—|—[62,63]
st élastoéne rovnobezné roviny v K?. Skiiste najst iné priklady.

8.5. Afinné zobrazenia

Nech U, V st vektorové priestory nad tym istym polom K. Hovorime, ze f: V — U
je afinn€ zobrazenie, ak pre lubovolné body p,q,r € V a skalar s € K plati

flsp+ (1 <s)g=sf(p)+(1es)f(q),
flpeq+r)=flp)flg)+ f(r)

Podobnym sposobom ako tvrdenie 8.2.1 mozno dokazat, Ze afinné su prave tie
zobrazenia f: V — U, ktoré zachovavaju vsetky afinné kombinécie trojic bodov, ¢i,
takisto, vobec vietky afinné kombindcie; v pripade pola charakteristiky # 2 staéi
ziadat zachovavanie afinnych kombinacii dvojic.

8.5.1. Tvrdenie. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K. Potom pre Iubo-
volné zobrazenie f: V — U nasledujiice podmienky st ekvivalentné:

(i) f je afinné zobrazenie;

(ii) pre vsetky p,q,vr € V, s,t € K plati

flspttg+(leset)r)=sf(p) +tf(q) + (1 &s &) f(r);

(iii) pre kazdé n € N a vsetky body po,p1...,pn € V a skalary tg,t1,...,t, € K
také, ze to +t1 + ...+ t, =1, plati

f(topo +tpr+...+ tnpn) = tOf(pO) + tlf(pl) +... tnf(pn)'

Ak char K # 2, tak uvedené podmienky st navyse ekvivalentné s podmienkou
(i~ ) pre vietky p,q € V, s € K plat{

flsp+ (1 &s)q) = sf(p) + (1 <s)f(q).

Posunutim alebo translaciou vektorového priestoru V o vektor w € V nazyvame
zobrazenie V — V dané predpisom ¢ — x + u.

Zrejme komporziciou posunutia o vektor w € V a posunutia o vektor v € V je po-
sunutie o vektor u + v. Kazdé posunutie je bijektivne zobrazenie; inverzné zobrazenie
k posunutiu o vektor u je posunutie o opac¢ny vektor <u.

Z nasledujtcej vety okrem iného vyplyva, ze kazdé afinné zobrazenie mozno dostat
kompoziciou linearneho zobrazenia a posunutia.

8.5.2. Veta. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K. Potom zobrazenie
f:V — U je afinné prave vtedy, ked existuje vektor w € U a linearne zobrazenie
p: V = U také, ze pre kazdé @ € V plati

Dokaz. Treba dokazat dve veci:
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(1) Pre lubovolny vektor w € U a linedrne zobrazenie ¢: V. — U je predpisom
f(x) = p(®) + v dané afinné zobrazenie f: V — U.
(2) Ak f:V — U je afinné zobrazenie, tak priradenie o(@) = f(2) < f(0) definuje
linearne zobrazenie ¢: V — U.
V jednom i druhom pripade mozno zachovavanie prislusnych afinnych resp. linedrnych
kombinéacii overif priamymi vypoctami, ktoré prenechavame ¢itatelovi.

Zrejme vektor w € U ako aj linearne zobrazenie ¢ s podmienkou vety urcené
jednoznaéne. Zobrazenie ¢ = f < f(0) nazyvame linedrnou castou a vektor u = f(0)
absolitnym élenom afinného zobrazenia f. Piseme tiez f = ¢ 4 u.

Afinné zobrazenia st tak zovseobecnenim funkeii f: K — K tvaru f(x) = ax + b,
kde a,b € K, ktoré (najmé v pripade K = R) v matematickej analyze nazyvame
linearnymi, na viacrozmerné vektorové priestory.

8.5.3. Dosledok. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K. Potom
(a) Iubovolna translacia priestoru V je afinné zobrazenie;
(b) Iubovolné linedrne zobrazenie ¢: V — U je afinné;
(c¢) afinné zobrazenie f: V — U je linedrne prave vtedy, ked f(0) = 0.
8.5.4. Tvrdenie. Nech U, V, W st vektorové priestory nad polom K a g: W — V,

f:V — U su afinné zobrazenia. Potom aj ich kompozicia f o g: W — U je afinné
zobrazenie.

Dokaz. Hoci priamym vypoctom mozno overit, ze f o g zachovava afinné kombinacie,
podame radsej dokaz zalozeny na vete 8.5.2, ktory nam poskytne informéaciu navyse.

Nech f=p+u,g=v+v,kde ¢p: V = U, p: W — V st linearne zobrazenia a
u = f(0), v = g(0). Potom pre z € W s vyuzitim linearity ¢ dostavame

(fog)(z) =p(d(2) +v) +u=(pod)(z) +¢(v) +u
Teda f o ¢ je afinné zobrazenie zlozené z linearneho zobrazenia o o ¢ a posunutia o

vektor ¢(v) + w.

Vzorec odvodeny v nasom dokaze stoji za zaznamenanie. Pre linearne zobrazenia

v: W =V, p: V= U avektory v € V, u € U plati
(ptu)o(¥ +v)=(pot)+(pv+u)
8.5.5. Tvrdenie. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K, f: V — U je
afinné zobrazenie a M C V., N C U st afinné podpriestory. Potom f(M) je afinny
podpriestor v U a f~'(N) je afinny podpriestor vo V alebo prézdna mnoZina.
Dokaz. Nech f = ¢+ u, kde ¢ je linearna ¢ast f a w = f(0). Nech dalej M = p+ 9,
N=gq+T, kdepe M,qe NaSCV,TCU st linearne podpriestory. Potrebny
zaver vyplyva z tvrdeni 6.1.3, 8.2.2 a nasledujucich rovnosti
F(M) = f(p) + ¢(5),
FUN) = { z+ ¢ HT), kde z € V je lubovolné také, Ze ¢(z) = q Su,

ktorych dokaz prenechavame ¢itatelovi.

0, ak neexistuje z € V také, ze p(z) = ¢ Su,

KedZe kazdé posunutie je bijekcia, afinné zobrazenie f = o +wu: V — U s linearnou
¢astou ¢ je injektivne prave vtedy, ked ¢ je injektivne. Podobne, f je surjektivne prave
vtedy, ked ¢ je surjektivne. Z toho uz priamo vyplyvaju dalsie tri vysledky.

Prvy z nich zovSeobecnuje vetu 6.2.3 o dimenzii jadra a obrazu.
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8.5.6. Veta. Nech f: V — U je afinné zobrazenie, pricom V je konecnorozmerny
vektorovy priestor. Potom pre Iubovolné y € Im f plati

dimV = dim f~*(y) + dim Im f.

Afinnou transformaciou vektorového priestoru V nazyvame Iubovolné afinné zob-
razenie f: V — V. Aj pre afinné transformacie plati obdoba dosledku 6.2.4.

8.5.7. Dosledok. Nech f: V — V je afinna transformacia konecnorozmerného vek-
torového priestoru V. Potom f je injektivna prave vtedy, ked je surjektivna.

8.5.8. Tvrdenie. Nech f: V — U je afinné zobrazenie s linearnou castou ¢ a ab-
solitnym ¢lenom w = f(0). Potom f je bijektivne prave vtedy, ked ¢ je bijektivne.
V tom pripade aj inverzné zobrazenie f~1: U — V je afinné a plat{

fl=e " o (u).

1

Teda f~' je kompoziciou linedrneho zobrazenia ¢~ a posunutia o vektor <p~1(u).

Nech U, V st kone¢norozmerné vektorové priestory a a, 8 st bazy v U resp. vo V.
Rozsirenou maticou afinného zobrazenia f: V' — U s linearnou castou ¢ a absolutnym
¢lenom w vzhladom na bazy 8, a nazyvame blokovi maticu

(fles = ()ap|(wa).

Ak teda dimU = m, dimV = n, A = (¢)a,s je matica linearneho zobrazenia ¢
v bazach 8 = (v1,...,v,), @ a @ = (u)s st suradnice vektora w v baze a, tak
rozsirenou maticou afinného zobrazenia f v bazach 8, a je blokova matica

(f)a,,@ = <(99v1)0¢7 SRR (@vn)a | (u)a> = (A | a) S IX’mX(n—H).

Stradnice bodu ® € V v béaze B a stradnice jeho obrazu f(@) € U v baze a st tak
spojené rovnostou

(f#)a = (¢lap - (@)p + (U)a = A (T)a +a.

Samozrejme, ak f je linearne zobrazenie, t.j. ak f = ¢ a v = 0, nema vyznam
rozéirovat maticu (¢)a,g 0 nulovy stipec.

Z tvrdenia 8.5.4, presnejsie z formuly odvodenej pocas jeho dokazu, a z tvrde-
nia 8.5.8 s pouzitim vysledkov paragrafov 6.4 a 7.2 vyplyva nas zaverecny vysledok.

8.5.9. Tvrdenie. Nech U, V, W st konecnorozmerné vektorové priestory nad polom
K a «, 3, v st nejaké bazy priestorov U, V, resp. W.
(a) Ak g: W — V, f:'V — U st afinné zobrazenia, ktoré maji v prislusnych
bézach rozsirené matice (¢)g~ = (B|b), (f)as = (A]|a), tak ich kompozicia
fog: W — U ma v bazach =, o rozsirentt maticu

(fod)ay=(A-B|Ab+a).

(b) Ak f:V — U je afinné bijekcia s rozsirenou maticou (f)a,g8 = (A|a) v bézach
B3, «a, tak k nej inverzné zobrazenie je afinna bijekcia f~': U — V, ktora ma
v bazach a, B rozsirent maticu

(f_l)ﬁ’a =(A7"| A" a).
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CVICENIA

1. Dokézte postupne zévereéné styri podmienky z tvrdenia 8.2.2.

. Nech V je vektorovy priestor nad polom K.

(a) Tri afinne nezéavislé body po, p1,p2 € V sa nazyvaja nekolinedrne. Dokdzte, %e po, p1, p2
st kolinedrne prave vtedy, ked leZia na jednej priamke.

(b) Podobne, styri afinne nezdvislé body po, p1,p2,p3 € V sa nazyvaji nekomplandrne. Do-
kézte, Ze po, p1, p2 P3 s komplandrne prave vtedy, ked leZia v jednej rovine.

. Nech V je vektorovy priestor nad polom K a pg,p1,...,Pn,q € V. DokdZte postupne nasledu-
jace tvrdenia:
(a) Body po,p1,...,Pn st afinne nezdvislé prave vtedy, ked pre nejaké (fubovolné) : < n st
linedrne nezavislé vektory p; — p;, kde j € {0,1,... ,n} ~ {i}.

(b) g € L(po,p1,...,pn) prave vtedy, ked ¢ — po € [p1 — po,...,Pn — po]. Odvodte z toho obe
rovnosti z tvrdenia 8.2.4.

(c) Ak body pg,pi,...,pn st afinne nezéavislé, tak ¢ € £(po,p1,...,Pn) prave vtedy, ked
vektory p1 — po,...,Pn — Po,q — po s linedrne zavislé.

. Vo vektorovom priestore R* sti dané body po = (1,1,2,2)7, p1 = (0,1,0, )T, p» = (1,2,0,3)7
aq=1(0,2-42)7" r=(-1,2,—-4,1)7.

(a) Zistite, ¢i plati g € £(po, p1,P2), * € £(po,P1,P2).

(b) Vypotitajte dimenzie afinnych podpriestorov ¢(pg, p1, p2), {(po, p1,p2,q), {(po, P1, P2, 7).
(c) Vypocitajte dimenzie afinnych podpriestorov {(po, p1,p2) NL(g, r), {(po,p1,p2)UL(g,r) a
uréte vzdjomna polohu afinnych podpriestorov £(po, p1,p2), £(q, r).

(d) Vypodéitajte dimenzie afinnych podpriestorov £(po, p1) N €(q, ), {(po,p1) U ¢(q, r) a urlte
vz4jomni polohu afinnych podpriestorov £(po, p1), £(gq, 7).

. (a) Najdite priklad troch priamok v R3 tak, aby lubovolné dve z nich boli mimobezné.

(b) Dokézte, Ze priamka a rovina v trojrozmernom vektorovom priestore nemé6zu byt mi-
mobezZné.

(c) Vo vektorovom priestore R* najdite priklad mimobe#nej priamky a roviny.

(d) Dokézte, ze dve roviny vo Stvorrozmernom vektorovom priestore nemézu byt mimobezZné.
(e) N4jdite priklad dvoch mimobe#nych rovin v R>.

. Nech pg, p1, p2, p3, ps st Tubovolné afinne nezéavislé body vo vektorovom priestore V nad
polom K. Potom roviny ¢(po, p1,P2), P4+ +[P2 — Po, P3 — po] st ¢iastolne rovnobezné. Dokazte.

. Repér vo vektorovom priestore sa zvykne definovat ako usporiadané (rn+ 1)-tica afinne nezavis-
Iych bodov p = (ro,71,...,7,) € VP11 takd, #e {(ro,71,...,7,) = V, pripadne ako usporia-
dana (n + 1)-tica (r,8) = (r,v1,...,v,) € V?T1 pozostévajica z lubovolného bodu » € V a
bézy 8 = (v1,...,vs) vektorového priestoru V. Dokézte nasledujice dve tvrdenia:

(a) Nech p = (rg,71,...,7,) je usporiadnd (n + 1)-tica bodov z V. Potom p je repér vo V
v zmysle prvej definicie, prave vtedy, ked 8 = (r1 — rg,..., 7, — 1) Je baza vektorového
priestoru V', t.]. prave vtedy, ked (ry,3) je repér v zmysle druhej definicie.

(b) Nech r je bod z V a 8 = (v1,...,v,) je usporiadané n-tica vektorov z V. Potom (», 3) je
repér v zmysle druhej definicie prave vtedy, ked p = (», 7+ v1,...,7 + v,) je repér v zmysle
prvej definicie.

7 toho dévodu nie je potrebné rozlisovat medzi repérmi v zmysle jednej ¢&1 druhej definicie.

. Nech p = (r,8) je repér vo vektorovom priestore V nad polom K. Afinnymi siradnicami
bodu ® € V wzhladom mna repér p nazyvame stradnice vektora & — r vzhladom na bazu 3,
éize (@)p = (® — r)g. Ak je repér p znamy z kontextu, hovorime len o afinnych sdradniciach
bodu ®. DokéZte postupne nasledujiice tvrdenia:

(a) (0,¢), kde € = (e1,...,e,) je kanonickd béza, je repér v. K™ a pre kazdé & € K" plati
(w)(o,a) =

(b) Body repéru p = (vo, 71, ..., 7,) maji vzhladom na tento repér afinné stiradnice (rp)p = 0,
(T1)p =é€e1, ..., (Tn)p = éyn.

(¢) Ak dimV =n a p = (v, 3) je repér vo V, tak predpisom & — (x), je definované bijektivne
afinné zobrazenie V. — K™ a pre kazdé € V, ¢ = (c1,...,cn)T € K™ plati

z=7r+03 (x)p, (r+8-cp=c
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V R3 st dané body ro = (5,2, )T, 71 =(0,2,1)°, 7o = (5,0,2)7, r3 = (5,2,0)7".

(a) Dokéazte, %e p = (v, 71, 72,73) je repér v R3.

(b) Najdite afinné stradnice bodov & = (4,4, —3)T, y = (=5,-2,-1)7, 2 = (0,0,0)” vzhladom
na repér p.

(c) N4jdite body p, g, 7, ak poznéte ich afinné stiradnice (p)p = (0,2, )7, (g)p = (—1,1,-1)7,
(r)p =(0,0,0)T.

Nech # = (p, ), p = (v, 3) st dva repéry vo vektorovom priestore V nad polom K. Potom
afinné stradnice Tubovolného bodu ® € V vzhladom na tieto repéry st zviazané vzfahom

(®)m = Payg (2 = P)g = Pag - ((&)p — (P)p),
kde P, g je matica prechodu z bazy 8 do bazy a. Dokézte.
Dokézte tvrdenie 8.5.1. (Ndvod: Modifikujte d6kaz tvrdenia 8.2.1.)
Dokézte podmienky (1), (2) z dokazu tvrdenia 8.5.2.
Dopliite vynechané dokazy oboch rovnosti z dékazu tvrdenia 8.5.5.
Na zaklade tvrdenia 8.5.5 dopliite dékazy vety 8.5.6, dosledku 8.5.7 a tvrdenia 8.5.8.

Predpokladajme, Ze dvaja pozorovatelia P a P’ popisuji udalosti v éase a v trojrozmernom
priestore vzhladom na po dvoch rovnobeZné a rovnako orientované stradné osi x, y, z, resp.
z', y', 2/, pricom poédiatok stiradnej ststavy pozorovatela P’ mé z hladiska pozorovatela P
v ¢ase t = 1o, zodpovedajlicom ¢asu t’ = 0 pozorovatela P’  stiradnice (x0, 4o, 20)” . Nech navyse
pozorovatel P’ sa vzhladom na pozorovatela P pohybuje rovnomerne priamoéiaro rychlostou
v = (vg, vy, v:)T (pozri priklad 6.4.7 a cvicenie 6.14).

(a) Odvodte tvar Galileovej transformdcie, ktorou st za tychto okolnosti v klasickej (t.].
v nerelativistickej) fyzike zviazané Easopriestorové siradnice bodovych udalost{ z hladiska po-

zorovatelov P resp. P’

t =t —tg, 2 =2 — 29 — vpt, y/:y—yo—vyt, 2/ =2 — 29 — v,t.

Nahliadnite, Ze ide o afinn( transformdciu s rozsirenou maticou (G | — $0), kde G4 je matica
Galileovej transformécie z cvi¢enia 6.14 a so = ({0, %0, y0,20)" .
(b) Nech f,g: R* — R* st Galileove transforméacie s roz&irenymi maticami (G | — 8g) resp.
(G| — 81), kde v, w € R3, 87,81 € R*. Néjdite roziirenti maticu kompozicie afinnych zob-
razeni f o g a roz&frent maticu inverzného zobrazenia f~!. Dokéizte, Ze ide opat o Galileove
transformécie uvedeného typu a vysvetlite fyzikilny vyznam ziskanych vysledkov.

Nech U, V st vektorové priestory nad polom K. Ozna¢me A(V,U) mnozinu vsetkych afinnych
zobrazeni f: V — U. DokéZte postupne nasledujice tvrdenia:

(a) A(V,U) s operaciami sultu a skaldrneho ndsobku definovanymi po zlozkdch tvori linedrny
podpriestor vektorového priestoru UY. A(V,U) navySe obsahuje vektorovy priestor £(V,U)
vietkych linearnych zobrazeni ¢: V — U ako svo] linedrny podpriestor. (Pozri priklad 1.6.5 a
tvrdenie 6.5.1.)

(b) Priradenim f — (f — f(0), f(0)) je definovany linedrny izomorfizmus vektorovych priestorov
AV, U) — L(V,U) x U (pozri priklad 1.6.4).

(c) Nech a, B st nejaké bazy priestorov U resp. V. Potom priradenim f +— (f)n,g je dany
linearny izomorfizmus vektorovych priestorov A(V,U) — K7 X(n+1),

(d) Predpokladajme, ze U, V st konefnorozmerné a dimU = m, dimV = n. Odvodte, & uz
z (b) alebo z (c), Ze potom aj A(V,U) je koneénorozmerny a dim A(V,U) = m(n + 1).

(e) Ak V je kone¢norozmerny, tak jeho dual V* = £(V, K) tvor{ nadrovinu v A(V, K) (pozri
text tesne pred tvrdenim 6.5.3).



