7. INVERZNE MATICE A ZMENA BAZY

V tejto kapitole zavedieme pojem inverznej matice k danej stvorcovej matici a dame
ho do stivisu s pojmom inverzného linearneho zobrazenia. f)alej sa nauc¢ime pocitat
inverzné matice a matice prechodu z jednej stradnej bazy do druhej. Nakoniec presku-
mame vplyv zmeny bazy na maticu linearneho zobrazenia. Za¢neme vsak s pojmom
hodnost: matice, ktory nam umozni rozhodnat o existencii inverznej matice a — ako
uvidime neskor — bude nam este velakrat uZitocny.

V celej kapitole K oznacuje pevné pole, m, n, p su kladné celé ¢isla.

7.1. Hodnost matice

V tomto paragrafe je potrebné rozlisovat medzi vektorovymi priestormi riadkovych
resp. stlpcovych vektorov. Nebudeme teda pouzivat nespecifikované oznacenie K",

1xXn

ale priestor riadkovych vektorov budeme znac¢it K a priestor stipcovych vektorov

K-t
Pripomenme, Ze r;(A) € K'™" oznatuje i-ty riadok a s;(A) € K™*! zase j-ty

stipec matice A = (a;; )mxn. Tto maticu teda moézeme zapisat v blokovych tvaroch

r(A)

Riadkovou hodnostou h,(A) matice A nazyvame dimenziu linearneho podpriestoru

1xXn

vektorového priestoru K generovaného riadkami matice A. Podobne, stl/pcovou

hodnostou hs(A) matice A nazyvame dimenziu linearneho podpriestoru vektorového

m X1

priestoru K generovaného stlpcami matice A. Teda

ho(A) = dim[ry(A), 72(A), ..., ¢rm(A)],
hy(A) = dim[s, (A), s2(A), ..., s,(A)]

nxl K™ linedrne zobrazenie dané predpisom p(x) = A - @ pre

Ozna¢me @: K
x € K" Pripomenme, e hodnostou linedrneho zobrazenia ¢ nazyvame dimenziu
jeho obrazu, t.j. h(p) = dimIm ¢. V nasom pripade zrejme plati h(¢) = hs(A), kedze

linearny podpriestor Im ¢ € K™*! je generovany stlpcami matice A.

7.1.1. Lema. Nech A € K™*",
(a) Nech matica B vznikne 7z matice A vykonanim jednej (inak Iubovolnej) ERO.
Potom [r1(A),r2(A),...,rn(A)] =[ri(B),r2(B),...,r,(B)].
(b) Nech matica C vznikne 7z matice A vykonanim jednej (inak Iubovolnej) ESO.
Potom [s1(A), s2(A),...,s,(A)] = [51(C), s2(C),...,s,(C)].
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Dokaz. Zrejme pre lubovolné vektory uy,...,ur v kazdom vektorovom priestore V' a
Iubovolny skalar ¢ € K plati:

[Wr, e Uy U, U = (U, U, W, W],
(Wi, Wiy ] = Uy, ..o, cuy, . wg] (ak ¢ # 0),
(W1, Uy Uy U] = (U, Wy, UG U, U]

7.1.2. Tvrdenie. Pre kazdua maticu A € K™*" plati h.(A) = hs(A).

mxn

Dokaz. Upravme A pomocou ERO na redukovany stupnovity tvar B € K a
ozna¢me k pocet nenulovych riadkov v matici B. Podla prave dokazanej lemy plati
[r1(A),...,rn(A)] = [r1(B),...,rn(B)]. Preto tiez h,(A) = h,(B). KedZe nenulové
riadky matice B s zrejme linedrne nezavislé (rozmyslite si preco), h.(B) = k, ¢o
je vlastne pocet stipcov matice B, v ktorych sa nachadza vedici prvok nejakého
jej riadku. Oznac¢me 1 < j; < ... < 75 < n indexy tychto stipcov. Podla tvrde-
nia 4.5.3 vektory s;, (A), ..., s; (A) st linearne nezavislé a plati [s1(A),...,s,(A)] =
[s;,(A),...,s;, (A)]. Preto tiez hs(A) = k = h,(A).

KedZe riadkova a stipcové hodnost fubovolnej matice A splyvaji, tiito ich spoloénii
hodnotu budeme odteraz znacit jednoducho h(A) a nazyvat hodnostou matice A.
Zrejme pre A € K™*" je h(A) < min(m,n).

Prave vykonané tivahy maji dva bezprostredné dosledky.

7.1.3. Tvrdenie. Nech A € K™*". Potom h(A) = h(AT).

7.1.4. Tvrdenie. Nech uq,...,u, € K™ st [ubovolné vektory a A € K™*" je
matica takd, ze s;(A) = u; pre 1 <j < n. Potom
(a) uy,...,u, st linedrne nezavislé prave vtedy, ked h(A) = n;

(b) [uy,...,u,] = K™*! prave vtedy, ked h(A) = m.

Vsimnite si, Ze pripad (a) moZe nastaf iba vtedy, ked n < m; naopak, (b) moze
nastat jedine za predpokladu m < n.

Sami si sformulujte a premyslite analogické tvrdenia pre riadkové vektory.

Este si dokazeme jeden odhad hodnosti siéinu matic pomocou hodnosti jednotli-
vych ¢initelov.
7.1.5. Tvrdenie. Nech A € K™*" B € K"*P. Potom

h(A - B) <min(h(A),h(B)).

Dokaz. Oznaéme @: K" — K™ 1: KP — K" linearne zobrazenia dané predpismi
o) =A -2 prex € K" resp. (y) = B -y pre y € KP. Zrejme Im(p o) C Im ¢,
preto

hA-B)=h(po) < hip)=h(A).

S vyuzitim toho druhy potrebny odhad uz dostaneme priamym vypoétom

WA-B)=h((A-B)")=n(B" - AT) <n(BT) = n(B).
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7.2. Inverzné matice a inverzné linearne zobrazenia

Nech A € K™ " t.j. A je §tvorcova matica typu n X n. Inverznou maticou k matici
A rozumieme maticu B € K™*" taku, ze

A-B=1,=B"A.

Zrejme k danej $tvorcovej matici A existuje najviac jedna inverzna matica (rozmyslite
si prefo). Tdto jednoznaéne uréentt maticu (ak existuje) budeme znaéit A=!.

Nasledujtca veta je bezprostrednym dosledkom stvisu medzi linearnymi zobraze-
niami a ich maticami.

7.2.1. Veta. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K a dimU = dimV = n.
Nech dalej o, B su nejaké bazy v U, resp. vo V a A = (¢)a,s je matica linedrneho
zobrazenia p: V — U vzhladom na bazy 3, a. Potom k matici A existuje inverzna
matica A™! prave vtedy, ked k zobrazeniu ¢ existuje inverzné zobrazenie 1. V tom
pripade A™! je maticou linedrneho zobrazenia ¢~ ': U — V vzhladom na bazy a, 3,
t. J.

AT = ((Pag) = (07 ) g0

nxXn

Hovorime, Ze stvorcova matica A € K je reguldrna, ak k nej existuje inverzna

matica A™!; v opaénom pripade hovorime, ze A je singuldrna.
7.2.2. Veta. Matica A € K"*" je regularna prave vtedy, ked h(A) = n.

Dokaz. Oznaéme ¢: K™ — K" linedrnu transforméciu dant predpisom p(x) = A - @
pre € K". K matici A existuje inverzna matica A~! préave vtedy, ked k zobraze-
niu ¢ existuje inverzné zobrazenie ¢!, t.j. prave vtedy, ked ¢ je bijekcia. Podla
dosledku 6.2.4 to nastane prave vtedy, ked ¢ je surjekcia, ¢ize Imp = K™, ¢o je
ekvivalentné s rovnostou dimIm ¢ = n. Na dokoncenie dokazu si sta¢i spomentt, ze

h(A) = h(p) = dimIme.

Z praktickych dovodov bude uzitoéné si uvedomit, Ze na to, aby sme sa presveddéili,

(X stadl overit len jednu (a to

7e matica B € K™ " je inverzna k matici A € K

hocktort) z rovnosti A- B=1,, B- A =1,.

7.2.3. Tvrdenie. Pre lubovolné A, B € K"*" plati A - B = I,, prave vtedy, ked
B-A=1,.

Dokaz. Oznacme @, 1p: K™ — K7 linearne transformacie dané pre & € K" pred-
pismi p(x) = A - @, resp. (&) = B -@. Nech A- B = I,. To nastane prave
vtedy, ked ¢ 0t = idgn. Z toho vyplyva, Ze ¢ je surjekcia a @ je injekcia (pozri
paragraf 0.3). KedZe o, ¢ s linedrne transformécie koneénorozmerného vektorového
priestoru, podla dosledku 6.2.4 to znamena, Ze ¢ aj i si1 bijekcie, teda linearne izomor-
fizmy, a ) = ¢~ !. Potom viak B = A™!, preto tiez B- A = I,,. Obratena implikicia
vyplyva zo symetrie tvrdenia.

S vyuzitim posledného tvrdenia si ako cvicenie overte nasledujice vzorce, z ktorych
uz vyplyva zvysok tvrdenia.

7.2.4. Tvrdenie. Nech A, B € K"*" st reguldrne matice. Potom aj matice A™*,

A-Ba AT si regularne a plati:
(a)'=4 @B =BT A" (A=)
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7.3. Realizacia ERO a ESO pomocou nasobenia matic

Prakticky vsetky ulohy linearnej algebry, s ktorymi sme sa doteraz stretli, sme riesili
tak, Ze sme dant situaciu reprezentovali nejakou vhodnou maticou, t sme dalej po-
mocou ERO upravili na redukovany stupnovity tvar a tento vysledny tvar sme potom
interpretovali v zavislosti na charaktere povodnej tilohy. Prezradme uZ vopred, Ze za-
tial sme vSetky tlohy, ktoré sa riesia ipravou matic pomocou ERO pripadne ESO,
zdaleka nevycerpali. Naopak, tato metéda nas bude v linearnej algebre neustale spre-
vadzat.

Skor nez pristipime k dalSiemu vyuZitiu tejto metody, tentoraz pri vypocte in-
verznej matice, vSak bude potrebné si uvedomit, ze ERO aj ESO moZno realizovat
pomocou nasobenia matic.

7.3.1. Tvrdenie. Nech A € K™*",

(a) Nech B € K™*" vznikne z A vykonanim jednej (inak Iubovolnej) ERO. Oznac-
me FE maticu, ktora vznikne z matice I, vykonanim tej istej ERO. Potom
B=F- A.

(b) Nech C € K™*" vznikne z A vykonanim jednej (inak Iubovolnej) ESO. Oznac-
me F maticu, ktora vznikne z matice I,, vykonanim tej istej ESO. Potom

C=A-F.

Dokaz. Mozno overit priamym vypoctom pre kazdy jednotlivy druh ERO resp. ESO.
Ako cvicenie si to skuste napr. pre maticu A typu 3 x 2, resp. 3 x 3.

Stvorcové matice E € K" ktoré vzniknl z jednotkovej matice I,, vykonanim
jedinej ERO alebo ESO, nazyvame elementdrne matice. Posledna veta teda hovori, ze
Iubovolni ERO (ESO) na matici A mozno realizovat vynasobenim matice A vhodnou
elementarnou maticou E zlava (sprava).

7.4. Vypocet inverznej matice

Navod na vypocet inverznej matice k danej stvorcovej matici A € K™*" si mozno

najlahsie zapamatat v tvare nasledujticej schémy:

(A1) &4 (I, | A",
Tento postup ma navyse t vyhodu, Ze sa nemusime vopred starat, ¢i inverzna matica
k matici A existuje alebo nie. Ak A™! existuje, tak ju nakoniec vypoéitame, ak
neexistuje, tak to odhalime pocas nasho vypoctu a dalej v nom nebudeme pokracovat.
Cely postup si teraz vysvetlime trochu podrobnejsie.

Blokova matica (A | I,,) vznikne tak, Ze matice A a I, jednoducho napiseme vedla
seba. Tito maticu teraz budeme upravovat pomocou ERO tak, aby sme v lavej ¢asti
z matice A dostali jednotkovi maticu I,,. Akonahle sa nam to podari, matica v pravej
¢asti vyslednej blokovej matice je uz hladand matica A~™'. Ak sa nam to nepodari,
t.j. matica A nie je riadkovo ekvivalentnd s jednotkovou maticou (¢o nastane prave
vtedy, ked h(A) < n, a spozname to podla toho, Ze sa nam v lavej Casti objavi nejaky
nulovy riadok), tak inverzna matica k matici A neexistuje.

Korektnost uvedeného postupu vyplyva z nasledujiceho o¢ividného tvrdenia a sku-
to¢nosti, ze ERO mozno reprezentovat nasobenim elementarnymi maticami zlava.
Taktiez tu hra talohu fakt, ze pre B € K"*" plati B = A™! prave vtedy, ked
B-A=1,, uvedeny v tvrdeni 7.2.3.
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7.4.1. Tvrdenie. Nech A € K"*" a Ey,FE,, ..., E, € K™*" st elementarne matice
také, e Ey -...-Ey - E,-A=1,. Potom A~ = E;-...-E, - E;.

Poznamenajme, Ze k rovnakému cielu vedie tieZz postup reprezentovany schémou:

() 4 (4)

Rozmyslite si preco a sformulujte prislusné tvrdenie.

Z prave vykonanych tvah vyplyvaja nasledujiice tri dosledky. Posledny z nich je
¢iastoénym obratenim odhadu hodnosti si¢inu matic za predpokladu regularity aspon
jedného z ¢initelov.

7.4.2. Tvrdenie. Matica A € K"*"je regularna prave vtedy, ked ju mozno rozlozit
na sucin A = FE, -...- Ey konecného poctu elementarnych matic B, ..., E, € K™*",

7.4.3. Tvrdenie. Pre lubovolné A, B € K™*"™ plati:
(a) A je riadkovo ekvivalentnd s B prave vtedy, ked existuje reguldrna matica
P e Km*™ taka, ze A= P - B;
(b) A je st]/pcovo ekvivalentna s B prave vtedy, ked existuje reguldrna matica

Q c K" takd, ¢ A= B - Q.

7.4.4. Tvrdenie. Nech A ¢ K™*" P ¢ K™*™ Q € K"*", pricom P, Q su
regularne matice. Potom

WA)=h(P-A) =h(A-Q)=hP A Q)

Trochu vseobecnejsie mozno uvedené ivahy pouZit na nasobenie lubovolnej matice
vhodného rozmeru maticou A1 (ak existuje) zlava resp. sprava. Tieto operécie mozno
uskutocénit pre regularnu A € K"*" a Iubovolné B € K"*™ C € K™*" podla
nasledujtiicich schém:

(A|B) &8 (I, |A™ - B),

(&) 5 ()

Este si vSimnime, Ze v Specialnom pripade sme nieco podobné vlastne robili uz
déavno, pri rieSeni stustav linearnych rovni apravou na redukovany stupnovity tvar
pomocou ERO. Aj tento postup totiz mozno vyjadrit pomocou schémy

(A]b) &2 (B e),

ktorda méa pre regularnu A € K™*" tvar

(A|b) & (1,1 A" -b).

Ako vedlajsi produkt nasich ivah tak dostavame nasledujici vysledok o rieseni stistav

n linedrnych rovnic o n neznamych.

7.4.5. Veta. Nech A € K"*" bec K". Ak A je regularna, tak sistava A-x = b ma
jediné riesenie & = A~! - b.
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7.5. Matica prechodu

Nech V je vektorovy priestor nad polom K a a = (u1,...,uy,), 8 = (v1,...,0,) st
jeho dve bazy. Maticou prechodu z bazy B do bazy a nazyvame maticu identického
zobrazenia idy : V' — V vzhladom na bazy 8, a, ktort znaéime P, g. Teda

Py g = (idy)a,s-

Podla definicie matice linedrneho zobrazenia vzhladom na dané béazy (pozri para-
graf 6.4), stlpce matice prechodu P, g st tvorené stiradnicami vektorov bazy 8 vzhla-
dom na bazu o, t.j. s;(Pag) = (vj)a pre 1 <j < n. Teda

Pa,,@ = <(’01)a,(’02)a, .- -7(vn)a>7

a podla vety 6.4.1 je tato matica jednoznac¢ne uréena podmienkou transformacie stirad-
nic

(@)a = Pap - (2)g
pre Iubovolné & € V.
Ak do zrejmej rovnosti @ = a - () (pozri paragraf 5.3) budeme za @ postupne
dosadzovat vektory wy,...,v, bazy B, s vywiitim vztahu pre stlpce stcinu matic
z paragrafu 2.3 dostaneme

pre kazdé 1 < j < n. Tym sme dostali dal$i doleZity vztah, ktory jednoznacne charak-
terizuje maticu prechodu Py g:

a-Pa,ﬁ :ﬁ.

(Podotykame, Ze siéin o - Py g treba chapat v zmysle paragrafu 2.3.)
Zhrnutim vykonanych tivah dostavame tri ekvivalentné charakterizacie matice pre-

chodu.

7.5.1. Tvrdenie. Nech «, B st bazy n-rozmerného vektorového priestoru V. nad
polom K. Potom pre Iubovolnt maticu P € K"™*™ nasledujice podmienky su ekvi-
valentné:
(i) P = (idy)a,g, t.j. P je matica prechodu z bazy 3 do bézy a;
(ii) ()o = P - (x)g pre kazdé & € V;
(iii) - P = 3.
Z definicie matice prechodu a vety 6.4.2 okamzite vyplyvaju nasledujice rovnosti.

7.5.2. Tvrdenie. Nech «, 3, v st bazy konecnorozmerného vektorového priestoru
V' nad polom K. Potom

PO{,O{ = In7 P,B,O{ = Pan@_17 PO{,,B ) P,B,‘Y = Paa77

Z druhej z uvedenych podmienok vidno, Zze matica prechodu P, g je vidy regquldr-
na. TaktieZ naopak, kazdé regularna matica P € K™*"
vhodnou dvojicou baz.

je maticou prechodu medzi
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7.5.3. Tvrdenie. Nech V' je n-rozmerny vektorovy priestor nad K a P € K"*™ je
Iubovolna regularna matica. Nech o = (uq,...,uy) je nejaka baza vo V. Polozme
v;=P uj, w; =P ! ujprel <j<n,adalej

B =(vi,...,v,) =" P, ~=(wy,...,w,) = P71
Potom P je maticou prechodu z bazy 3 do bazy a a taktiez z bazy o do bazy =, t. j.
P=P,3=P,,.
Specidlne, P je maticou prechodu z bézy (51(P),...,8,(P)) dobézye = (e1,...,ey,)
v K" a taktieZ z bézy € do bazy (s1(P™'),...,s,(P™1)).

V pripade, ked V = K™ je priestor stipcovych vektorov, mozno kazda jeho bazu a
stotoznit s prislusnou regularnou maticou, ktorej stlpcami st vektory danej bazy. Pri
takomto stotoZneni je navod na vypocet matice prechodu obsiahnuty v nasledujticom
tvrdeni.

7.5.4. Tvrdenie. Nech a = (u1,...,Uy), B8 = (v1,...,0,) st dve bézy st]/pcového
vektorového priestoru K". Potom Pog = a™!- 3.

Dokaz. 7 podmienky a - Py g = 3 okamzite vyplyva pozadovana rovnost.

To nam dava navod na vypocet matice prechodu pre bazy a, 3 vektorového prie-
storu K™ podla uz znamej schémy

(a|B) &2 (I | Pag) = (¢]a™' - B).

7.6. Matice linearneho zobrazenia vzhladom na rozne bazy

V tomto ¢lanku sa budeme zaoberat vplyvom zmeny baz na maticu linearneho zob-
razenia, presnejsie, vztahom medzi maticami daného linearneho zobrazenia vzhladom
na rozne dvojice baz.

7.6.1. Veta. Nech Vi, V5 st konecnorozmerné vektorové priestory nad polom K,
w: Vi — V5 je linearne zobrazenie, oy, (31 st dve bazy priestoru Vi a o, B9 st dve
bazy priestoru V. Potom

(9‘9),32,,31 = Pﬁ2,0¢2 ) (99)012,011 ) Pa1,,31'

Dokaz. Oznaéme A = (¢)ay,0,, B = (¢)8,,8, Mmatice linedrneho zobrazenia ¢ vzhla-
dom na bazy ay, g, resp. bazy 31, 2. Pre [ubovolné & € V; plati:

B (x)s, = (¢)g, = Pgy,a, (9T )as
= P,@2,0¢2 A (il?)al = P,@2,Ol2 “A- Pa1,,31 ’ (513),31.

Na zéklade vety 6.4.1 z toho okamzite vyplyva dokazovana rovnost

B = Pﬁ?aa2 ) A ) Palaﬁl'
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Poslednti transformadntt formulku si mozno najlahsie zapamatat pomocou nasle-
dujtceho diagramu:

(Vl,al) @ﬁé&)ﬁ (Vz,az)

P°<1751T lpﬁ27&2

(V1,B1) A (Va,B2)

Nezabudnite, Ze zobrazenia skladame ,,v obratenom poradi®, a tomu musi zodpovedat
aj ,obratené poradie” nasobenia matic!

7.6.2. Priklad. Nech ¢: K™ — K™ je linearne zobrazenie a a, B st nejaké bazy
priestorov K™ resp. K. Oznaéme A = (¢)a,8, M = ()c(m) ¢(n) matice zobrazenia ¢
vzhladom na bizy 8, a resp. vzhladom na kanonické bazy €™, (™. Podla posledne;j
vety plati:

A=P, o M- P.g,
M =P.ng A Py 0.

Ak stotoznime kazda bazu s regularnou maticou, ktorej stipce st vektory tejto bazy,
tak uvedené rovnosti nadobudnt tvar

A=a ' I, M- I]' - B=a' M-8,
M=I"'a-A-87' I,=a-A-37",

umoznujici priamy vypocet jednej z matic A, M na zaklade znalosti baz a, 8 a
druhej z nich.

PoloZme si teraz obratent otazku. Za akych podmienok st matice A, B € K™*"

maticami toho istého linedrneho zobrazenia ¢: V. — U vzhladom na nejaké dve
(moZno no nie nutne roézne) dvojice baz koneénorozmernych vektorovych priestorov
U, V7 Odpoved na nu dava nasledujiica veta.

7.6.3. Veta. Nech U je m-rozmerny a V je n-rozmerny vektorovy priestor nad
polom K. Potom pre lubovolné matice A, B € K™*"
ekvivalentne:

nasledujice podmienky st

(i) A, B st maticami toho istého linedrneho zobrazenia ¢:V — U vzhladom na
nejaké dve (mozno no nie nutne rézne) dvojice baz priestorov U, V;
(ii) existuju reguldrne matice P € K™*™, Q € K™"*" také, 7e B=P - A-Q;
(iii) h(A) = h(B).

Dokaz. Ekvivalencia (i) < (ii) je priamym dosledkom vety 7.6.1 a tvrdenia 7.5.3. Im-
plikicia (ii) = (iii) vyplyva z tvrdenia 7.4.4.

Zostava dokazat (iii) = (ii). Oznaéme h = h(A) = h(B). Pomocou ERO upravime
A aj B na redukovany trojuholnikovy tvar A' = P; - A, resp. B' = P, - B, kde P,
P, st regularne matice. Zrejme A', B’ maji rovnaky pocet nenulovych riadkov rovny
h. A" aj B’ mozno dalej pomocou ESO upravif na blokovy tvar

I, Onn—n
m—hh Om—hn—h

A”:A"Q1:<0 )ZBI'szBua
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kde @1, Q- st regularne matice. Sta¢i pomocou veducich prvkov jednotlivych riadkov
vynulovat prlpadne dalie nenulové prvky tychto riadkov a, ak treba vymenit poradle

niektorych stlpcov Potom P,-A-Q, =P, -B-Q,, teda B =P, L.P-A-Q- Q2
a matice P = P, LP.Q=Q - Q2 su zrejme regularne.

Na zaklade dokazu tejto vety okamzite dostavame zavereény vysledok.

7.6.4. Veta. Pre kazdé linearne zobrazenie ¢:V — U medzi konecnorozmernymi
vektorovymi priestormi nad polom K mozno zvolit bazu @ priestoru V a bazu a
priestoru U tak, Ze p ma vzhladom na bazy B, a maticu v blokovom tvare

(@) = I, Onn—n
B Om—nh Om—hn—n/’

kden =dimV, m =dimU a h = h(yp).

Sktste si tuto vetu dokazaf priamo a blizsie $pecifikovat bazy 8 a a. (Ndvod:
Spomente si na dokaz vety 6.2.3 o dimenzii jadra a obrazu.)

CVICENIA
1. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K a ¢: V — U je linedrne zobrazenie. Potom pre
lubovolné vektory vi,...,v, € V plati p[vi,...,v,] = [@(v1),...,v(vy)]. Dokdzte. Odvodte
z toho, e ak vi,...,v, generuju V, tak o(v1),...,o(vs) generuji Im . Speciélne, stipce

matice A € K™X" generuju linedrny podpriestor Ime C K™ kde ¢: K® — K™ je dané
predpisom ¢(z) = A - .

2. Ur&te hodnost matice A nad polom K:
(@ K=Rr,Aa=(227"); () K=C a= (3 2

30 1 34i 5451 4-2i
112 112

(c)K:Z7,A:<354>; (d)K:Zl7,A:<354>.
130 130

3. (a) Dokdzte vzorce z tvrdenia 7.2.4.
(b) Dokézte, Ze pre lubovolnt maticu A € K®X" ak,l € Nplati A% Al = Ak+l 5 (AR = AFL
(¢) Pre reguldrnu maticu A € K”*” rozsirte definiciu jej mocniny A* na Iubovovolny celo-
iselny exponent k a dokézte rovnosti A* - Al = AFHL (AR = AR pre vietky kI € Z
(porovnaj s cvi¢enim 2.13).
(d) Za akych okolnosti plati pre matice A, B € K”*” rovnost (A-B)* = A*. B* pre lubovolné
ke N7
(e) Za akych okolnosti plati pre reguldrne matice A, B € K”*” rovnost (A - B)* = B* . A*
pre lubovolné k € Z7
(f) Najdite priklad regularnych matic A, B € R?X? takych, #e vietky #tyri matice (A - B)™2,
(B-A)"2, A=2.B~? B~?. A2 si rbzne. D4 sa tato tloha riesif aj bez poéitania inverznych
matic?

4. Nech P € K"X" je reguldrna matica. Potom pre [ubovolné matice A € K™*" B ¢ K"X4
plati A(A - P) = h(A), h(P - B) = h(B). Dokéazte.

5. Zistite, & uvedend matica A nad polom K je reguldrna; v tom pripade vypoditajte k nej
inverznii maticu A~1:

321 126
(a)K:@,A:<421>; (b)K:R,AI(O 1 \/§>;
101 00 1
- _ (14210, - _ (142 1-i),
() K=, a= (110, (@ K=c a= (00

110 110
(e)K:Zz,A:<101>; (f)K:Zg,A:<101>.

011 011
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Pre matice A, B nad polom R vypoéitajte maticu C = A~! - B (ak A je regulérna):

@a=(721).B=(2120) (b)A:<z—;z§>,B:<_§2%>,

Ako sktisku spriavnosti vypoéitajte maticu A - C — mali by ste dostat B.

. Pre matice A, B nad polom R vypoéitajte matica C = A - B~! (ak B je reguldrna):

211 011 25 21
(a) A= [ -305 ), B=(025]; (by A=1{10 ’B:(zz)'
0 23 100 T4

Ako sktisku spriavnosti vypoéitajte maticu C - B — mali by ste dostat A.

8. N4 zaklade sktisenosti nadobudnutych v cvi¢eniach 5, 6 a 7 dokéZte tvrdenie 7.3.1.

9. N4jdite inverzné matice k maticiam R,, S, z prikladov 6.4.3, 6.4.4. Vysvetlite geometricky

10.

11.

12,

13.

14.

vyznam ziskanych vysledkov.

, 111 1 00
Bézy o, 3 vektorového priestoru R3 st tvorené stlpcami matic <0 1 1> resp. <—1 10 >
001 0 —11
(a) Najdite matice prechodu Pe o, Pg.e, Pa,g a P3 «.
(b) Vektor € R3 mé vzhladom na bazu B stradnice (2,7,1)7. Najdite vektor @ ako aj jeho
stradnice vzhlfadom na bazu a.

, 101
Béza o vektorového priestoru R3 je tvorend stlpcami matice <2 1 3>. Najdite bazy 3, v
021
) ) 121 010 )
priestoru R3, ak poznéte matice prechodu P,pg = <2 1 2> a Py o = <2 01 > Vypoditajte
101 111

matice prechodu Pz 4 a Py g.

Lineérne zobrazenie ¢: R3 — R* je dané predpisom ¢(z,y,2)” = (z +y, 2 —y,3x+y+2,2)T.
(a) N4jdite maticu zobrazenia ¢ vzhladom na bazy B priestoru R® a « priestoru R* tvorené

01 01
1 . bl 1-11 -1
stlpcami matic [ 123 ) resp. | [ 77, S |
149
00 01
(b) Nech @ = (1, —4,3)T € R3. Najdite stradnice vektora ¢(a) € R* vzhladom na bézu .
(c) Vektor y € R3 mé vzhladom na bazu 3 stradnice (1,1,1)7. Najdite vektor ¢(y) € R%.
(d) Kazda z Gloh (b), (¢) moZno riesit dvoma spdsobmi — vysvetlite ako.
(e) Uréte hodnost h zobrazenia ¢ a najdite nejaké bazy priestorov R3, R* vzhladom na ktoré

o o ) . Napiste explicitne t(ito maticu.

mé matica ¢ blokovy tvar (

Linearne zobrazenie 1) : R* — R3 m4 vzhladom na bazy 3 priestoru R* a a priestoru R? tvorené

11 11
, 1-10 0507
. . 1010 : _
stlpcami matic resp. | 0 1 —1 ) maticu A=[1122 ).
1-111
00 10 00 1 5200

(a) N4jdite maticu zobrazenia 1) vzhladom na kanonické bazy (), e(3).

(b) Nech u = (2,1,0, —1)T € R*. Najdite stiradnice vektora 1(u) € R3 vzhladom na bazu a.
(¢) Vektor v € R* mé vzhladom na bazu 3 stradnice (1, —1,1, —1)7. Najdite vektor ¥(v) € R3.
(d) Kazda z Gloh (b), (¢) moZno riesit dvoma spdsobmi — vysvetlite ako.

(e) Uréte hodnost h zobrazenia ¢ a najdite nejaké bazy priestorov R*, R3, vzhladom na ktoré

mé matica i blokovy tvar (Ioh g). Napiste explicitne t(ito maticu.

Dokazte, ze ¢ = ¢ = (1,142, (1 +=)2,...,(1 +)") je bazou vektorového priestoru 2(")[xz]
a najdite matice prechodu Pg ¢, Pe e, kde £ = €)= (1,z,2%,... 2") je kanonické béza
priestoru R(")[z].



