
7. INVERZN� MATICE A ZMENA B�ZY

V tejto kapitole zavedieme pojem inverznej matice k danej ¨tvorcovej matici a d me
ho do s£visu s pojmom inverzn�ho line rneho zobrazenia. �alej sa nau�¡me po�¡ta�
inverzn� matice a matice prechodu z jednej s£radnej b zy do druhej. Nakoniec presk£-
mame vplyv zmeny b zy na maticu line rneho zobrazenia. Za�neme v¨ak s pojmom
hodnosti matice, ktor� n m umo�n¡ rozhodn£� o existencii inverznej matice a { ako
uvid¡me nesk�r { bude n m e¨te ve�akr t u�ito�n�.

V celej kapitole K ozna�uje pevn� pole, m, n, p s£ kladn� cel� �¡sla.

7.1. Hodnos� matice

V tomto paragrafe je potrebn� rozli¨ova� medzi vektorov�mi priestormi riadkov�ch
resp. st�pcov�ch vektorov. Nebudeme teda pou�¡va� ne¨peci�kovan� ozna�enie Kn,
ale priestor riadkov�ch vektorov budeme zna�i� K1�n a priestor st�pcov�ch vektorov
Kn�1.

Pripome¤me, �e ri(A) 2 K1�n ozna�uje i-t� riadok a sj (A) 2 Km�1 zase j-t�
st�pec matice A = (aij )m�n. T£to maticu teda m��eme zap¡sa� v blokov�ch tvaroch

A =

0
BB@
r1(A)
r2(A)

...
rm(A)

1
CCA = (s1(A); s2(A); : : : ; sn(A)):

Riadkovou hodnos�ou hr(A) matice A naz�vame dimenziu line rneho podpriestoru
vektorov�ho priestoru K1�n generovan�ho riadkami matice A. Podobne, st�pcovou
hodnos�ou hs(A) matice A naz�vame dimenziu line rneho podpriestoru vektorov�ho
priestoru Km�1 generovan�ho st�pcami matice A. Teda

hr(A) = dim[r1(A); r2(A); : : : ; rm(A)];

hs(A) = dim[s1(A); s2(A); : : : ; sn(A)]

Ozna�me ' : Kn�1 ! Km�1 line rne zobrazenie dan� predpisom '(x) = A �x pre
x 2 Kn�1. Pripome¤me, �e hodnos�ou line rneho zobrazenia ' naz�vame dimenziu
jeho obrazu, t. j. h(') = dimIm'. V na¨om pr¡pade zrejme plat¡ h(') = hs(A), ke��e
line rny podpriestor Im' � Km�1 je generovan� st�pcami matice A.

7.1.1. Lema. Nech A 2 Km�n.
(a) Nech matica B vznikne z matice A vykonan¡m jednej (inak �ubovo�nej) ERO.

Potom [r1(A); r2(A); : : : ; rm(A)] = [r1(B); r2(B); : : : ; rm(B)].
(b) Nech matica C vznikne z matice A vykonan¡m jednej (inak �ubovo�nej) ESO.

Potom [s1(A); s2(A); : : : ; sn(A)] = [s1(C); s2(C); : : : ; sn(C)].
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D�kaz. Zrejme pre �ubovo�n� vektory u1; : : : ;uk v ka�dom vektorovom priestore V a
�ubovo�n� skal r c 2 K plat¡:

[u1; : : : ;ui; : : : ;uj ; : : : ;uk] = [u1; : : : ;uj ; : : : ;ui; : : : ;uk];
[u1; : : : ;ui; : : : ;uk] = [u1; : : : ; cui; : : : ;uk] (ak c 6= 0);

[u1; : : : ;ui; : : : ;uj ; : : : ;uk] = [u1; : : : ;ui; : : : ; cui + uj ; : : : ;uk]:

7.1.2. Tvrdenie. Pre ka�d£ maticu A 2 Km�n plat¡ hr(A) = hs(A).

D�kaz. Upravme A pomocou ERO na redukovan� stup¤ovit� tvar B 2 Km�n a
ozna�me k po�et nenulov�ch riadkov v matici B. Pod�a pr ve dok zanej lemy plat¡
[r1(A); : : : ; rm(A)] = [r1(B); : : : ; rm(B)]. Preto tie� hr(A) = hr(B). Ke��e nenulov�
riadky matice B s£ zrejme line rne nez visl� (rozmyslite si pre�o), hr(B) = k, �o
je vlastne po�et st�pcov matice B, v ktor�ch sa nach dza ved£ci prvok nejak�ho
jej riadku. Ozna�me 1 � j1 < : : : < jk � n indexy t�chto st�pcov. Pod�a tvrde-
nia 4.5.3 vektory sj1 (A); : : : ; sjk (A) s£ line rne nez visl� a plat¡ [s1(A); : : : ; sn(A)] =
[sj1 (A); : : : ; sjk (A)]. Preto tie� hs(A) = k = hr(A).

Ke��e riadkov  a st�pcov  hodnos� �ubovo�nej matice A spl�vaj£, t£to ich spolo�n£
hodnotu budeme odteraz zna�i� jednoducho h(A) a naz�va� hodnos�ou matice A.
Zrejme pre A 2 Km�n je h(A) � min(m;n).

Pr ve vykonan� £vahy maj£ dva bezprostredn� d�sledky.

7.1.3. Tvrdenie. Nech A 2 Km�n. Potom h(A) = h(AT ).

7.1.4. Tvrdenie. Nech u1; : : : ;un 2 Km�1 s£ �ubovo�n� vektory a A 2 Km�n je
matica tak , �e sj (A) = uj pre 1 � j � n. Potom
(a) u1; : : : ;un s£ line rne nez visl� pr ve vtedy, ke� h(A) = n;
(b) [u1; : : : ;un] = Km�1 pr ve vtedy, ke� h(A) = m.

V¨imnite si, �e pr¡pad (a) m��e nasta� iba vtedy, ke� n � m; naopak, (b) m��e
nasta� jedine za predpokladu m � n.

Sami si sformulujte a premyslite analogick� tvrdenia pre riadkov� vektory.
E¨te si dok �eme jeden odhad hodnosti s£�inu mat¡c pomocou hodnost¡ jednotli-

v�ch �inite�ov.

7.1.5. Tvrdenie. Nech A 2 Km�n, B 2 Kn�p. Potom

h(A �B) � min
�
h(A); h(B)

�
:

D�kaz. Ozna�me ' : Kn ! Km,  : Kp ! Kn line rne zobrazenia dan� predpismi
'(x) = A � x pre x 2 Kn resp.  (y) = B � y pre y 2 Kp. Zrejme Im(' �  ) � Im',
preto

h(A �B) = h(' �  ) � h(') = h(A):

S vyu�it¡m toho druh� potrebn� odhad u� dostaneme priamym v�po�tom

h(A �B) = h
�
(A �B)T

�
= h

�
BT �AT

�
� h

�
BT

�
= h(B):
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7.2. Inverzn� matice a inverzn� line rne zobrazenia

Nech A 2 Kn�n, t. j. A je ¨tvorcov  matica typu n� n. Inverznou maticou k matici
A rozumieme maticu B 2 Kn�n tak£, �e

A �B = In = B �A:

Zrejme k danej ¨tvorcovej maticiA existuje najviac jedna inverzn  matica (rozmyslite
si pre�o). T£to jednozna�ne ur�en£ maticu (ak existuje) budeme zna�i� A�1.

Nasleduj£ca veta je bezprostredn�m d�sledkom s£visu medzi line rnymi zobraze-
niami a ich maticami.

7.2.1. Veta. Nech U , V s£ vektorov� priestory nad po�om K a dimU = dimV = n.
Nech �alej �, � s£ nejak� b zy v U , resp. vo V a A = (')�;� je matica line rneho
zobrazenia ' : V ! U vzh�adom na b zy �, �. Potom k matici A existuje inverzn 
matica A�1 pr ve vtedy, ke� k zobrazeniu ' existuje inverzn� zobrazenie '�1. V tom
pr¡pade A�1 je maticou line rneho zobrazenia '�1 : U ! V vzh�adom na b zy �, �,
t. j.

A�1 =
�
(')�;�

�
�1 =

�
'�1

�
�;�

:

Hovor¡me, �e ¨tvorcov  matica A 2 Kn�n je regul rna, ak k nej existuje inverzn 
matica A�1; v opa�nom pr¡pade hovor¡me, �e A je singul rna.

7.2.2. Veta. Matica A 2 Kn�n je regul rna pr ve vtedy, ke� h(A) = n.

D�kaz. Ozna�me ' : Kn ! Kn line rnu transform ciu dan£ predpisom '(x) = A �x
pre x 2 Kn. K matici A existuje inverzn  matica A�1 pr ve vtedy, ke� k zobraze-
niu ' existuje inverzn� zobrazenie '�1, t. j. pr ve vtedy, ke� ' je bijekcia. Pod�a
d�sledku 6.2.4 to nastane pr ve vtedy, ke� ' je surjekcia, �i�e Im' = Kn, �o je
ekvivalentn� s rovnos�ou dimIm' = n. Na dokon�enie d�kazu si sta�¡ spomen£�, �e
h(A) = h(') = dimIm'.

Z praktick�ch d�vodov bude u�ito�n� si uvedomi�, �e na to, aby sme sa presved�ili,
�e matica B 2 Kn�n je inverzn  k matici A 2 Kn�n, sta�¡ overi� len jednu (a to
hocktor£) z rovnost¡ A �B = In, B �A = In.

7.2.3. Tvrdenie. Pre �ubovo�n� A; B 2 Kn�n plat¡ A � B = In pr ve vtedy, ke�
B �A = In.

D�kaz. Ozna�me ';  : Kn ! Kn line rne transform cie dan� pre x 2 Kn pred-
pismi '(x) = A � x, resp.  (x) = B � x. Nech A � B = In. To nastane pr ve
vtedy, ke� ' �  = idKn . Z toho vypl�va, �e ' je surjekcia a  je injekcia (pozri
paragraf 0.3). Ke��e ',  s£ line rne transform cie kone�norozmern�ho vektorov�ho
priestoru, pod�a d�sledku 6.2.4 to znamen , �e ' aj  s£ bijekcie, teda line rne izomor-
�zmy, a  = '�1. Potom v¨ak B = A�1, preto tie� B �A = In. Obr ten  implik cia
vypl�va zo symetrie tvrdenia.

S vyu�it¡m posledn�ho tvrdenia si ako cvi�enie overte nasleduj£ce vzorce, z ktor�ch
u� vypl�va zvy¨ok tvrdenia.

7.2.4. Tvrdenie. Nech A; B 2 Kn�n s£ regul rne matice. Potom aj matice A�1,
A �B a AT s£ regul rne a plat¡:�

A�1
�
�1 = A; (A �B)�1 = B�1 �A�1;

�
AT

�
�1 =

�
A�1

�T
:
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7.3. Realiz cia ERO a ESO pomocou n sobenia mat¡c

Prakticky v¨etky £lohy line rnej algebry, s ktor�mi sme sa doteraz stretli, sme rie¨ili
tak, �e sme dan£ situ ciu reprezentovali nejakou vhodnou maticou, t£ sme �alej po-
mocou ERO upravili na redukovan� stup¤ovit� tvar a tento v�sledn� tvar sme potom
interpretovali v z vislosti na charaktere p�vodnej £lohy. Prezra�me u� vopred, �e za-
tia� sme v¨etky £lohy, ktor� sa rie¨ia £pravou mat¡c pomocou ERO pr¡padne ESO,
z�aleka nevy�erpali. Naopak, t to met¢da n s bude v line rnej algebre neust le spre-
v dza�.

Sk�r ne� prist£pime k �al¨iemu vyu�itiu tejto met¢dy, tentoraz pri v�po�te in-
verznej matice, v¨ak bude potrebn� si uvedomi�, �e ERO aj ESO mo�no realizova�
pomocou n sobenia mat¡c.

7.3.1. Tvrdenie. Nech A 2 Km�n.
(a) Nech B 2 Km�n vznikne z A vykonan¡m jednej (inak �ubovo�nej) ERO. Ozna�-

me E maticu, ktor  vznikne z matice Im vykonan¡m tej istej ERO. Potom
B = E �A.

(b) Nech C 2 Km�n vznikne z A vykonan¡m jednej (inak �ubovo�nej) ESO. Ozna�-
me F maticu, ktor  vznikne z matice In vykonan¡m tej istej ESO. Potom
C = A �F .

D�kaz. Mo�no overi� priamym v�po�tom pre ka�d� jednotliv� druh ERO resp. ESO.
Ako cvi�enie si to sk£ste napr. pre maticu A typu 3� 2, resp. 3� 3.

�tvorcov� matice E 2 Kn�n, ktor� vznikn£ z jednotkovej matice In vykonan¡m
jedinej ERO alebo ESO, naz�vame element rne matice. Posledn  veta teda hovor¡, �e
�ubovo�n£ ERO (ESO) na maticiA mo�no realizova� vyn soben¡m matice A vhodnou
element rnou maticou E z�ava (sprava).

7.4. V�po�et inverznej matice

N vod na v�po�et inverznej matice k danej ¨tvorcovej matici A 2 Kn�n si mo�no
naj�ah¨ie zapam�ta� v tvare nasleduj£cej sch�my:

(A j In)
ERO
���! (In jA�1):

Tento postup m  navy¨e t£ v�hodu, �e sa nemus¡me vopred stara�, �i inverzn  matica
k matici A existuje alebo nie. Ak A�1 existuje, tak ju nakoniec vypo�¡tame, ak
neexistuje, tak to odhal¡me po�as n ¨ho v�po�tu a �alej v ¤om nebudeme pokra�ova�.
Cel� postup si teraz vysvetl¡me trochu podrobnej¨ie.

Blokov  matica (A j In) vznikne tak, �e matice A a In jednoducho nap¡¨eme ved�a
seba. T£to maticu teraz budeme upravova� pomocou ERO tak, aby sme v �avej �asti
z matice A dostali jednotkov£ maticu In. Akon hle sa n m to podar¡, matica v pravej
�asti v�slednej blokovej matice je u� h�adan  matica A�1. Ak sa n m to nepodar¡,
t. j. matica A nie je riadkovo ekvivalentn  s jednotkovou maticou (�o nastane pr ve
vtedy, ke� h(A) < n, a spozn me to pod�a toho, �e sa n m v �avej �asti objav¡ nejak�
nulov� riadok), tak inverzn  matica k matici A neexistuje.

Korektnos� uveden�ho postupu vypl�va z nasleduj£ceho o�ividn�ho tvrdenia a sku-
to�nosti, �e ERO mo�no reprezentova� n soben¡m element rnymi maticami z�ava.
Taktie� tu hr  £lohu fakt, �e pre B 2 Kn�n plat¡ B = A�1 pr ve vtedy, ke�
B �A = In, uveden� v tvrden¡ 7.2.3.
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7.4.1. Tvrdenie. Nech A 2 Kn�n a E1;E2; : : : ;Ek 2 K
n�n s£ element rne matice

tak�, �e Ek � : : : �E2 �E1 �A = In. Potom A�1 = Ek � : : : �E2 �E1.

Poznamenajme, �e k rovnak�mu cie�u vedie tie� postup reprezentovan� sch�mou:�
A

In

�
ESO
���!

�
In

A�1

�
:

Rozmyslite si pre�o a sformulujte pr¡slu¨n� tvrdenie.
Z pr ve vykonan�ch £vah vypl�vaj£ nasleduj£ce tri d�sledky. Posledn� z nich je

�iasto�n�m obr ten¡m odhadu hodnosti s£�inu mat¡c za predpokladu regularity aspo¤
jedn�ho z �inite�ov.

7.4.2. Tvrdenie. Matica A 2 Kn�nje regul rna pr ve vtedy, ke� ju mo�no rozlo�i�
na s£�in A = E1 � : : : �Ek kone�n�ho po�tu element rnych mat¡c E1; : : : ;Ek 2 K

n�n.

7.4.3. Tvrdenie. Pre �ubovo�n� A; B 2 Km�n plat¡:
(a) A je riadkovo ekvivalentn  s B pr ve vtedy, ke� existuje regul rna matica

P 2 Km�m tak , �e A = P �B;
(b) A je st�pcovo ekvivalentn  s B pr ve vtedy, ke� existuje regul rna matica

Q 2 Kn�n tak , �e A = B �Q.

7.4.4. Tvrdenie. Nech A 2 Km�n, P 2 Km�m, Q 2 Kn�n, pri�om P , Q s£
regul rne matice. Potom

h(A) = h(P �A) = h(A �Q) = h(P �A �Q):

Trochu v¨eobecnej¨ie mo�no uveden� £vahy pou�i� na n sobenie �ubovo�nej matice
vhodn�ho rozmerumaticouA�1 (ak existuje) z�ava resp. sprava. Tieto oper cie mo�no
uskuto�ni� pre regul rnu A 2 Kn�n a �ubovo�n� B 2 Kn�m, C 2 Km�n pod�a
nasleduj£cich sch�m:

(A jB) ERO
���! (In jA�1 �B);

�
A

C

�
ESO
���!

�
In

C �A�1

�
:

E¨te si v¨imnime, �e v ¨peci lnom pr¡pade sme nie�o podobn� vlastne robili u�
d vno, pri rie¨en¡ s£stav line rnych rovn¡ £pravou na redukovan� stup¤ovit� tvar
pomocou ERO. Aj tento postup toti� mo�no vyjadri� pomocou sch�my

(A j b) ERO
���! (B j c);

ktor  m  pre regul rnu A 2 Kn�n tvar

(A j b) ERO
���! (In jA�1 � b):

Ako ved�aj¨¡ produkt na¨ich £vah tak dost vame nasleduj£ci v�sledok o rie¨en¡ s£stav
n line rnych rovn¡c o n nezn mych.

7.4.5. Veta. Nech A 2 Kn�n, b 2 Kn. Ak A je regul rna, tak s£stava A �x = b m 
jedin� rie¨enie x = A�1 � b.
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7.5. Matica prechodu

Nech V je vektorov� priestor nad po�om K a � = (u1; : : : ;un), � = (v1; : : : ;vn) s£
jeho dve b zy. Maticou prechodu z b zy � do b zy � naz�vame maticu identick�ho
zobrazenia idV : V ! V vzh�adom na b zy �, �, ktor£ zna�¡me P�;�. Teda

P�;� = (idV )�;�:

Pod�a de�n¡cie matice line rneho zobrazenia vzh�adom na dan� b zy (pozri para-
graf 6.4), st�pce matice prechodu P�;� s£ tvoren� s£radnicami vektorov b zy � vzh�a-
dom na b zu �, t. j. sj (P�;�) = (vj )� pre 1 � j � n. Teda

P�;� =
�
(v1)�; (v2)�; : : : ; (vn)�

�
;

a pod�a vety 6.4.1 je t to matica jednozna�ne ur�en  podmienkou transform cie s£rad-
n¡c

(x)� = P�;� � (x)�

pre �ubovo�n� x 2 V .
Ak do zrejmej rovnosti x = � � (x)� (pozri paragraf 5.3) budeme za x postupne

dosadzova� vektory v1; : : : ;vn b zy �, s vyu�it¡m vz�ahu pre st�pce s£�inu mat¡c
z paragrafu 2.3 dostaneme

vj = � � (vj)� = � � sj(P�;�) = sj(� �P�;�)

pre ka�d� 1 � j � n. T�m sme dostali �al¨¡ d�le�it� vz�ah, ktor� jednozna�ne charak-
terizuje maticu prechodu P�;�:

� � P�;� = �:

(Podot�kame, �e s£�in � � P�;� treba ch pa� v zmysle paragrafu 2.3.)
Zhrnut¡m vykonan�ch £vah dost vame tri ekvivalentn� charakteriz cie matice pre-

chodu.

7.5.1. Tvrdenie. Nech �, � s£ b zy n-rozmern�ho vektorov�ho priestoru V nad
po�om K. Potom pre �ubovo�n£ maticu P 2 Kn�n nasleduj£ce podmienky s£ ekvi-
valentn�:
(i) P = (idV )�;�, t. j. P je matica prechodu z b zy � do b zy �;
(ii) (x)� = P � (x)� pre ka�d� x 2 V ;
(iii) � �P = �.

Z de�n¡cie matice prechodu a vety 6.4.2 okam�ite vypl�vaj£ nasleduj£ce rovnosti.

7.5.2. Tvrdenie. Nech �, �,  s£ b zy kone�norozmern�ho vektorov�ho priestoru
V nad po�om K. Potom

P�;� = In; P�;� = P�;�
�1; P�;� � P�; = P�; ;

Z druhej z uveden�ch podmienok vidno, �e matica prechodu P�;� je v�dy regul r-
na. Taktie� naopak, ka�d  regul rna matica P 2 Kn�n je maticou prechodu medzi
vhodnou dvojicou b z.
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7.5.3. Tvrdenie. Nech V je n-rozmern� vektorov� priestor nad K a P 2 Kn�n je
�ubovo�n  regul rna matica. Nech � = (u1; : : : ;un) je nejak  b za vo V . Polo�me
vj = P � uj, wj = P�1 � uj pre 1 � j � n, a �alej

� = (v1; : : : ;vn) = � � P ;  = (w1; : : : ;wn) = � � P�1:

Potom P je maticou prechodu z b zy � do b zy � a taktie� z b zy � do b zy , t. j.

P = P�;� = P;�:

�peci lne, P je maticou prechodu z b zy (s1(P ); : : : ; sn(P )) do b zy " = (e1; : : : ;en)
v Kn a taktie� z b zy " do b zy (s1(P�1); : : : ; sn(P�1)).

V pr¡pade, ke� V = Kn je priestor st�pcov�ch vektorov, mo�no ka�d£ jeho b zu �
stoto�ni� s pr¡slu¨nou regul rnou maticou, ktorej st�pcami s£ vektory danej b zy. Pri
takomto stoto�nen¡ je n vod na v�po�et matice prechodu obsiahnut� v nasleduj£com
tvrden¡.

7.5.4. Tvrdenie. Nech � = (u1; : : : ;un), � = (v1; : : : ;vn) s£ dve b zy st�pcov�ho
vektorov�ho priestoru Kn. Potom P�;� = ��1 � �.

D�kaz. Z podmienky � � P�;� = � okam�ite vypl�va po�adovan  rovnos�.

To n m d va n vod na v�po�et matice prechodu pre b zy �, � vektorov�ho prie-
storu Kn pod�a u� zn mej sch�my

(� j�) ERO
���! (In jP�;�) = (" j��1 � �):

7.6. Matice line rneho zobrazenia vzh�adom na r�zne b zy

V tomto �l nku sa budeme zaobera� vplyvom zmeny b z na maticu line rneho zob-
razenia, presnej¨ie, vz�ahom medzi maticami dan�ho line rneho zobrazenia vzh�adom
na r�zne dvojice b z.

7.6.1. Veta. Nech V1, V2 s£ kone�norozmern� vektorov� priestory nad po�om K,
' : V1 ! V2 je line rne zobrazenie, �1, �1 s£ dve b zy priestoru V1 a �2, �2 s£ dve
b zy priestoru V2. Potom

(')�2;�1 = P�2;�2 � (')�2;�1 � P�1;�1:

D�kaz. Ozna�me A = (')�2;�1 , B = (')�2;�1 matice line rneho zobrazenia ' vzh�a-
dom na b zy �1, �2, resp. b zy �1, �2. Pre �ubovo�n� x 2 V1 plat¡:

B � (x)�1 = ('x)�2 = P�2;�2 � ('x)�2

= P�2;�2 �A � (x)�1 = P�2;�2 �A � P�1;�1 � (x)�1 :

Na z klade vety 6.4.1 z toho okam�ite vypl�va dokazovan  rovnos�

B = P�2;�2 �A � P�1;�1:
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Posledn£ transforma�n£ formulku si mo�no naj�ah¨ie zapam�ta� pomocou nasle-
duj£ceho diagramu:

(V1;�1)
A

����! (V2;�2)

P�1;�1

x??
??yP�2;�2

(V1;�1) ����!
B

(V2;�2)

Nezabudnite, �e zobrazenia sklad me "v obr tenom porad¡\, a tomu mus¡ zodpoveda�
aj "obr ten� poradie\ n sobenia mat¡c!

7.6.2. Pr¡klad. Nech ' : Kn ! Km je line rne zobrazenie a �, � s£ nejak� b zy
priestorovKm resp.Kn. Ozna�me A = (')�;�,M = (')"(m);"(n) matice zobrazenia '
vzh�adom na b zy �, � resp. vzh�adom na kanonick� b zy "(n), "(m). Pod�a poslednej
vety plat¡:

A = P�;"(m) �M � P"(n);�;

M = P"(m);� �A � P�;"(n) :

Ak stoto�n¡me ka�d£ b zu s regul rnou maticou, ktorej st�pce s£ vektory tejto b zy,
tak uveden� rovnosti nadobudn£ tvar

A = ��1 � Im �M � I�1n � � = ��1 �M � �;

M = I�1m �� �A � ��1 � In = � �A � ��1;

umo�¤uj£ci priamy v�po�et jednej z mat¡c A, M na z klade znalosti b z �, � a
druhej z nich.

Polo�me si teraz obr ten£ ot zku. Za ak�ch podmienok s£ matice A; B 2 Km�n

maticami toho ist�ho line rneho zobrazenia ' : V ! U vzh�adom na nejak� dve
(mo�no no nie nutne r�zne) dvojice b z kone�norozmern�ch vektorov�ch priestorov
U , V ? Odpove� na ¤u d va nasleduj£ca veta.

7.6.3. Veta. Nech U je m-rozmern� a V je n-rozmern� vektorov� priestor nad
po�om K. Potom pre �ubovo�n� matice A; B 2 Km�n nasleduj£ce podmienky s£
ekvivalentn�:
(i) A, B s£ maticami toho ist�ho line rneho zobrazenia ' : V ! U vzh�adom na

nejak� dve (mo�no no nie nutne r�zne) dvojice b z priestorov U , V ;
(ii) existuj£ regul rne matice P 2 Km�m, Q 2 Kn�n tak�, �e B = P �A �Q;
(iii) h(A) = h(B).

D�kaz. Ekvivalencia (i), (ii) je priamym d�sledkom vety 7.6.1 a tvrdenia 7.5.3. Im-
plik cia (ii)) (iii) vypl�va z tvrdenia 7.4.4.

Zost va dok za� (iii)) (ii). Ozna�me h = h(A) = h(B). Pomocou ERO uprav¡me
A aj B na redukovan� trojuholn¡kov� tvar A0 = P1 �A, resp. B0 = P2 �B, kde P1,
P2 s£ regul rne matice. Zrejme A0, B0 maj£ rovnak� po�et nenulov�ch riadkov rovn�
h. A0 aj B0 mo�no �alej pomocou ESO upravi� na blokov� tvar

A00 = A0 �Q1 =
�

Ih 0h;n�h
0m�h;h 0m�h;n�h

�
= B0 �Q2 = B00;
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kde Q1, Q2 s£ regul rne matice. Sta�¡ pomocou ved£cich prvkov jednotliv�ch riadkov
vynulova� pr¡padn� �al¨ie nenulov� prvky t�chto riadkov a, ak treba, vymeni� poradie
niektor�ch st�pcov. Potom P1 �A �Q1 = P2 �B �Q2, teda B = P�1

2 �P1 �A �Q1 �Q
�1
2

a matice P = P�1
2 � P1, Q = Q1 �Q

�1
2 s£ zrejme regul rne.

Na z klade d�kazu tejto vety okam�ite dost vame z vere�n� v�sledok.

7.6.4. Veta. Pre ka�d� line rne zobrazenie ' : V ! U medzi kone�norozmern�mi
vektorov�mi priestormi nad po�om K mo�no zvoli� b zu � priestoru V a b zu �

priestoru U tak, �e ' m  vzh�adom na b zy �, � maticu v blokovom tvare

(')�;� =
�

Ih 0h;n�h
0m�h;h 0m�h;n�h

�
;

kde n = dimV , m = dimU a h = h(').

Sk£ste si t£to vetu dok za� priamo a bli�¨ie ¨peci�kova� b zy � a �. (N vod :
Spome¤te si na d�kaz vety 6.2.3 o dimenzii jadra a obrazu.)

Cvi�enia

1. Nech U , V s£ vektorov� priestory nad po�om K a ' : V ! U je line rne zobrazenie. Potom pre
�ubovo�n� vektory v1; : : : ;vn 2 V plat¡ '[v1; : : : ;vn] = ['(v1); : : : ; '(vn)]. Dok �te. Odvo�te
z toho, �e ak v1; : : : ;vn generuj£ V , tak '(v1); : : : ; '(vn) generuj£ Im'. �peci lne, st�pce
matice A 2 Km�n generuj£ line rny podpriestor Im' � Km, kde ' : Kn ! Km je dan�
predpisom '(x) =A � x.

2. Ur�te hodnos� matice A nad po�om K:

(a) K = R,A =
�
2 2 �1
3 0 1

�
; (b) K = C , A =

�
1+i 1+3i 2
3+i 5+5i 4�2i

�
;

(c) K =Z7, A =
�

1 1 2
3 5 4
1 3 0

�
; (d) K =Z17, A =

�
1 1 2
3 5 4
1 3 0

�
.

3. (a) Dok �te vzorce z tvrdenia 7.2.4.
(b) Dok �te, �e pre �ubovo�n£maticuA 2 Kn�n a k; l 2 Nplat¡Ak �Al = Ak+l a (Ak)l = Akl.
(c) Pre regul rnu maticu A 2 Kn�n roz¨¡rte de�n¡ciu jej mocniny Ak na �ubovovo�n� celo-
�¡seln� exponent k a dok �te rovnosti Ak � Al = Ak+l, (Ak)l = Akl pre v¨etky k; l 2 Z

(porovnaj s cvi�en¡m 2.13).
(d) Za ak�ch okolnost¡ plat¡ pre maticeA; B 2 Kn�n rovnos� (A�B)k = Ak �Bk pre �ubovo�n�
k 2 N?
(e) Za ak�ch okolnost¡ plat¡ pre regul rne matice A; B 2 Kn�n rovnos� (A �B)k = Bk �Ak

pre �ubovo�n� k 2Z?
(f) N jdite pr¡klad regul rnych mat¡c A; B 2 R2�2 tak�ch, �e v¨etky ¨tyri matice (A �B)�2,
(B �A)�2, A�2 �B�2, B�2 �A�2 s£ r�zne. D  sa t to £loha rie¨i� aj bez po�¡tania inverzn�ch
mat¡c?

4. Nech P 2 Kn�n je regul rna matica. Potom pre �ubovo�n� matice A 2 Km�n, B 2 Kn�q

plat¡ h(A � P ) = h(A), h(P �B) = h(B). Dok �te.

5. Zistite, �i uveden  matica A nad po�om K je regul rna; v tom pr¡pade vypo�¡tajte k nej
inverzn£ maticu A�1:

(a) K = Q,A =
�

3 2 1
4 2 1
1 0 1

�
; (b) K = R,A =

�
1
p
2
p
6

0 1
p
3

0 0 1

�
;

(c) K = C , A =
�
1+2i 1�i
i�2 1

�
; (d) K = C , A =

�
1+2i 1�i
i�2 1+i

�
;

(e) K =Z2, A =
�

1 1 0
1 0 1
0 1 1

�
; (f) K =Z3, A =

�
1 1 0
1 0 1
0 1 1

�
.
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6. Pre matice A, B nad po�om R vypo�¡tajte maticu C =A�1 �B (ak A je regul rna):

(a) A =
�
�2 1
3 �2

�
, B =

�
2 1 �1
3 2 �5

�
; (b) A =

�
2 1 3
1 �2 0
3 0 3

�
, B =

�
2 1
2 2
�2 0

�
.

Ako sk£¨ku spr vnosti vypo�¡tajte maticu A �C { mali by ste dosta� B.

7. Pre matice A, B nad po�om R vypo�¡tajte maticu C =A �B�1 (ak B je regul rna):

(a) A =
��2 1 1
�3 0 5
0 2 3

�
, B =

�
0 1 1
0 2 5
1 0 0

�
; (b) A =

�
2 5
1 0
7 4

�
, B =

�
2 1
2 2

�
.

Ako sk£¨ku spr vnosti vypo�¡tajte maticu C �B { mali by ste dosta� A.

8. N  z klade sk£senost¡ nadobudnut�ch v cvi�eniach 5, 6 a 7 dok �te tvrdenie 7.3.1.

9. N jdite inverzn� matice k maticiam R�, S� z pr¡kladov 6.4.3, 6.4.4. Vysvetlite geometrick�
v�znam z¡skan�ch v�sledkov.

10. B zy �, � vektorov�ho priestoru R3 s£ tvoren� st�pcami mat¡c
�

1 1 1
0 1 1
0 0 1

�
resp.

�
1 0 0
�1 1 0
0 �1 1

�
.

(a) N jdite matice prechodu P";�, P�;", P�;� a P�;�.
(b) Vektor x 2 R3 m  vzh�adom na b zu � s£radnice (2; 7; 1)T . N jdite vektor x ako aj jeho
s£radnice vzh�adom na b zu �.

11. B za � vektorov�ho priestoru R3 je tvoren  st�pcami matice
�

1 0 1
2 1 3
0 2 1

�
. N jdite b zy �, 

priestoru R3, ak pozn te matice prechodu P�;� =
�

1 2 1
2 1 2
1 0 1

�
a P;� =

�
0 1 0
2 0 1
1 1 1

�
. Vypo�¡tajte

matice prechodu P�; a P;�.

12. Line rne zobrazenie ' : R3! R4 je dan� predpisom '(x; y; z)T = (x+ y; x� y; 3x+ y+ z; z)T .
(a) N jdite maticu zobrazenia ' vzh�adom na b zy � priestoru R3 a � priestoru R4 tvoren�

st�pcami mat¡c
�

1 1 1
1 2 3
1 4 9

�
resp.

 0 1 0 1
1 �1 1 �1
0 1 2 3
0 0 0 1

!
.

(b) Nech x = (1;�4; 3)T 2 R3. N jdite s£radnice vektora '(x) 2 R4 vzh�adom na b zu �.
(c) Vektor y 2 R3 m  vzh�adom na b zu � s£radnice (1; 1; 1)T . N jdite vektor '(y) 2 R4.
(d) Ka�d£ z £loh (b), (c) mo�no rie¨i� dvoma sp�sobmi { vysvetlite ako.
(e) Ur�te hodnos� h zobrazenia  a n jdite nejak� b zy priestorov R3, R4, vzh�adom na ktor�
m  matica ' blokov� tvar

�
Ih 0

0 0

�
. Nap¡¨te explicitne t£to maticu.

13. Line rne zobrazenie  : R4 ! R3 m  vzh�adom na b zy � priestoruR4 a � priestoruR3 tvoren�

st�pcami mat¡c

 1 1 1 1
1 0 1 0
1 �1 1 1
0 0 1 0

!
resp.

�
1 �1 0
0 1 �1
0 0 1

�
maticu A =

�
0 5 0 7
1 1 2 2
5 2 9 0

�
.

(a) N jdite maticu zobrazenia  vzh�adom na kanonick� b zy "(4) , "(3).
(b) Nech u = (2; 1; 0;�1)T 2 R4. N jdite s£radnice vektora  (u) 2 R3 vzh�adom na b zu �.
(c) Vektor v 2 R4 m  vzh�adom na b zu � s£radnice (1;�1; 1;�1)T . N jdite vektor  (v) 2 R3.
(d) Ka�d£ z £loh (b), (c) mo�no rie¨i� dvoma sp�sobmi { vysvetlite ako.
(e) Ur�te hodnos� h zobrazenia  a n jdite nejak� b zy priestorov R4, R3, vzh�adom na ktor�
m  matica  blokov� tvar

�
Ih 0

0 0

�
. Nap¡¨te explicitne t£to maticu.

14. Dok �te, �e � = �(n) = (1; 1+ x; (1 + x)2; : : : ; (1 + x)n) je b zou vektorov�ho priestoru R(n)[x]
a n jdite matice prechodu P�;� , P�;� , kde � = �(n) = (1; x; x2; : : : ; xn) je kanonick  b za
priestoru R(n)[x].


