4. LINEARNE PODPRIESTORY A LINEARNA NEZAVISLOST

V tejto kapitole sa opit vratime k Studiu abstraktnych vektorovych priestorov nad
vSeobecnym polom. K bude v celej kapitole oznacovat nejaké pevné, inak Tubovolné
pole a V bude nejaky pevne zvoleny vektorovy priestor nad K. Citatel sa viak ne-
dopusti nijakej chyby, ak si pod vSeobecnym polom K bude predstavovat pole R
vSetkych redlnych ¢isel. Zakazdym, ked sa budeme odvoldvat na geometricky nazor,
bude to dokonca uzito¢né. Na druhej strane by vSak nemal spustat zo zretela, Ze
naSe uvahy maju podstatne SirSiu platnost — okrem vektorovych priestorov nad R sa
z nam znamych prikladov vztahuja tak na vektorové priestory nad polom C vSetkych
komplexnych ¢isel, polom Q vSetkych raciondlnych ¢isel ako i na vektorové priestory
nad koneénymi polami Z,,.

4.1. Linearne podpriestory vektorového priestoru

MnozZina S C V sa nazyva linedrny podpriestor vektorového priestoru V', ak S # () a
pre vSetky skalary a € K a vektory &,y € S platiax € Sax+y € S. Inak povedané,
neprazdna podmnozina S C V je linedrny podpriestor prave vtedy, ked je uzavretd
na operacie skalarneho nasobku a suctu vektorov.

Nasledujtce tvrdenie je bezprostrednym dosledkom prave vyslovenej definicie.

4.1.1. Tvrdenie. Nech S je linearny podpriestor vektorového priestoru V. Potom
0 € S a S s operaciami suctu vektorov a skalarneho nasobku zizenymi z V na S tvori
vektorovy priestor nad polom K.

V kazdom vektorovom priestore V s {0} a V linedrne podpriestory (v pripade,
ked V' = {0}, dokonca splyvaju, inak ide o dva rozne podpriestory) — {0} nazyvame
trivalny alebo tiez nulovy a V' nevlastny alebo tiez plny linedrny podpriestor. Teda
pre vlastny netrividlny linedrny podpriestor S C V plati {0} # S # V.

Napr. vo vektorovom priestore R® netrividlne vlastné podpriestory st prave vietky
priamky a roviny prechidzajtice pociatkom 0.

Nasledujtuce tvrdenie charakterizuje linearne podpriestory ako mnoziny uzavreté
na linedrne kombinécie.

4.1.2. Tvrdenie. Pre [ubovolnii podmnozinu S vektorového priestoru V nasledujiice
podmienky su ekvivalentné:
(i) S je linearny podpriestor vo V;
(ii)) S # () a pre vSetky skaldry a,b € K a vektory x,y € S plati ax + by € S;
(iii) pre kazdé n € N a pre vSetky skalary aq,...,a, € K a vektory ®i,...,x, € S
plati a1x1+ ...+ apx, € S.

Dokaz. Postupne dokazeme implikacie (i) = (ii), (i) = (iii) a (iii) = (i).

(i) = (ii): Ak S je linedrny podpriestor, tak S # (). Nech a,b € K, x,y € S. KedZe
S je uzavreté na skalarne nasobky, plati ax, by € S. Z uzavretosti S na stucet vyplyva
ax +by € S.
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(ii) = (iil): Nech plati (ii). Kedze S # 0, existuje s € S. Potom 0 =0s +0s € S a
tiez ax = ax 4+ 0s € S pre kazdé a € K, « € S. Teda podmienka z (iii) je splnend pre
n = 0 (lebo prézdna linedrna kombinacia je 0) a n = 1; podla (ii) je splnend tiez pre
n = 2. Keby nebola splnend pre vSetky n € N, oznac¢ime n najmensie prirodzené c¢islo
s touto vlastnostou. Potom n > 2 a pre vetky £ < n podmienka z (iii) plati. Nech
ai,...,an € K, x1,...,x, € S st také, Zze a1x1 + ...+ apx, ¢ S. Aviak

a1+ ...+ ap®y, = (11 + ... + Gp_1Tp—1) + anTy € S,

kedZe pre prirodzené ¢isla n <1 a 2 podmienka 7z (iii) plati. To je spor.

(iii) = (i): Z platnosti (iii) pre n = 0 vyplyva, ze 0 € S (prazdna linedrna kom-
binicia je totiz 0). Teda S # (). Volbou n = 1 dostavame uzavretost S na skaldrne
nasobky. Uzavretost S na sucet vyplyva z volby n = 2, a1 = as = 1.

4.1.3. Priklad. KedZe s prikladmi linedrnych podpriestorov vektorovych priestorov
K™ sa eSte stretneme pri mnohych prilezitostiach, uvedieme tu niekolko ,,exotickejsich*
prikladov. Napospol pojde o podpriestory priestorov K¥X vietkych funkcii z nejakej
mnoziny X do pola K (pozri priklad 1.6.5).

(a) Oznaéme KX) mnoZinu vietkych funkcii f: X — K takych, Ze mnoZina
{z € X; f(z) # 0} je koneéna. Pre lubovolni lineArnu kombinaciu funkcii f, g € K&
plati

{r € X5 af(x) +bg(x) # 0} S {z € X; f(x) # 0} U{x € X; g(z) # 0}.

Z toho vyplyva, ze KX) je linedrny podpriestor vektorového priestoru K. Ak X
je konetna, tak K(X) = KX, ak X je nekonecna, tak KX) je netrivilny vlastny
podpriestor v K.

(b) Nech X C R je Tubovolnd mnozina redlnych ¢isel. Potom C(X,R), alebo len
stru¢ne C(X) ozna¢uje mnozinu vSetkych spojitych funkeii f: X — R. KedZe linedrne
kombindacie spojitych funkcii st zrejme opit spojité fumkcie, C(X) je linedrny pod-
priestor v RX.

(¢c) Ak X je nejaky (ohranifeny alebo neohrani¢eny) interval redlnych &isel, tak
D(X) oznacuje mnozinu vSetkych funkcii f: X — R, ktoré maja v kazdom bode
x € X koneénu derivaciu (v pripadnych krajnych bodoch intervalu X sa ziada exis-
tencia konecénej derivécie zlava alebo sprava). KedZe kazda diferencovatelna funkcia je
spojita na svojom defini¢nom obore a linedrna kombindcia diferencovatelnych funkcii
je opit diferencovatelna, D(X) je linedrny podpriestor vektorového priestoru C(X).

4.2. Linearny obal mnoZiny vektorov

Mnozinu vSetkych linearnych kombinéacii vektorov z podmnoziny X vektorového prie-
storu V' nazyvame linedrnym obalom mnoziny X a oznacujeme ju [X]. Teda

(X]={a1x1+...+apxy,;neEN&ay,...,ap € K & xq,...,2, € X}.

Ak X = {z1,...,z,} je konetnd mnozina, tak miesto [{x1,...,x,}] piSeme len
[®1,...,x,]. Zrejme tento zapis méa zmysel aj pre [ubovolni usporiadant n-ticu (nie
nutne roznych) vektorov (xy,...,x,), a plati

[®1,...,z,]) ={a1x1+ ...+ apy; ay,...,a, € K}.
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4.2.1. Tvrdenie. Nech X je podmnozina vektorového priestoru V. Potom linearny
obal [X] mnoZiny X je najmensi linearny podpriestor vektorového priestoru V taky,
e X C [X].

Doékaz. Musime dokazat dve veci:

(a) [X] je linedrny podpriestor vo V;

(b) pre kazdy linearny podpriestor S C V plati X C S = [X]C S.

(a) Zrejme [X] obsahuje 0 ako prazdnu linedrnu kombinéciu, teda [X] # (). Nech
U =a11+ ...+ ey, v = b1y1 + ... + by Yy, st prvky z [X], pricom a;,b; € K,
z;,y; € X,ac,dec K. Potom

cu +dv =carxy + ...+ capx, + dbryr + . .. + dbpym € [X],

kedZe je to opit linedrna kombindcia vektorov z X. Podla podmienky (ii) tvrde-
nia 4.1.2 je [X] linedrny podpriestor vo V.

(b) Nech S C V je linedrny podpriestor taky, ze X C S. Potom podla podmienky
(iii) tvrdenia 4.1.2 v8etky linearne kombindcie vektorov z .S, a tym skor vektorov z X,
patria do S. Teda [X] C S.

Dokézané tvrdenie nds opraviuje nazyvat linedrny obal [X] mnoziny X C V tiez
linedrnym podpriestorom generovangm mnozinou X. Ak [X] = S, hovorime, 7e X
generuje linedrny podpriestor S, pripadne Ze X je generujica mnozZina alebo tiez
mnoZina generdtorov linedrneho podpriestoru S C V. Ak S =V, t.j. ak [X]| =V,
hovorime kratko o generujicej; mnozine. Pouziva sa tiez nazov vytvarajica mnozina.

Kvoli prehladnosti eSte zhrnieme zakladné vlastnosti operacie linedrneho obalu
X — [X].

4.2.2. Tvrdenie. Pre lubovolné podmnoziny X, Y vektorového priestoruVawv € V
plati:

(a) [0] = [0] = {0};

(b) X C[X];

() XCY = [X]C[Y);

(d) X je linedarny podpriestor vo V prave vtedy, ked X = [X];

(e) [[X]] = [X];
(f) v e [X] & [XU{v}] = [X].

Dokaz. (a), (b) a (c) st trividlne, (d) priamo vyplyva z tvrdenia 4.2.1 a (e) je bez-
prostrednym désledkom (d).
(f) Nech v € [X]. S pouzitim (b), (c) a (e) dostdavame

(X U{v}] C [[X]U {u}] = [[X]] = [X].

Teda [X U {v}] = [X]. KedZe v € [X U {v}], obratena implikicia je trividlna.

4.3. Prienik a stucet linearnych podpriestorov

Nech X, Y st lubovolné podmnoziny vektorového priestoru V. Potom mnoZinu
X+Y={z+y;zec X &ycY}

nazyvame suctom mnozin X, Y.
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4.3.1. Tvrdenie. Nech S, T si linearne podpriestory vektorového priestoru V. Po-
tom aj SNT a S+ T si linedrne podpriestory vo V. Navyse plati

S+T=[SuT],

t.j. S+ T je najmensi linearny podpriestor vo V', ktory obsahuje S aj T

Dokaz. Zrejme 0 € SN T. 7Z toho, ze S aj T st uzavreté na linedrne kombinacie,
vyplyva, ze aj S N'T ma tato vlastnost.

Dokazeme, ze aj S + T je uzavreté na linedrne kombinacie. Nech a;,a5 € K a
U1 = T1+ Y1, Ug = To+ Yo st vektory z S+ T, pricom x1, x5 € S, y1,y2 € T. Potom

ai1u1 + aguz = ar(T1 + Y1) + ax(x2 + y2)
= (a1Z1 + az®2) + (a1y1 + a2y2) € S+ T,

lebo S, T su linearne podpriestory, teda a1@; + asxs € S a a1y, + asys € T.

Dokazeme posledni rovnost. Inklazie SUT C S+ T C [SUT] st zrejmé. Kedze
S + T je linedrny podpriestor vo V' a [S U T] je najmensi linearny podpriestor vo V,
ktory obsahuje mnozinu S U T, plati tiez [SUT]| C S+ T.

Na druhej strane citatel iste Tahko ndjde priklady na to, Ze zjednotenie dvoch
linearnych podpriestorov S, T' vektorového priestoru V' nemusi byt linedrnym pod-
priestorom. Presnejsie, S U T je linedrny podpriestor vo V prave vtedy, ked S C T
alebo T' C S. Porozmyslajte preco.

Sucet linedrnych podpriestorov S, T' vektorového priestoru V nazyvame priamym
alebo tiez direktngm sictom, ak SNT = {0}; takyto stfet zvykneme tieZ oznacovat
SeT.

4.3.2. Tvrdenie. Nech S, T si linearne podpriestory vektorového priestoru V. Po-
tom nasledujiice podmienky st ekvivalentné:
(i) SNT = {0}, t..j. sucet S+ T je direktny;
(ii) kazdy vektor z € S + T ma jednoznacné vyjadrenie v tvare z = x + y, kde
xeS yeTl.

Dokaz. (i) = (ii): Nech SNT = {0}. Predpokladajme, ze vektor z € S + T mozno
vyjadrit v tvaroch z = x1 + y1 = @2 + yo, kde 1,25 € S, y1,y2 € T. Potom
T, Sxy = Yo Syi. Kedze 1 Sxs € S, ys &yi € T, uvedend spolo¢nid hodnota
patri do S NT. Preto ¢1 &xe = Yy <y, = 0, t.). £ = T, y1 = yo. To dokazuje
pozadovani jednoznacnost.

(ii) = (i): Nech z € SNT. Potom z mozno vyjadrit v tvare z = z + 0, kde z € S,
0e€T, ako aj vtvare z=0+ z,kde 0 € §, z € T. Z predpokladanej jednoznacnosti
vyplyva z = 0. Teda SNT = {0}.

4.4. Linedrna nezavislost

Nech uq,...,u, € V. Hovorime, Ze usporiadani n-tica vektorov (wy,...,u,) je
linedrne zdvisld, ak existuju skalary ci,...,c, € K také, ze (c1,...,c,) # 0 a
ciuy + ...+ cy,u, = 0.V opacnom pripade hovorime, 7ze usporiadand n-tica vektorov
(wy,...,uy,) je linedrne nezavisld. Pre n = 0 kvoli iplnosti dodédvame, Ze usporiadant
0-ticu (t.j. prazdnu postupnost) vektorov povaZujeme za linedrne nezavislu.
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Miesto ,linedrne (ne)zavisla usporiadand n-tica vektorov (uq,...,u,)* budeme
¢asto hovorit len o linedrne (ne)zavislych vektoroch uy, ..., u,.

Rozmenme si teraz ,na drobné®, ¢o znamena ono ,,v opacnom pripade® v definicii
linearnej nezavislosti. Podla tejto definicie vektory w1, ..., u, su linedrne nezavislé
prave vtedy, ked

Ve, ooyen € K)(qur + .o+ cpuy, =0 = ¢ = ... = ¢, =0).
Vidime, Ze logicka Struktira pojmu linearnej nezavislosti je trochu zlozitejsia, nez sme

boli doteraz zvyknuti. KedZe ide o klticovy pojem, je potrebné sa pri nom na chvilu
pristavit.

Uvedomme si, ze pre n-ticu skalarov (c1,...,¢,) = 0 plati c;uy + ...+ cpu, =0
pre lubovolni n-ticu vektorov (ui,...,uy), bez ohladu na to, ¢ je linedrne zavisla
alebo nezdvisla. AvSak pre niektoré n-tice vektorov (uq,...,u,) mozeme ako vysle-
dok linedrnej kombinacie ciuy + ...+ c,u, dostat 0 aj pomocou inej n-tice skalarov
(c1,...,¢,) nez len 0 = (0,...,0) — takéto usporiadané n-tice (u1,...,u,) nazy-
vame linedrne zdvislé. Pre niektoré usporiadané n-tice vektorov (uq,...,u,) je volba
(c1,...,¢n) = 0 jedind moznost ako linedrnou kombinaciou c;uy + ... + c,u,, ziskat

vysledok 0 — takéto usporiadané n-tice nazyvame linedrne nezavislé.
Na precvic¢enie prave definovanych pojmov ¢itatelovi odportcame, aby si dokazal
Styri jednoduché no uzito¢né pozorovania:
(a) jediny vektor u je linearne nezavisly prave vtedy, ked u # 0;
(b) vektory w, v su linedrne zavislé prave vtedy, ked jeden z nich je nasobkom

druhého;
(c) ak niektory z vektorov uy, ..., u, je 0, tak tieto vektory su linedrne zavislé;
(d) ak sa niektoré dva z vektorov ug, ..., u, rovnajui, tak tieto vektory st linearne
zavislé.

Inak povedané, len usporiadand n-tica nenulovych a navzajom roéznych vektorov,
z ktorych Ziaden nie je ndsobkom druhého, moze (no stile eSte nemusi) byt linedrne
nezavisla.

Nasledujuce tvrdenie asi vysvetluje ndzov ,linearna zavislost® lepSie nez samotné
definicia.

4.4.1. Tvrdenie. Pre Iubovolné n € N a uq,...,u, € V nasledujiice podmienky st
ekvivalentné:
(i) vektory wi,...,u, sd linearne zavislé;

(ii) niektory z vektorov uy, k < n, je linearnou kombindciou predchadzajiicich;
(ii’) niektory z vektorov uy, k < n, je linearnou kombindciou nasledujicich;
(iii) niektory z vektorov uy, k < n, je linearnou kombinaciou ostatnych.

Dokaz. Dokazeme implikacie (i) = (ii) = (iii) a (iii) = (i). Rovnako by bolo mozné
dokazat aj implikacie (i) = (ii") = (iii).

(i) = (ii) Nech uy,...,u, si linedrne zavislé vektory a cy,..., ¢, su skalary, nie
vSetky rovné 0, také, ze cyui + ...+ c,u, = 0. Nech k je najvicsi z indexov 1,...,n
taky, ze ¢, # 0. Potom ¢; =0 pre k < i < n, teda ciyuy + ...+ cxur = 2?21 c;u; = 0.
7 toho dostavame

U = c,;l(cl'u,l + ...+ ck_luk_l),

t.j. ug je linedrnou kombinaciou predchadzajtcich vektorov.
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(ii) = (iii) plati trivalne.
(iii) = (i) Ak ug = d.i=1 c;u; je linedrnou kombindciou ostatnych vektorov, poloz-
i#k
me ¢ = <1. Potom pre n-ticu skalarov (ci,...,¢,) # 0 plati cyuy + ...+ cpu, = 0,
teda vektory wq,...,u, sa linedrne zavislé.

Pozndmka. Vimnite si, Ze dokaz implikacie (i) = (ii) pokryva aj pripad k = 1. Vtedy
c1 # 0 a cqu; = 0, preto tiez u; = 0. Teda w; je naozaj linedrnou kombinéciou
predchadzajucich (t.j. prazdnej postupnosti) vektorov.

Kazdy vektor @ z linedrneho obalu [uy, ..., u,] moZno vyjadrit v tvare
T=cCciUuy +...+cpu,
pre nejakt n-ticu skalarov (cy,...,c,). Nasledujuce tvrdenie ukazuje, Ze linedrna
nezavislost vektorov wq, ..., u, je ekvivalentna s jednoznac¢nostou tohto vyjadrenia.
4.4.2. Veta. Vektory uy,...,u, si linearne nezavislé prave vtedy, ked kazdy vektor
x € [uy,...,u,| mozno vyjadrit v tvare € = cyuy +. ..+ cpu, pre jedini usporiadani
n-ticu (c1,...,cn) € K™
Dokaz. Nech uq,...,u, st linedrne nezavislé vektory. Predpokladajme, Ze vektor
x € [uy,...,u,] mozno vyjadrit v tvaroch
rT=ciu+...+cpu, =diur+ ...+ d,u,,
kde (¢1,...,¢n), (d1,...,dy,) € K™ Potom
(c1 &di)uy + ...+ (¢ &dp)u, = 0.

7 linearnej nezavislosti vektorov wy,...,u, vyplyva c; d; = ... = ¢, &d, = 0, Cize
(c1,...,¢n) = (d1,...,dn). Teda vyjadrenie vektora & v tvare linedrnej kombinécie
vektorov uq, ..., u, je jednoznacné.

Predpokladajme teraz, Ze kazdy vektor € [uq, ..., u,] méa jednoznacné vyjadrenie
v tvare linedrnej kombinécie vektorov wi,...,u,. Specidlne to plati aj pre vektor
x = 0, ktory ma vyjadrenie 0 = Ouy + ...+ Ou,. Z jednoznacnosti tohto vyjadrenia
vyplyva

caui+...+cu,=0=c1=...=¢, =0

pre Tubovolnt n-ticu skalarov (ci,...,c,). Teda vektory uy, ..., u, s linedrne neza-
vislé.

Nasledujtce tvrdenie dava do stuvislosti linearnu (ne)zavislost s linedrnym obalom.

4.4.3. Tvrdenie. Nech uy,...,u,,v € V pricom vektory wq,...,u, s linearne
nezavislé. Potom nasledujice podmienky su ekvivalentné:
(i) v € [ug,...,uy,);
(ii) vektory wui,..., Uy, v su linedrne zavislé;
(iii) [uy,..., Up,v] = [U1,...,Uy].
Dokaz. (i)=(ii): Ak v € [u1,...,u,] tak vektory wy,...,u,,v si linedrne zavislé
podla tvrdenia 4.4.1.
(ii) = (iii): Nech vektory wq,...,u,,v si linearne zavislé. Potom niektory z nich
je linedrnou kombindciou predchidzajucich. Kedze vektory wq,...,u, st linedrne
nezavislé, moze to byt len vektor v. Teda v € [uq,..., Uy].

(iii) = (i) je obsiahnuté v bode (f) tvrdenia 4.2.2.
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4.4.4. Veta. Nechu,...,uy,,v1,...,0, €V, pricom vektory uy, ..., u, su linearne
nezavislé. Potom z mnoziny {1,...,m} mozno vybrat indexy iy < ... < iy tak, Ze
vektory wy,...,Up, Vi, ..., v; su linedrne nezavislé a generuju rovnaky podpriestor
ako vektory wy, ..., Un, V1, ..., Un.

Doékaz. Ozna¢me X = {vi,...,v,}. Vektory v;,,...,v;, vyberieme z mnoziny X
nasledujicim sposobom. Ak X C [uy,...,uy], polozme k = 0, t.j. nevyberieme Zia-
den z nich. V opa¢nom pripade nech v;, je prvy z vektorov mnoziny X, ktory nelezi
v podpriestore [uy,...,u,]. Ak X C [uy,...,u,,v;], tak k = 1 a v;, je jediny
vybrany vektor. Podla predchadzajiceho tvrdenia sa vektory wq, ..., u,, v;, linedrne
nezavislé. Ak X ¢ [uq,...,Un,v;, |, oznacime v;, prvy vektor mnoziny X, ktory
nelezi v [uy, ..., u,, v;, ] (zrejme iy < io, teda v;, # v;,). Vektory wy, ..., Un, v, v;,
st podla tvrdenia 4.4.3 opét linearne nezavislé. Podla potreby pokrac¢ujeme rovnakym
sposobom, az kym pre takto ziskané linedrne nezavislé vektory wy,..., uy, v;,,...,v;,
neplati inklizia X C [uq,...,up, v;,,...,v;, ], kedy sa zastavime. (V krajnom pripade
dostaneme k = m, t.j. vyberieme vSetky vektory z mnoziny X.) Z uvedenej inklizie
okamZite vyplyva rovnost

(U1, Uy U1, U] = (UL, -, Up, Uiy -, 0,

kedZe kazdy z generatorov podpriestoru na lavej strane je prvkom podpriestoru na
pravej strane.

4.5. Linearny obal a linearna nezavislost v priestoroch K™

V tomto paragrafe si ukdzeme, ako mozno na zaklade naSich doterajsich znalosti
o sustavach linedrnych rovnic tou istou metédou tpravy matic pomocou ERO na
(redukovany) stupfiovity tvar riesit pre vektory z priestoru K™ nasledujtce tri otazky:

(1) rozhodnit pre dané vektory xi,...,x,,y € K™ & y patri alebo nepatri do
linedrneho obalu [z, ..., x,];

(2) rozhodnit pre dané vektory xq,...,x, € K™ ¢ su linedrne zavislé alebo nezé-
vislé;

(3) vybrat z vektorov xi,...,x, € K™ linedrne nezavislé vektory x;,,...,x;,
(j1 < ... < ji) tak, aby vektory x;,,...,x; generovali vo V ten isty linearny
podpriestor ako vektory x1,...,x,.

Hoci vSetky tri otdzky mozno riesit naraz jednotnym spdsobom, z metodickych
dovodov za¢neme jednoduchsimi otdzkami (1) a (2), a az potom pristipime k trochu
zlozitejSej otazke (3). NavySe pri tom zavedieme oznacenie, ktorého sa budeme drzat
v celom paragrafe.

Nech 1,...,x,,y € K™ st stlpcové vektory, pri¢om
T1j Y1
m,] = y y =
Tmj Ym
Oznatme X = (r;;) € K™*" maticu so stipcami z1,...,z,, a (X |y) € K™*"+D)
blokovii maticu zloZenti z matice X a vektora y. Potom pre ¢ = (cy,...,c,)T € K™

plati:
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(1) a1+ ... +cpxen=9y & X -c=1y;
(2) i1 +...+ ez, =0 & X-c=0.
Inak povedané:

(1) y € [x1,...,x,] prave vtedy, ked ststava X - ¢ = y s roz§irenou maticou (X | y)
ma aspon jedno rieSenie;

(2) vektory xi,...,x, su linedrne nezavislé prave vtedy, ked homogénna sustava
X ¢ = 0 ma jediné riesenie ¢ = 0; ak tato sustava méa aj nejaké nenulové
rieSenie, tak vektory x1,...,x, sl linedrne zavislé.

(Nedajte sa spliest atypickym oznaCenim: x;; st teraz koeficienty ststavy, y; st zlozky
pravej strany a c; s nezname.)

Otézku (1) uz vieme riesit. Sta¢i pomocou ERO upravit maticu (X |y) na stup-
novity tvar. Ak vyslednd matica obsahuje riadok tvaru (0,...,0]z), kde z # 0, tak
ststava X - ¢ = y nema rieSenie a y ¢ [x1,...,x,]. Ak sa taky riadok vo vyslednej
matici nenachédza, tak ststava ma aspofi jedno rieSenie a y € [x1, ..., Ty].

Podobne je to s otdzkou (2). Opiit stac¢i pomocou ERO upravit maticu X na stup-
fovity tvar a pozriet sa, ¢i v kazdom stlpci lezi vedtci prvok nejakého riadku. Ak
je to tak, niet ¢o volit za parametre, ¢ = 0 je jedinym rieSenim stustavy X - ¢ = 0

a vektory @y, ..., x, si linedrne nezavislé. V opacnom pripade mame moznost volby
aspon jedného parametra, sistava méa aj nejaké nenulové rieSenie a vektory xy,...,x,
st linedrne zavislé.

Este si v§imnime tizku stvislost oboch otazok. Vedicim prvkom riadku (0,...,0 | z),

kde z # 0, je prave v (n + 1)-om stipci leZiaci prvok z. Teda matica v stupiiovitom
tvare riadkovo ekvivalentnd s (X | y) neobsahuje taky riadok prave vtedy, ked v jej
poslednom stipci nelezi vedici prvok Ziadneho riadku.

4.5.1. Priklad. UvaZzujme stlpcové vektory = = (1,1, <1, 1), x5 = (0,1,0,1)7,
x3 = (3,1,e3,<5)T, &4 = (0,0,1,2)T, y = (3,5, 2, 1)T, 2 = (1,1,1,1)T v priestore
R*. Méme rozhodnif, ¢i vektory y, z patria do linedrneho obalu [@1, T2, T3, T 4].
Oznacme si nasledujice matice

1 0 3 0| 3 1 0 3 01

1 1 1 0] 5 1 1 1 0]1
XlW=1w 0 a3 1)) ElP=la 0 o 1)1

<l 1 & 211 <l 1 & 21

Matice (X |y), (X | z) st riadkovo ekvivalentné s maticami

1 0 3 013 1 0 3 0] 1

0 1 « 012 ros 0 1 « 00

00 0 1|1 P~ 1o o o 1]2

00 0 010 0 0 0 0f<«2

Okamzite vidime, 7Ze plati y € [@1, T2, ®3, 4] a 2 & [, T2, T3, T4].

4.5.2. Priklad. Zistime, ¢ stipce redlnej matice

0

—_— o NN
=W N =
N = W W

1
2
2
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su linearne zavislé alebo nezavislé. Tato matica je riadkovo ekvivalentna s maticou

co o~
oW
O = = o
NN = O N

Vidime, ze stlpce matice X su linedrne nezavislé. Na druhej strane, ako matica nad
polom Zs je X riadkovo ekvivalentnd s maticou

o O O
O O =N
S N W
S W =N

Teda stlpce matice X, chapané ako vektory z vektorového priestoru Z3, st linedrne
zavislé.
KTicom k odpovedi na otdzku (3) je nasledujtce tvrdenie.

4.5.3. Tvrdenie. Nech X, Y € K™*" siu riadkovo ekvivalentné matice, pri¢om
matica Y je v stupiiovitom tvare. Pre 1 < j < n oznac¢me x; = s;(X) j-ty stlpec
matice X. Nech j, < ... < ji st indexy vietkych stlpcov matice Y, v ktorych lezia
vedice prvky jej riadkov. Potom plati:

(a) vektory xj,,...,xj, sd linedrne nezavislé;
(b) ak v j-tom stipci matice Y nelexi vediici prvok Ziadneho jej riadku (t.j. 1 < j < n
aj#ji,...,Jx), tak vektor x; je linedrnou kombindciou vektorov x;,, ..., x;,,
kde | < k je najviacsi index, pre ktory plati j; < j;
(c) [®j,-. - xj] =[®1,. .., %n]
Dokaz. (a) Oznaéme X', Y’ matice, ktoré pozostavaji len zo stlpcov s indexmi
j1,.-.,7k matic X resp. Y (ostatné stipce vynechame). Potom postupnostou tych

istych ERO, ktorymi sme X upravilina Y, dostaneme z X’ maticu Y, teda X' ~ Y.
Matica Y’ je v8ak v stupiiovitom tvare a méa v kazdom stlpci vedici prvok nejakého
svojho riadku. Preto homogénna ststava X’ -d = 0 mé jediné riesenie d = 0 € K*,
¢o znamena, ze stipce matice X', t.j. vektory T ,...,T;,,su linedrne nezavislé.

(b) Bez ujmy na v8eobecnosti moéZeme predpokladat, ze matica Y je dokonca v re-
dukovanom stupfiovitom tvare. Poloha vedtcich prvkov riadkov v jednotlivych stip-

coch bude stale rovnaka. Nech j # j1,..., ji. Pri volbe parametra c¢; = 1 a volbou
0 za hodnotu vSetkych ostatnych parametrov (ak nejaké zostali) dostaneme jedno
rieSenie ¢ = (c1,...,¢c,)T # 0 stistavy X - ¢ = 0. Nech | < k je najvicsi index taky,

ze j; < j. Pre naSe rieSenie ¢ navyse plati ¢, = 0, ak 7 < p < n. Ak je totiz ¢, para-
meter, tak je to dosledok nasej volby, a vo vyjadreni nezndmych c;, pre [ <t <k sa
(jediny nenulovy) parameter c¢; nevyskytuje. Ozna¢me X" maticu, ktord pozostava

len zo stlpcov matice X s indexmi ji,...,7; a j. Z uvedenych dévodov je vektor
¢’ = (cj,...,cj,1)T rieSenim stustavy X" - ¢’ = 0. To znamen4, %e
;= <:>(Cj1£l?j1 + ...+ leilfjl) € [a:jl, . .,a:jl].

(c) je bezprostrednym dosledkom (b) a tvrdenia 4.4.3.
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Prave dokazané tvrdenie nam dava priamy navod na rieSenie otazky (3). Staci
pomocou ERO upravit maticu X = (xy,...,2,) na maticu Y v stupfiovitom tvare
a zistit v nej indexy j; < ... < jx vSetkych stipcov, v ktorych lezia vediice prvky
jej riadkov. Potom x;,, ..., x;, st hladané linedrne nezavislé vektory, ktoré generuji
linedrny podpriestor [x1,...,x,].

4.5.4. Priklad. Zo stipcov reilnej matice

I
R
oo~
O W N W
o=
RSO JOR

treba vybraf linedrne nezavislé stipce, ktoré generuju linearny obal vSetkych stlpcov
matice X. Matica X je riadkovo ekvivalentna s maticou

11 3 &1 1
0 1 2 2 &3
Y= 0 00 1 1
0 00 O 0

v stupfiovitom tvare. Vedtice prvky riadkov matice Y sa nachadzaji v stipcoch 1, 2
a 4. Hladané vektory s teda stipce 1, 2 a 4 matice X. Zapisané vedla seba tvoria
maticu

1 1 <1
2 0 1
1 1 2
2 0 0

I ked sme cely postup rieSenia otazok (1), (2) a (3) vylozili len pre priestory stip-
covych vektorov K™ a tychto priestorov sa tykali aj vSetky priklady, c¢itatelovi by
uz nemalo robit tazkosti modifikovat popisani metédu aj na priestory riadkovych
vektorov K™ — ¢i uz transponovanim, prislusnych matic riadkovych vektorov alebo
nahradenim elementarnych riadkovych operacif stipcovymi.

4.6. Linearne nezavislé postupnosti a mnoziny

V tomto paragrafe struc¢ne doplnime pojmy linedrnej zavislosti a nezavislosti spo-
sobom, ktory umoznuje ich pouzitie i v pripade nekone¢nych postupnosti a Tubovol-
nych (t.j. koneénych aj nekoneénych) mnozin vektorov. Nakolko vSak tieto otdzky
zostavaju na okraji nasho zaujmu, popri prislusnych definiciach sa obmedzime len na
niekolko jednoduchych zovSeobecneni vysledkov o linedrnej (ne)zavislosti usporiada-
nych n-tic.

Nekonecni postupnost (ug)5>, = (o, w1, U2, ..., Uk, ...) vektorov z priestoru V'
nazyvame linedrne nezdvislou, ak kazda jej konend podpostupnost (ug,,...,ux, ),
kde 0 < k1 < ... < ky, je linedrne nezavisla.

Dokaz nasledujuceho jednoduchého tvrdenia prenechivame citatelovi.
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4.6.1. Tvrdenie. Nekonecna postupnost (uy)3>, vektorov z V je linedrne nezavisla

prave vtedy, ked pre kazdé n € N jej pociatoc¢ny tsek (uwg,w1,...,uy,) je linedrne
nezavisly.
Napriklad postupnost (1,z,22, ..., 2%, ...) vietkych mocnin z je linedrne nezavisl4

postupnost vo vektorovom priestore K[x]| vSetkych polynémov v premennej x nad
polom K. Polyném f(z) = ag+ a1z + ...+ a,z™ je totiz (definitoricky) nulovy prave
vtedy, ked ag = a1 =...=a, =0.

Mnozina X C V sa nazyva linedrne nezdvisld, ak pre Iubovolné n € N kazda

usporiadand n-tica navzdjom roznych vektorov (uq,...,u,) z mnoziny X je linedrne
nezavisla.
Este raz podciarkujeme ono ,navzajom roznych“ — keby totiz uq,...,u, neboli

navzajom rozne vektory, nemohli by byt linedrne nezivislé.

Linearna zavislost ¢i nezavislost usporiadanej n-tice vektorov nezavisi od ich po-
radia — zrejme usporiadand n-tica (uy, ..., u,) je linedrne nezavisla prave vtedy, ked
je linedrne nezavisla usporiadand n-tica (wy(1),...,Us(n)), kde o je Iubovolna per-
mutacia mnoziny {1,...,n}. Inak povedané, linedrna (ne)zavislost usporiadanej n-
tice (w1, ...,u,) navzajom roznych vektorov je vlastnostou mnoZiny {wq,...,u,}.
Citatel uz iste lahko nahliadne platnost nasledujtceho o¢ividného tvrdenia.

4.6.2. Tvrdenie. Usporiadand n-tica (u1,...,uy,) navzajom roznych vektorov z V
je linedrne nezavisla prave vtedy, ked mnoZina {u1,...,u,} CV je linedrne nezavisla.

Nase zaverecné tvrdenie, ktoré dava do stvisu linedrnu (ne)zavislost mnoziny s jej
linedrnym obalom, je obdobou tvrdenia 4.4.3. Taktiez jeho dokaz mozno ziskat malou
obmenou dokazu spominaného tvrdenia.

4.6.3. Tvrdenie. Nech X C V je linearne nezavisla mnozZina a v € V. Potom
nasledujiice podmienky su ekvivalentné:

(i) v e [X];

(ii) mnozina X U {v} je linedrne zavisla;

(iii) [X U{v}] = [X].



