
4. LINEÁRNE PODPRIESTORY A LINEÁRNA NEZÁVISLOS«

V tejto kapitole sa opä» vrátime k ¹túdiu abstraktných vektorových priestorov nad
v¹eobecným poµom. K bude v celej kapitole oznaèova» nejaké pevné, inak µubovoµné
pole a V bude nejaký pevne zvolený vektorový priestor nad K. Èitateµ sa v¹ak ne-
dopustí nijakej chyby, ak si pod v¹eobecným poµom K bude predstavova» pole R

v¹etkých reálnych èísel. Zaka¾dým, keï sa budeme odvoláva» na geometrický názor,
bude to dokonca u¾itoèné. Na druhej strane by v¹ak nemal spú¹»a» zo zreteµa, ¾e
na¹e úvahy majú podstatne ¹ir¹iu platnos» { okrem vektorových priestorov nad R sa
z nám známych príkladov vz»ahujú tak na vektorové priestory nad poµom C v¹etkých
komplexných èísel, poµom Q v¹etkých racionálnych èísel ako i na vektorové priestory
nad koneènými poµami Zp.

4.1. Lineárne podpriestory vektorového priestoru

Mno¾ina S � V sa nazýva lineárny podpriestor vektorového priestoru V , ak S 6= ; a
pre v¹etky skaláry a 2 K a vektory x;y 2 S platí ax 2 S a x+y 2 S. Inak povedané,
neprázdna podmno¾ina S � V je lineárny podpriestor práve vtedy, keï je uzavretá
na operácie skalárneho násobku a súètu vektorov.

Nasledujúce tvrdenie je bezprostredným dôsledkom práve vyslovenej de�nície.

4.1.1. Tvrdenie. Nech S je lineárny podpriestor vektorového priestoru V . Potom
0 2 S a S s operáciami súètu vektorov a skalárneho násobku zú¾enými z V na S tvorí
vektorový priestor nad poµom K.

V ka¾dom vektorovom priestore V sú f0g a V lineárne podpriestory (v prípade,
keï V = f0g, dokonca splývajú, inak ide o dva rôzne podpriestory) { f0g nazývame
triválny alebo tie¾ nulový a V nevlastný alebo tie¾ plný lineárny podpriestor. Teda
pre vlastný netriviálny lineárny podpriestor S � V platí f0g 6= S 6= V .

Napr. vo vektorovom priestore R3 netriviálne vlastné podpriestory sú práve v¹etky
priamky a roviny prechádzajúce poèiatkom 0.

Nasledujúce tvrdenie charakterizuje lineárne podpriestory ako mno¾iny uzavreté
na lineárne kombinácie.

4.1.2. Tvrdenie. Pre µubovoµnú podmno¾inu S vektorového priestoru V nasledujúce
podmienky sú ekvivalentné:
(i) S je lineárny podpriestor vo V ;
(ii) S 6= ; a pre v¹etky skaláry a; b 2 K a vektory x;y 2 S platí ax+ by 2 S;
(iii) pre ka¾dé n 2 N a pre v¹etky skaláry a1; : : : ; an 2 K a vektory x1; : : : ;xn 2 S

platí a1x1 + : : :+ anxn 2 S.

Dôkaz. Postupne doká¾eme implikácie (i)) (ii), (ii)) (iii) a (iii)) (i).
(i)) (ii): Ak S je lineárny podpriestor, tak S 6= ;. Nech a; b 2 K, x;y 2 S. Keï¾e

S je uzavreté na skalárne násobky, platí ax; by 2 S. Z uzavretosti S na súèet vyplýva
ax+ by 2 S.

1



2 4. LINEÁRNE PODPRIESTORY A LINEÁRNA NEZÁVISLOS«

(ii)) (iii): Nech platí (ii). Keï¾e S 6= ;, existuje s 2 S. Potom 0 = 0s+ 0s 2 S a
tie¾ ax = ax+0s 2 S pre ka¾dé a 2 K, x 2 S. Teda podmienka z (iii) je splnená pre
n = 0 (lebo prázdna lineárna kombinácia je 0) a n = 1; podµa (ii) je splnená tie¾ pre
n = 2. Keby nebola splnená pre v¹etky n 2 N , oznaèíme n najmen¹ie prirodzené èíslo
s touto vlastnos»ou. Potom n > 2 a pre v¹etky k < n podmienka z (iii) platí. Nech
a1; : : : ; an 2 K, x1; : : : ;xn 2 S sú také, ¾e a1x1 + : : :+ anxn =2 S. Av¹ak

a1x1 + : : :+ anxn = (a1x1 + : : :+ an�1xn�1) + anxn 2 S;

keï¾e pre prirodzené èísla n� 1 a 2 podmienka z (iii) platí. To je spor.
(iii)) (i): Z platnosti (iii) pre n = 0 vyplýva, ¾e 0 2 S (prázdna lineárna kom-

binácia je toti¾ 0). Teda S 6= ;. Voµbou n = 1 dostávame uzavretos» S na skalárne
násobky. Uzavretos» S na súèet vyplýva z voµby n = 2, a1 = a2 = 1.

4.1.3. Príklad. Keï¾e s príkladmi lineárnych podpriestorov vektorových priestorov
Kn sa e¹te stretneme pri mnohých príle¾itostiach, uvedieme tu niekoµko

"
exotickej¹ích\

príkladov. Napospol pôjde o podpriestory priestorov KX v¹etkých funkcií z nejakej
mno¾iny X do poµa K (pozri príklad 1.6.5).

(a) Oznaème K(X) mno¾inu v¹etkých funkcií f : X ! K takých, ¾e mno¾ina
fx 2 X; f(x) 6= 0g je koneèná. Pre µubovoµnú lineárnu kombináciu funkcií f; g 2 K(X)

platí

fx 2 X; af(x) + bg(x) 6= 0g � fx 2 X; f(x) 6= 0g [ fx 2 X; g(x) 6= 0g:

Z toho vyplýva, ¾e K(X) je lineárny podpriestor vektorového priestoru KX . Ak X
je koneèná, tak K(X) = KX , ak X je nekoneèná, tak K(X) je netriválny vlastný
podpriestor v KX .

(b) Nech X � R je µubovoµná mno¾ina reálnych èísel. Potom C(X;R), alebo len
struène C(X) oznaèuje mno¾inu v¹etkých spojitých funkcií f : X ! R. Keï¾e lineárne
kombinácie spojitých funkcií sú zrejme opä» spojité fumkcie, C(X) je lineárny pod-
priestor v RX .

(c) Ak X je nejaký (ohranièený alebo neohranièený) interval reálnych èísel, tak
D(X) oznaèuje mno¾inu v¹etkých funkcií f : X ! R, ktoré majú v ka¾dom bode
x 2 X koneènú deriváciu (v prípadných krajných bodoch intervalu X sa ¾iada exis-
tencia koneènej derivácie zµava alebo sprava). Keï¾e ka¾dá diferencovateµná funkcia je
spojitá na svojom de�niènom obore a lineárna kombinácia diferencovateµných funkcií
je opä» diferencovateµná, D(X) je lineárny podpriestor vektorového priestoru C(X).

4.2. Lineárny obal mno¾iny vektorov

Mno¾inu v¹etkých lineárnych kombinácií vektorov z podmno¾iny X vektorového prie-
storu V nazývame lineárnym obalom mno¾iny X a oznaèujeme ju [X]. Teda

[X] = fa1x1 + : : :+ anxn; n 2 N & a1; : : : ; an 2 K & x1; : : : ;xn 2 Xg:

Ak X = fx1; : : : ;xng je koneèná mno¾ina, tak miesto [fx1; : : : ;xng] pí¹eme len
[x1; : : : ;xn]. Zrejme tento zápis má zmysel aj pre µubovoµnú usporiadanú n-ticu (nie
nutne rôznych) vektorov (x1; : : : ;xn), a platí

[x1; : : : ;xn] = fa1x1 + : : :+ anxn; a1; : : : ; an 2 Kg:
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4.2.1. Tvrdenie. Nech X je podmno¾ina vektorového priestoru V . Potom lineárny
obal [X] mno¾iny X je najmen¹í lineárny podpriestor vektorového priestoru V taký,
¾e X � [X].

Dôkaz. Musíme dokáza» dve veci:
(a) [X] je lineárny podpriestor vo V ;
(b) pre ka¾dý lineárny podpriestor S � V platí X � S ) [X] � S.

(a) Zrejme [X] obsahuje 0 ako prázdnu lineárnu kombináciu, teda [X] 6= ;. Nech
u = a1x1 + : : : + anxn, v = b1y1 + : : : + bmym sú prvky z [X], prièom ai; bj 2 K,
xi;yj 2 X, a c; d 2 K. Potom

cu+ dv = ca1x1 + : : :+ canxn + db1y1 + : : :+ dbmym 2 [X];

keï¾e je to opä» lineárna kombinácia vektorov z X. Podµa podmienky (ii) tvrde-
nia 4.1.2 je [X] lineárny podpriestor vo V .

(b) Nech S � V je lineárny podpriestor taký, ¾e X � S. Potom podµa podmienky
(iii) tvrdenia 4.1.2 v¹etky lineárne kombinácie vektorov z S, a tým skôr vektorov z X,
patria do S. Teda [X] � S.

Dokázané tvrdenie nás oprávòuje nazýva» lineárny obal [X] mno¾iny X � V tie¾
lineárnym podpriestorom generovaným mno¾inou X. Ak [X] = S, hovoríme, ¾e X
generuje lineárny podpriestor S, prípadne ¾e X je generujúca mno¾ina alebo tie¾
mno¾ina generátorov lineárneho podpriestoru S � V . Ak S = V , t. j. ak [X] = V ,
hovoríme krátko o generujúcej mno¾ine. Pou¾íva sa tie¾ názov vytvárajúca mno¾ina.

Kvôli prehµadnosti e¹te zhrnieme základné vlastnosti operácie lineárneho obalu
X 7! [X].

4.2.2. Tvrdenie. Pre µubovoµné podmno¾iny X, Y vektorového priestoru V a v 2 V
platí:
(a) [;] = [0] = f0g;
(b) X � [X];
(c) X � Y ) [X] � [Y ];
(d) X je lineárny podpriestor vo V práve vtedy, keï X = [X];
(e) [[X]] = [X];
(f) v 2 [X] , [X [ fvg] = [X].

Dôkaz. (a), (b) a (c) sú triviálne, (d) priamo vyplýva z tvrdenia 4.2.1 a (e) je bez-
prostredným dôsledkom (d).

(f) Nech v 2 [X]. S pou¾itím (b), (c) a (e) dostávame

[X [ fvg] � [[X] [ fvg] = [[X]] = [X]:

Teda [X [ fvg] = [X]. Keï¾e v 2 [X [ fvg], obrátená implikácia je triviálna.

4.3. Prienik a súèet lineárnych podpriestorov

Nech X, Y sú µubovoµné podmno¾iny vektorového priestoru V . Potom mno¾inu

X + Y = fx+ y; x 2 X & y 2 Y g

nazývame súètom mno¾ín X, Y .
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4.3.1. Tvrdenie. Nech S, T sú lineárne podpriestory vektorového priestoru V . Po-
tom aj S \ T a S + T sú lineárne podpriestory vo V . Navy¹e platí

S + T = [S [ T ];

t. j. S + T je najmen¹í lineárny podpriestor vo V , ktorý obsahuje S aj T .

Dôkaz. Zrejme 0 2 S \ T . Z toho, ¾e S aj T sú uzavreté na lineárne kombinácie,
vyplýva, ¾e aj S \ T má túto vlastnos».

Doká¾eme, ¾e aj S + T je uzavreté na lineárne kombinácie. Nech a1; a2 2 K a
u1 = x1+y1, u2 = x2+y2 sú vektory z S+T , prièom x1;x2 2 S, y1;y2 2 T . Potom

a1u1 + a2u2 = a1(x1 + y1) + a2(x2 + y2)

= (a1x1 + a2x2) + (a1y1 + a2y2) 2 S + T;

lebo S, T sú lineárne podpriestory, teda a1x1 + a2x2 2 S a a1y1 + a2y2 2 T .
Doká¾eme poslednú rovnos». Inklúzie S [ T � S + T � [S [ T ] sú zrejmé. Keï¾e

S + T je lineárny podpriestor vo V a [S [ T ] je najmen¹í lineárny podpriestor vo V ,
ktorý obsahuje mno¾inu S [ T , platí tie¾ [S [ T ] � S + T .

Na druhej strane èitateµ iste µahko nájde príklady na to, ¾e zjednotenie dvoch
lineárnych podpriestorov S, T vektorového priestoru V nemusí by» lineárnym pod-
priestorom. Presnej¹ie, S [ T je lineárny podpriestor vo V práve vtedy, keï S � T
alebo T � S. Porozmý¹µajte preèo.

Súèet lineárnych podpriestorov S, T vektorového priestoru V nazývame priamym

alebo tie¾ direktným súètom, ak S \ T = f0g; takýto súèet zvykneme tie¾ oznaèova»
S � T .

4.3.2. Tvrdenie. Nech S, T sú lineárne podpriestory vektorového priestoru V . Po-
tom nasledujúce podmienky sú ekvivalentné:
(i) S \ T = f0g, t. .j. súèet S + T je direktný;
(ii) ka¾dý vektor z 2 S + T má jednoznaèné vyjadrenie v tvare z = x + y, kde

x 2 S, y 2 T .

Dôkaz. (i)) (ii): Nech S \ T = f0g. Predpokladajme, ¾e vektor z 2 S + T mo¾no
vyjadri» v tvaroch z = x1 + y1 = x2 + y2, kde x1;x2 2 S, y1;y2 2 T . Potom
x1 � x2 = y2 � y1. Keï¾e x1 � x2 2 S, y2 � y1 2 T , uvedená spoloèná hodnota
patrí do S \ T . Preto x1 � x2 = y2 � y1 = 0, t. j. x1 = x2, y1 = y2. To dokazuje
po¾adovanú jednoznaènos».

(ii)) (i): Nech z 2 S \ T . Potom z mo¾no vyjadri» v tvare z = z + 0, kde z 2 S,
0 2 T , ako aj v tvare z = 0+ z, kde 0 2 S, z 2 T . Z predpokladanej jednoznaènosti
vyplýva z = 0. Teda S \ T = f0g.

4.4. Lineárna nezávislos»

Nech u1; : : : ;un 2 V . Hovoríme, ¾e usporiadaná n-tica vektorov (u1; : : : ;un) je
lineárne závislá, ak existujú skaláry c1; : : : ; cn 2 K také, ¾e (c1; : : : ; cn) 6= 0 a
c1u1 + : : :+ cnun = 0. V opaènom prípade hovoríme, ¾e usporiadaná n-tica vektorov
(u1; : : : ;un) je lineárne nezávislá. Pre n = 0 kvôli úplnosti dodávame, ¾e usporiadanú
0-ticu (t. j. prázdnu postupnos») vektorov pova¾ujeme za lineárne nezávislú.
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Miesto
"
lineárne (ne)závislá usporiadaná n-tica vektorov (u1; : : : ;un)\ budeme

èasto hovori» len o lineárne (ne)závislých vektoroch u1; : : : ;un.
Rozmeòme si teraz

"
na drobné\, èo znamená ono

"
v opaènom prípade\ v de�nícii

lineárnej nezávislosti. Podµa tejto de�nície vektory u1; : : : ;un sú lineárne nezávislé
práve vtedy, keï

(8 c1; : : : ; cn 2 K)(c1u1 + : : :+ cnun = 0 ) c1 = : : : = cn = 0):

Vidíme, ¾e logická ¹truktúra pojmu lineárnej nezávislosti je trochu zlo¾itej¹ia, ne¾ sme
boli doteraz zvyknutí. Keï¾e ide o kµúèový pojem, je potrebné sa pri òom na chvíµu
pristavi».

Uvedomme si, ¾e pre n-ticu skalárov (c1; : : : ; cn) = 0 platí c1u1 + : : :+ cnun = 0
pre µubovoµnú n-ticu vektorov (u1; : : : ;un), bez ohµadu na to, èi je lineárne závislá
alebo nezávislá. Av¹ak pre niektoré n-tice vektorov (u1; : : : ;un) mô¾eme ako výsle-
dok lineárnej kombinácie c1u1 + : : :+ cnun dosta» 0 aj pomocou inej n-tice skalárov
(c1; : : : ; cn) ne¾ len 0 = (0; : : : ; 0) { takéto usporiadané n-tice (u1; : : : ;un) nazý-
vame lineárne závislé. Pre niektoré usporiadané n-tice vektorov (u1; : : : ;un) je voµba
(c1; : : : ; cn) = 0 jediná mo¾nos» ako lineárnou kombináciou c1u1 + : : :+ cnun získa»
výsledok 0 { takéto usporiadané n-tice nazývame lineárne nezávislé.

Na precvièenie práve de�novaných pojmov èitateµovi odporúèame, aby si dokázal
¹tyri jednoduché no u¾itoèné pozorovania:
(a) jediný vektor u je lineárne nezávislý práve vtedy, keï u 6= 0;
(b) vektory u, v sú lineárne závislé práve vtedy, keï jeden z nich je násobkom

druhého;
(c) ak niektorý z vektorov u1; : : : ;un je 0, tak tieto vektory sú lineárne závislé;
(d) ak sa niektoré dva z vektorov u1; : : : ;un rovnajú, tak tieto vektory sú lineárne

závislé.
Inak povedané, len usporiadaná n-tica nenulových a navzájom rôznych vektorov,
z ktorých ¾iaden nie je násobkom druhého, mô¾e (no stále e¹te nemusí) by» lineárne
nezávislá.

Nasledujúce tvrdenie asi vysvetµuje názov
"
lineárna závislos»\ lep¹ie ne¾ samotná

de�nícia.

4.4.1. Tvrdenie. Pre µubovoµné n 2 N a u1; : : : ;un 2 V nasledujúce podmienky sú
ekvivalentné:
(i) vektory u1; : : : ;un sú lineárne závislé;
(ii) niektorý z vektorov uk, k � n, je lineárnou kombináciou predchádzajúcich;
(ii') niektorý z vektorov uk, k � n, je lineárnou kombináciou nasledujúcich;
(iii) niektorý z vektorov uk, k � n, je lineárnou kombináciou ostatných.

Dôkaz. Doká¾eme implikácie (i)) (ii)) (iii) a (iii)) (i). Rovnako by bolo mo¾né
dokáza» aj implikácie (i)) (ii')) (iii).

(i)) (ii) Nech u1; : : : ;un sú lineárne závislé vektory a c1; : : : ; cn sú skaláry, nie
v¹etky rovné 0, také, ¾e c1u1 + : : :+ cnun = 0. Nech k je najväè¹í z indexov 1; : : : ; n
taký, ¾e ck 6= 0. Potom ci = 0 pre k < i � n, teda c1u1+ : : :+ ckuk =

Pn

i=1 ciui = 0.
Z toho dostávame

uk = c�1k (c1u1 + : : :+ ck�1uk�1);

t. j. uk je lineárnou kombináciou predchádzajúcich vektorov.
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(ii)) (iii) platí triválne.
(iii)) (i) Ak uk =

Pn
i=1
i 6=k

ciui je lineárnou kombináciou ostatných vektorov, polo¾-

me ck = �1. Potom pre n-ticu skalárov (c1; : : : ; cn) 6= 0 platí c1u1 + : : :+ cnun = 0,
teda vektory u1; : : : ;un sú lineárne závislé.

Poznámka. V¹imnite si, ¾e dôkaz implikácie (i)) (ii) pokrýva aj prípad k = 1. Vtedy
c1 6= 0 a c1u1 = 0, preto tie¾ u1 = 0. Teda u1 je naozaj lineárnou kombináciou
predchádzajúcich (t. j. prázdnej postupnosti) vektorov.

Ka¾dý vektor x z lineárneho obalu [u1; : : : ;un] mo¾no vyjadri» v tvare

x = c1u1 + : : :+ cnun

pre nejakú n-ticu skalárov (c1; : : : ; cn). Nasledujúce tvrdenie ukazuje, ¾e lineárna
nezávislos» vektorov u1; : : : ;un je ekvivalentná s jednoznaènos»ou tohto vyjadrenia.

4.4.2. Veta. Vektory u1; : : : ;un sú lineárne nezávislé práve vtedy, keï ka¾dý vektor
x 2 [u1; : : : ;un] mo¾no vyjadri» v tvare x = c1u1+ : : :+cnun pre jedinú usporiadanú
n-ticu (c1; : : : ; cn) 2 Kn.

Dôkaz. Nech u1; : : : ;un sú lineárne nezávislé vektory. Predpokladajme, ¾e vektor
x 2 [u1; : : : ;un] mo¾no vyjadri» v tvaroch

x = c1u1 + : : :+ cnun = d1u1 + : : :+ dnun;

kde (c1; : : : ; cn); (d1; : : : ; dn) 2 Kn. Potom

(c1 � d1)u1 + : : :+ (cn � dn)un = 0:

Z lineárnej nezávislosti vektorov u1; : : : ;un vyplýva c1� d1 = : : : = cn� dn = 0, èi¾e
(c1; : : : ; cn) = (d1; : : : ; dn). Teda vyjadrenie vektora x v tvare lineárnej kombinácie
vektorov u1; : : : ;un je jednoznaèné.

Predpokladajme teraz, ¾e ka¾dý vektor x 2 [u1; : : : ;un] má jednoznaèné vyjadrenie
v tvare lineárnej kombinácie vektorov u1; : : : ;un. ©peciálne to platí aj pre vektor
x = 0, ktorý má vyjadrenie 0 = 0u1 + : : :+ 0un. Z jednoznaènosti tohto vyjadrenia
vyplýva

c1u1 + : : :+ cnun = 0 ) c1 = : : : = cn = 0

pre µubovoµnú n-ticu skalárov (c1; : : : ; cn). Teda vektory u1; : : : ;un sú lineárne nezá-
vislé.

Nasledujúce tvrdenie dáva do súvislosti lineárnu (ne)závislos» s lineárnym obalom.

4.4.3. Tvrdenie. Nech u1; : : : ;un; v 2 V prièom vektory u1; : : : ;un sú lineárne
nezávislé. Potom nasledujúce podmienky sú ekvivalentné:
(i) v 2 [u1; : : : ;un];
(ii) vektory u1; : : : ;un; v sú lineárne závislé;
(iii) [u1; : : : ;un; v] = [u1; : : : ;un].

Dôkaz. (i)) (ii): Ak v 2 [u1; : : : ;un] tak vektory u1; : : : ;un; v sú lineárne závislé
podµa tvrdenia 4.4.1.

(ii)) (iii): Nech vektory u1; : : : ;un; v sú lineárne závislé. Potom niektorý z nich
je lineárnou kombináciou predchádzajúcich. Keï¾e vektory u1; : : : ;un sú lineárne
nezávislé, mô¾e to by» len vektor v. Teda v 2 [u1; : : : ;un].

(iii)) (i) je obsiahnuté v bode (f) tvrdenia 4.2.2.
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4.4.4. Veta. Nech u1; : : : ;un; v1; : : : ; vm 2 V , prièom vektory u1; : : : ;un sú lineárne
nezávislé. Potom z mno¾iny f1; : : : ;mg mo¾no vybra» indexy i1 < : : : < ik tak, ¾e
vektory u1; : : : ;un; vi1 ; : : : ; vik sú lineárne nezávislé a generujú rovnaký podpriestor
ako vektory u1; : : : ;un; v1; : : : ; vm.

Dôkaz. Oznaème X = fv1; : : : ; vmg. Vektory vi1 ; : : : ; vik vyberieme z mno¾iny X
nasledujúcim spôsobom. Ak X � [u1; : : : ;un], polo¾me k = 0, t. j. nevyberieme ¾ia-
den z nich. V opaènom prípade nech vi1 je prvý z vektorov mno¾iny X, ktorý nele¾í
v podpriestore [u1; : : : ;un]. Ak X � [u1; : : : ;un; vi1 ], tak k = 1 a vi1 je jediný
vybraný vektor. Podµa predchádzajúceho tvrdenia sú vektory u1; : : : ;un; vi1 lineárne
nezávislé. Ak X 6� [u1; : : : ;un; vi1 ], oznaèíme vi2 prvý vektor mno¾iny X, ktorý
nele¾í v [u1; : : : ;un; vi1 ] (zrejme i1 < i2, teda vi1 6= vi2). Vektory u1; : : : ;un; vi1 ; vi2
sú podµa tvrdenia 4.4.3 opä» lineárne nezávislé. Podµa potreby pokraèujeme rovnakým
spôsobom, a¾ kým pre takto získané lineárne nezávislé vektory u1; : : : ;un; vi1 ; : : : ; vik
neplatí inklúzia X � [u1; : : : ;un; vi1 ; : : : ; vik ], kedy sa zastavíme. (V krajnom prípade
dostaneme k = m, t. j. vyberieme v¹etky vektory z mno¾iny X.) Z uvedenej inklúzie
okam¾ite vyplýva rovnos»

[u1; : : : ;un; v1; : : : ; vm] = [u1; : : : ;un; vi1 ; : : : ; vik ];

keï¾e ka¾dý z generátorov podpriestoru na µavej strane je prvkom podpriestoru na
pravej strane.

4.5. Lineárny obal a lineárna nezávislos» v priestoroch Km

V tomto paragrafe si uká¾eme, ako mo¾no na základe na¹ich doteraj¹ích znalostí
o sústavách lineárnych rovníc tou istou metódou úpravy matíc pomocou ERO na
(redukovaný) stupòovitý tvar rie¹i» pre vektory z priestoruKm nasledujúce tri otázky:
(1) rozhodnú» pre dané vektory x1; : : : ;xn;y 2 Km èi y patrí alebo nepatrí do

lineárneho obalu [x1; : : : ;xn];
(2) rozhodnú» pre dané vektory x1; : : : ;xn 2 Km èi sú lineárne závislé alebo nezá-

vislé;
(3) vybra» z vektorov x1; : : : ;xn 2 Km lineárne nezávislé vektory xj1 ; : : : ;xjk

(j1 < : : : < jk) tak, aby vektory xj1 ; : : : ;xjk generovali vo V ten istý lineárny
podpriestor ako vektory x1; : : : ;xn.

Hoci v¹etky tri otázky mo¾no rie¹i» naraz jednotným spôsobom, z metodických
dôvodov zaèneme jednoduch¹ími otázkami (1) a (2), a a¾ potom pristúpime k trochu
zlo¾itej¹ej otázke (3). Navy¹e pri tom zavedieme oznaèenie, ktorého sa budeme dr¾a»
v celom paragrafe.

Nech x1; : : : ;xn;y 2 Km sú ståpcové vektory, prièom

xj =

0
B@

x1j
...

xmj

1
CA ; y =

0
B@

y1
...
ym

1
CA :

Oznaème X = (xij) 2 Km�n maticu so ståpcami x1; : : : ;xn, a (X jy) 2 Km�(n+1)

blokovú maticu zlo¾enú z matice X a vektora y. Potom pre c = (c1; : : : ; cn)T 2 Kn

platí:



8 4. LINEÁRNE PODPRIESTORY A LINEÁRNA NEZÁVISLOS«

(1) c1x1 + : : :+ cnxn = y , X � c = y;
(2) c1x1 + : : :+ cnxn = 0 , X � c = 0.

Inak povedané:
(1) y 2 [x1; : : : ;xn] práve vtedy, keï sústava X �c = y s roz¹írenou maticou (X jy)

má aspoò jedno rie¹enie;
(2) vektory x1; : : : ;xn sú lineárne nezávislé práve vtedy, keï homogénna sústava

X � c = 0 má jediné rie¹enie c = 0; ak táto sústava má aj nejaké nenulové
rie¹enie, tak vektory x1; : : : ;xn sú lineárne závislé.

(Nedajte sa splies» atypickým oznaèením: xij sú teraz koe�cienty sústavy, yi sú zlo¾ky
pravej strany a cj sú neznáme.)

Otázku (1) u¾ vieme rie¹i». Staèí pomocou ERO upravi» maticu (X jy) na stup-
òovitý tvar. Ak výsledná matica obsahuje riadok tvaru (0; : : : ; 0 j z), kde z 6= 0, tak
sústava X � c = y nemá rie¹enie a y =2 [x1; : : : ;xn]. Ak sa taký riadok vo výslednej
matici nenachádza, tak sústava má aspoò jedno rie¹enie a y 2 [x1; : : : ;xn].

Podobne je to s otázkou (2). Opä» staèí pomocou ERO upravi» maticu X na stup-
òovitý tvar a pozrie» sa, èi v ka¾dom ståpci le¾í vedúci prvok nejakého riadku. Ak
je to tak, niet èo voli» za parametre, c = 0 je jediným rie¹ením sústavy X � c = 0
a vektory x1; : : : ;xn sú lineárne nezávislé. V opaènom prípade máme mo¾nos» voµby
aspoò jedného parametra, sústava má aj nejaké nenulové rie¹enie a vektory x1; : : : ;xn
sú lineárne závislé.

E¹te si v¹imnime úzku súvislos» oboch otázok. Vedúcim prvkom riadku (0; : : : ; 0 j z),
kde z 6= 0, je práve v (n + 1)-om ståpci le¾iaci prvok z. Teda matica v stupòovitom
tvare riadkovo ekvivalentná s (X jy) neobsahuje taký riadok práve vtedy, keï v jej
poslednom ståpci nele¾í vedúci prvok ¾iadneho riadku.

4.5.1. Príklad. Uva¾ujme ståpcové vektory x1 = (1; 1;�1;�1)T , x2 = (0; 1; 0; 1)T ,
x3 = (3; 1;�3;�5)T , x4 = (0; 0; 1; 2)T , y = (3; 5;�2; 1)T , z = (1; 1; 1; 1)T v priestore
R4 . Máme rozhodnú», èi vektory y, z patria do lineárneho obalu [x1;x2;x3;x4].
Oznaème si nasledujúce matice

(X jy) =

0
B@

1 0 3 0
1 1 1 0
�1 0 �3 1
�1 1 �5 2

�������

�������

3
5
�2
1

1
CA ; (X j z) =

0
B@

1 0 3 0
1 1 1 0
�1 0 �3 1
�1 1 �5 2

�������

�������

1
1
1
1

1
CA :

Matice (X jy), (X j z) sú riadkovo ekvivalentné s maticami

0
B@

1 0 3 0
0 1 �2 0
0 0 0 1
0 0 0 0

�������

�������

3
2
1
0

1
CA resp.

0
B@
1 0 3 0
0 1 �2 0
0 0 0 1
0 0 0 0

�������

�������

1
0
2
�2

1
CA :

Okam¾ite vidíme, ¾e platí y 2 [x1;x2;x3;x4] a z =2 [x1;x2;x3;x4].

4.5.2. Príklad. Zistíme, èi ståpce reálnej matice

X =

0
B@

2 0 1 3
2 1 2 3
0 2 3 1
1 2 4 2

1
CA



4. LINEÁRNE PODPRIESTORY A LINEÁRNA NEZÁVISLOS« 9

sú lineárne závislé alebo nezávislé. Táto matica je riadkovo ekvivalentná s maticou

0
B@
1 2 4 2
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 2

1
CA :

Vidíme, ¾e ståpce matice X sú lineárne nezávislé. Na druhej strane, ako matica nad
poµom Z5 je X riadkovo ekvivalentná s maticou

0
B@
1 2 4 2
0 1 3 4
0 0 2 3
0 0 0 0

1
CA :

Teda ståpce matice X, chápané ako vektory z vektorového priestoru Z4
5, sú lineárne

závislé.

Kµúèom k odpovedi na otázku (3) je nasledujúce tvrdenie.

4.5.3. Tvrdenie. Nech X; Y 2 Km�n sú riadkovo ekvivalentné matice, prièom
matica Y je v stupòovitom tvare. Pre 1 � j � n oznaème xj = sj(X) j-ty ståpec
matice X. Nech j1 < : : : < jk sú indexy v¹etkých ståpcov matice Y , v ktorých le¾ia
vedúce prvky jej riadkov. Potom plati:
(a) vektory xj1 ; : : : ;xjk sú lineárne nezávislé;
(b) ak v j-tom ståpci matice Y nele¾í vedúci prvok ¾iadneho jej riadku (t. j. 1 � j � n

a j 6= j1; : : : ; jk), tak vektor xj je lineárnou kombináciou vektorov xj1 ; : : : ;xjl,
kde l � k je najväè¹í index, pre ktorý platí jl < j;

(c) [xj1 ; : : : ;xjk ] = [x1; : : : ;xn].

Dôkaz. (a) Oznaème X 0, Y 0 matice, ktoré pozostávajú len zo ståpcov s indexmi
j1; : : : ; jk matíc X resp. Y (ostatné ståpce vynecháme). Potom postupnos»ou tých
istých ERO, ktorými smeX upravili na Y , dostaneme zX 0 maticu Y 0, tedaX 0 � Y 0.
Matica Y 0 je v¹ak v stupòovitom tvare a má v ka¾dom ståpci vedúci prvok nejakého
svojho riadku. Preto homogénna sústava X 0 � d = 0 má jediné rie¹enie d = 0 2 Kk,
èo znamená, ¾e ståpce matice X 0, t. j. vektory xj1 ; : : : ;xjk , sú lineárne nezávislé.

(b) Bez ujmy na v¹eobecnosti mô¾eme predpoklada», ¾e matica Y je dokonca v re-
dukovanom stupòovitom tvare. Poloha vedúcich prvkov riadkov v jednotlivých ståp-
coch bude stále rovnaká. Nech j 6= j1; : : : ; jk. Pri voµbe parametra cj = 1 a voµbou
0 za hodnotu v¹etkých ostatných parametrov (ak nejaké zostali) dostaneme jedno
rie¹enie c = (c1; : : : ; cn)T 6= 0 sústavy X � c = 0. Nech l � k je najväè¹í index taký,
¾e jl < j. Pre na¹e rie¹enie c navy¹e platí cp = 0, ak j � p � n. Ak je toti¾ cp para-
meter, tak je to dôsledok na¹ej voµby, a vo vyjadrení neznámych cjt pre l < t � k sa
(jediný nenulový) parameter cj nevyskytuje. Oznaème X 00 maticu, ktorá pozostáva
len zo ståpcov matice X s indexmi j1; : : : ; jl a j. Z uvedených dôvodov je vektor
c00 = (cj1 ; : : : ; cjl ; 1)

T rie¹ením sústavy X 00 � c00 = 0. To znamená, ¾e

xj = �(cj1xj1 + : : :+ cjlxjl) 2 [xj1 ; : : : ;xjl ]:

(c) je bezprostredným dôsledkom (b) a tvrdenia 4.4.3.
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Práve dokázané tvrdenie nám dáva priamy návod na rie¹enie otázky (3). Staèí
pomocou ERO upravi» maticu X = (x1; : : : ;xn) na maticu Y v stupòovitom tvare
a zisti» v nej indexy j1 < : : : < jk v¹etkých ståpcov, v ktorých le¾ia vedúce prvky
jej riadkov. Potom xj1 ; : : : ;xjk sú hµadané lineárne nezávislé vektory, ktoré generujú
lineárny podpriestor [x1; : : : ;xn].

4.5.4. Príklad. Zo ståpcov reálnej matice

X =

0
B@
1 1 3 �1 1
2 0 2 1 3
1 1 3 2 4
2 0 2 0 2

1
CA

treba vybra» lineárne nezávislé ståpce, ktoré generujú lineárny obal v¹etkých ståpcov
matice X. Matica X je riadkovo ekvivalentná s maticou

Y =

0
B@

1 1 3 �1 1
0 1 2 2 �3
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

1
CA

v stupòovitom tvare. Vedúce prvky riadkov matice Y sa nachádzajú v ståpcoch 1, 2
a 4. Hµadané vektory sú teda ståpce 1, 2 a 4 matice X. Zapísané vedµa seba tvoria
maticu 0

B@
1 1 �1
2 0 1
1 1 2
2 0 0

1
CA :

I keï sme celý postup rie¹enia otázok (1), (2) a (3) vylo¾ili len pre priestory ståp-
cových vektorov Km a týchto priestorov sa týkali aj v¹etky príklady, èitateµovi by
u¾ nemalo robi» »a¾kosti modi�kova» popísanú metódu aj na priestory riadkových
vektorov Km { èi u¾ transponovaním, príslu¹ných matíc riadkových vektorov alebo
nahradením elementárnych riadkových operácií ståpcovými.

4.6. Lineárne nezávislé postupnosti a mno¾iny

V tomto paragrafe struène doplníme pojmy lineárnej závislosti a nezávislosti spô-
sobom, ktorý umo¾òuje ich pou¾itie i v prípade nekoneèných postupností a µubovoµ-
ných (t. j. koneèných aj nekoneèných) mno¾ín vektorov. Nakoµko v¹ak tieto otázky
zostávajú na okraji ná¹ho záujmu, popri príslu¹ných de�níciách sa obmedzíme len na
niekoµko jednoduchých zov¹eobecnení výsledkov o lineárnej (ne)závislosti usporiada-
ných n-tíc.

Nekoneènú postupnos» (uk)1k=0 = (u0;u1;u2; : : : ;uk; : : : ) vektorov z priestoru V
nazývame lineárne nezávislou, ak ka¾dá jej koneèná podpostupnos» (uk1 ; : : : ;ukn),
kde 0 � k1 < : : : < kn, je lineárne nezávislá.

Dôkaz nasledujúceho jednoduchého tvrdenia prenechávame èitateµovi.
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4.6.1. Tvrdenie. Nekoneèná postupnos» (uk)1k=0 vektorov z V je lineárne nezávislá
práve vtedy, keï pre ka¾dé n 2 N jej poèiatoèný úsek (u0;u1; : : : ;un) je lineárne
nezávislý.

Napríklad postupnos» (1; x; x2; : : : ; xk; : : : ) v¹etkých mocnín x je lineárne nezávislá
postupnos» vo vektorovom priestore K[x] v¹etkých polynómov v premennej x nad
poµom K. Polynóm f(x) = a0+ a1x+ : : :+ anx

n je toti¾ (de�nitoricky) nulový práve
vtedy, keï a0 = a1 = : : : = an = 0.

Mno¾ina X � V sa nazýva lineárne nezávislá, ak pre µubovoµné n 2 N ka¾dá
usporiadaná n-tica navzájom rôznych vektorov (u1; : : : ;un) z mno¾iny X je lineárne
nezávislá.

E¹te raz podèiarkujeme ono
"
navzájom rôznych\ { keby toti¾ u1; : : : ;un neboli

navzájom rôzne vektory, nemohli by by» lineárne nezávislé.
Lineárna závislos» èi nezávislos» usporiadanej n-tice vektorov nezávisí od ich po-

radia { zrejme usporiadaná n-tica (u1; : : : ;un) je lineárne nezávislá práve vtedy, keï
je lineárne nezávislá usporiadaná n-tica (u�(1); : : : ;u�(n)), kde � je µubovoµná per-
mutácia mno¾iny f1; : : : ; ng. Inak povedané, lineárna (ne)závislos» usporiadanej n-
tice (u1; : : : ;un) navzájom rôznych vektorov je vlastnos»ou mno¾iny fu1; : : : ;ung.
Èitateµ u¾ iste µahko nahliadne platnos» nasledujúceho oèividného tvrdenia.

4.6.2. Tvrdenie. Usporiadaná n-tica (u1; : : : ;un) navzájom rôznych vektorov z V
je lineárne nezávislá práve vtedy, keï mno¾ina fu1; : : : ;ung � V je lineárne nezávislá.

Na¹e závereèné tvrdenie, ktoré dáva do súvisu lineárnu (ne)závislos» mno¾iny s jej
lineárnym obalom, je obdobou tvrdenia 4.4.3. Taktie¾ jeho dôkaz mo¾no získa» malou
obmenou dôkazu spomínaného tvrdenia.

4.6.3. Tvrdenie. Nech X � V je lineárne nezávislá mno¾ina a v 2 V . Potom
nasledujúce podmienky sú ekvivalentné:
(i) v 2 [X];
(ii) mno¾ina X [ fvg je lineárne závislá;
(iii) [X [ fvg] = [X].


