3. SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

V tejto kapitole sa predbezne zozndmime so ststavami linedrnych rovnic nad vSeobec-
nym polom K a nauc¢ime sa ich riesit. VyuZijeme pri tom zapis sustavy pomocou istej
matice. Strukttrne vlastnosti mnoziny vietkych rieSeni danej ststavy a ich dosledky
preStudujeme a vyuZijeme az neskor, ked sa blizSie oboznamime so Struktirou vek-
torovych priestorov.

3.1. Maticovy zapis sustavy linearnych rovnic

Pod linedrnou rovnicou o n nezndmych 1, ... ,z, nad polom K rozumieme formulu
tvaru
a1r1 + asxrs + ...+ apx, = b,

kde a1, as,... ,a,,b € K, v premennych x1,xs,...,x,. Sustavou m linedarnych rovnic
o n neznamych x1, xs, ... ,x, nad polom K rozumieme konjunkciu formuil tvaru

a11r1 +as1xry +...+ A1nLn — b1
a21T1 + G222 + ...+ A2nTy = b2

Am1T1+ Gm2T2+ .. o+ QG Tn= bmv

kde a;j, b;, pre 1 < i < m, 1 < j < n, st skalary z pola K. Maticu A = (a;j) €
K™*™ nagyvame maticou stustavy, stipcovy vektor b = (by,...,b,)T € K™ nazyvame
jej pravou stranou. Konecéne rozsirenou maticou sustavy nazyvame blokovi maticu
(A|b) € Km*(n+1) Stistava sa nazyva homogénna, ak b = 0; v opacnom pripade sa
nazyva nehomogénna.

Uvedent ststavu mozno strucne a tsporne zapisat v maticovom tvare

A -x=0>,
pripadne, ak ide o homogénnu stustavu, v tvare
A-xz=0.

Riesenim sistavy A-x = b nazyvame fubovolny vektor-stipec & = (z1,z2,...,2,)T €
K™, ktorého zlozky vyhovuja kazdej z rovnic tejto sistavy, t.j. plati pren A -x = b.
Vyriesit sustavu znamena najst vsetky jej rieSenia, t.j. popisat mnoZinu vSetkych jej
rieseni.

Dve stistavy Az =ba B-z =c,kde A, B € K™*", b, c € K™*!, sa nazyvajt
ekvivalentné, ak maji rovnakil mnozinu rieSeni, t.j. ak pre vSetky * € K" plati
A - x = b prive vtedy, ked B -z = c.

Skor nez prikroc¢ime k otézke rieSenia sustav linedrnych rovnic, povazujeme za
potrebné upozornit ¢itatela na dve veci.
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(a) Podc¢iarkujeme, Ze rieSenim ststavy rozumieme vzdy vektor @ a nie jeho zlozky.
Tak napriklad sustava

2z + 3y =12
3 —2y =95

3
2

x = 3,y = 2. Ked si toto poriadne uvedomime, mdzeme (a samozrejme aj budeme) sa
nadalej vyjadrovat obvyklym spdsobom. Budeme teda hovorit, Ze ststava ma jediné
rieSenie z = 3, y = 2.

(b) Vsimnite si, Ze pocet rovnic ststavy a pocet nezndmych sa nemusia rovnat.
V obvyklom pripade, ked rovnic je rovnaky pocet ako neznamych, o¢akivame, Ze sis-
tava bude mat jediné rieSenie. Ked je rovnic menej nez neznamych, mozeme ocakavat,
ze sustava bude mat viacero (pripadne i nekonefne mnoho) rieSeni. Naopak, ked je
rovnic viac ako nezndmych, moze sa stat, Ze ststava nebude mat nijaké rieSenie. Na-
priek tomu, Ze tieto o¢akavania vyjadruju nieco ako ,,prevladajici trend®, lahko mozno
najst priklady, ked sa nemusia splnit. Zatial len poznamenajme, Ze homogénna sis-
tava A-x = 0 ma (bez ohladu na pocet nezndmych a pocet rovnic) vzdy aspon jedno
rieSenie — je nim nulovy vektor = 0.

nad polom R ma, ako Tahko nahliadneme, jediné rieSenie (z) = ( ) a nie dve rieSenia

Nie je dolezité, akymi znakmi st oznacené nezname v stustave A - x = b. Na jej
rieSenie nem4 nijaky vplyv, ¢ si vektor neznamych oznacime = (x4,...,7,)T alebo
y = (y1,-.-,yn)T alebo nejako inak. To znamena, 7e celd informécia o tejto ststave,
potrebna na néajdenie vSetkych jej rieseni, je obsiahnutéd v rozsirenej matici sustavy
(A | b), pripadne, ak ide o homogénnu sustavu, len v matici sustavy A. Preto i metéda
rieSenia sustav linedrnych rovnic, s ktorou sa teraz zoznamime, bude zaloZzena len na
uprave tejto matice.

Struc¢ne povedané, rozsirentt maticu (A |b) ststavy A - = b budeme upravovat
tak, aby sme dostali nejak ini maticu (B |e), ktora zodpoveda novej ststave B-x = ¢,
pricom této splia nasledujtice dve podmienky:

(a) Je ekvivalentna s povodnou ststavou A-x = b, t.j. ma rovnaki mnozinu rieseni.
(b) Vsetky jej rieSenia moZno priamo vycitat z jej rozsirenej matice (B |c).
V takom pripade hovorime, 7e ststava B - x = c je vyriesend.

3.2. Redukovany stupnovity tvar matice

Nasou prvou tlohou teda bude vyjasnit si, ako by mala vyzerat matica (B |c), aby
sme prislusna sustavu B - & = ¢ mohli povazovat za vyrieSent. Za tym ucelom teraz
zavedieme niekolko pojmov.

Hovorime, Ze prvok a;; matice A € K™*" je vedici prvok i-teho riadku matice A,
ak a;; # 0, a j =1 alebo a;; = 0 pre vSetky 1 <[ < j. Inak povedané, veduci prvok
nenulového riadku je prvy nenulovy prvok tohto riadku. Nulovy riadok nemd veduci
prvok.

Hovorime, ze matica A = (a;;) € K™*™ je v redukovanom stuprnovitom tvare, ak
splita nasledujtce Styri podmienky:

(a) Ak r;(A) #0 arig(A) =0, tak i < k;
t.j. kazdy nenulovy riadok matice A lezi nad kazdym jej nulovym riadkom.
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(b) Ak a;j, ag; st vedtce prvky i-teho resp. k-teho riadku a ¢ < k, tak aj j <;
t. j. vedici prvok vyssieho riadku lezi viac vlavo nez vedici prvok nizsieho riadku.
(c) Ak a;; je vedici prvok i-teho riadku, tak a;; = 1;
t.j. veduci prvok kazdého nenulového riadku je 1.
(d) Ak a;j je veduci prvok i-teho riadku, tak ag; = 0 pre kazdé k # i;
t.j. v stlpci, v ktorom sa nachidza vedici prvok nejakého riadku, st vietky
ostatné prvky rovné 0.
Pokial matica A spliia len podmienky (a), (b), hovorime, Ze je v stupriovitom tvare.
Pouziva sa tiez nazov (redukovany) schodowvity tvar.
Napriklad z uvedenych matic nad polom R

0 2 1 2 3 01 01 0 0
1 0 0 0 0 1 0 01 0
0 0 0 0 0 0 O 0 0 1
0 0 0 1 2 3 4 1 0 1 0
1 0 0 01 2 3 01 2 0
01 0 0 0 1 2 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 O

ani jedna z matic vlavo nie je v stupfiovitom tvar; obe matice v strednom stipci
su v stupnovitom tvare, nie vSak v redukovanom stupnovitom tvare; konec¢ne, obe
matice vpravo si v redukovanom stuphovitom tvare. (V kazdom jednotlivom pripade
si podrobne premyslite preco.)

Taktiez kazda jednotkova matica I,,, ako aj vSetky nulové matice 0,,, s v reduko-
vanom stupnovitom tvare.

Uvedomme si teraz, akej ststave linedrnych rovnic zodpovedé rozSirena matica
v redukovanom stupnovitom tvare. Napriklad

10 -2 0 0]3
(Ble)=[0 1 6 0 0|0
00 0 1 0|1

je matica v redukovanom stupnovitom tvare nad R. Tato matica zodpoveda sustave

T —2.’173 =3
To + 63 =0
.T4:1

v nezndmych x1,xs, T3, x4, x5. Hned vidime, Ze tdto sistava ma nekone¢ne mnoho
rieSeni. Kazdej volbe parametrov s,t € R totiz zodpoveda jedno rieSenie

r1 =3+ 2s
9 = — 6s
T3 = s
e =1

Iy = t.
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Asi sa zhodneme na tom, Ze preznacenie neznamych za parametre r3 = s, x5 =t a ich
presun na pravu stranu, je uprava natolko bezprostrednd, Ze sustavu prislichajicu
k matici (B | ¢) uz mozno povazovat za vyrieSenti. Na napisanie jej rieSenia nemusime
pisat prislu$ni sistavu, mozeme ho napisat priamo na zaklade matice (B | c).

Dohodneme sa teda, Ze ststavu linearnych rovnic B - & = ¢ nad polom K budeme
nazyvat vyrieSenou sistavou, ak jej rozsirena matica (B | ¢) je v redukovanom stupiio-
vitom tvare. V pripade homogénnej ststavy sa, samozrejme, sta¢i obmedzit na maticu
B.

Teraz si predvedieme, ako mozno k danej blokovej matici (B |¢) v redukovanom
stupnovitom tvare, najst vSetky rieSenia stustavy B - x = c.

Najprv si ujasnime, kedy je takd sustava riesitelnd, t.j. mé aspon jedno rieSenie.
Odpoved na tiato otazku je jednoducha: Ststava B - & = ¢ ma rieSenie prave vtedy,
ked sa v matici (B | €) nenachddza riadok tvaru

0,...,0 |1).
————

n-krat

Taky riadok totiz zodpoveda rovnici 0 = 1, ktora oc¢ividne nema riesenie. To, Ze nepri-
tomnost takého riadku je i postacujicou podmienkou riesitelnosti sistavy, vyplyva
z nasledujuceho postupu, ako toto riesenie najst.

Ak sa v j-tom stipci matice B nenachadza vedici prvok Zziadneho riadku, tak
si neznamu x; zvolime za parameter; ak sa v j-tom stipci nachadza vedici prvok
nejakého riadku, tak neznamu z; si vyjadrime pomocou parametrov tak, Ze stlpce
matice B prislichajice tymto parametrom ,prehodime s opa¢nym znamienkom na
druht stranu®.

Presnejsiu formuléciu celého postupu vo vSeobecnej podobe si odpustime. Nazor-
nejSie bude osvetlit ho na eSte jednom priklade.

1 00 2/3 —1/2| 5
(Bley=|0 1 0 3/4 0 |2
00 1 —4 —2/5|-2

je readlna matica v redukovanom stupiiovitom tvare. Vidime, Ze sa v nej nenachadza
riadok tvaru (0,0,0,0|1), teda ststava B - @ = ¢ by mala mat rieSenie. Vedice prvky
riadkov matice B sa nachadzaju v stlpcoch 1, 2 a 3. Za parametre si teda zvolime
nezndme x4 a r5. RieSenim ststavy je kazdy vektor (z1, 2o, x3,74,75)T € R tvaru

r1= 5—2s+ 3t
Ty = 2—%3
x3:—2+43+%t
Ty = s
T5 = t,

kde parametre s,t € R mdzu nadobudat Tubovolné hodnoty. Pre estétov este pozna-
menajme, ze zlomkov pri parametroch sa mozno jednoducho zbavit. Je totiz jedno,
¢i si parametrické premenné zvolime v tvare x4 = s, x5 = t alebo v tvare x4 = 12s,
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x5 = 10t, kde s,t € R. Pri takejto volbe parametrov dostaneme vSetky rieSenia sts-
tavy v tvare bez zlomkov

r1= 95— 8s+ 5t

To= 2— 9s
r3 = —2+ 365+ 4t
T4 = 12s
Ty = 10¢.

3.3. Elementarne riadkové a stlpcové operacie (ERO a ESO)

Zatial sme si ujasnili, na aky tvar treba upravit rozsiren maticu (A |b) sistavy
A - x = b, aby sme ziskali s nou ekvivalentni vyrieseni ststavu B - & = c: rozSirena
matica (B |c) novej sustavy musi byt v redukovanom stupriovitom tvare. Teraz si
ukazeme, ako to mozno urobit. Maticu (A | b) budeme na redukovany stupniovity tvar
upravovat pomocou tzv. elementarnych riadkovych operécii.

Elementdarnou riadkovou operdciou, skratene tiez ERO, na matici A € K™*™ rozu-
mieme

I. vymenu dvoch riadkov matice A;

II. vynasobenie niektorého riadku matice A nenulovym skaldrom z pola K;

III. pripocitanie skalarneho nasobku niektorého riadku matice A k jej inému riadku.
Matice A, B € K™*™ sa nazyvaju riadkovo ekvivalentné, oznacenie A ~ B, ak jednu
z nich moZno upravit na druht koneénym poctom elementarnych riadkovych operacii.

Prenechavame citatelovi, aby si sdm sformuloval analogické pojmy elementdarnych
stlpcovjch operdcii (ESO) a stlpcovej ekvivalencie matic, oznacenie Al B. Ich vyznam
vyjde najavo az v neskorsich kapitolach.

Vymenou ¢-teho a k-teho riadku v matici

Tl(A)

ri(A)

dostaneme maticu
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Opétovnou vymenou i-teho a k-teho riadku v tejto matici ziskame zasa maticu A.
Vynasobenim i-teho riadku matice A skaldrom c # 0 dostaneme maticu

Tl(A)
cri'(A)

"“m.(A)

Vynésobenim i-teho riadku tejto matice skaldrom ¢! # 0 ziskame opif maticu A.

Konec¢ne, pripoc¢itanim c-ndsobku i-teho riadku matice A k jej k-temu riadku z nej
dostaneme maticu

Tl(A)

rm'(A)

Vsimnite si, ze i-ty riadok pri tom zostdva nezmeneny. Maticu A z tejto matice
ziskame pripo¢itanim (—c)-nasobku jej i-teho riadku k jej k-temu riadku.

Ak A -z = b je sustava s rozSirenou maticou (A |b) a blokovd matica (A’|b’)
vznikne z (A |b) vykonanim jednej (nezalezi ktorej) ERO, tak stustava A’ -z = b
je ekvivalentna s povodnou sustavou A - x = b. Elementarne riadkové operacie na
matici (A |b) totiz zodpovedaji postupne zamene poradia dvoch rovnic sistavy,
vynasobenim niektorej rovnice nenulovym skalarom a pripoc¢itanim nejakého nasobku
jednej rovnice k inej rovnici (presnejSie nahradenim dojice rovnic r;(A) - = b;,
ri(A) - ¢ = by dvojicou rovnic r;(A) - x = b;, (rx(A) + cri(A)) - & = b + cb;).
Z pred chvilou vykonanych tvah vyplyva, Ze ide o ekvivalentné upravy, ktorymi sa
mnoZina rieSeni stustavy nezmeni — od novej ststavy A’ - £ = b’ sa moZno vhodnou
ERO vykonanou na jej rozsirenej matici opét vratit k povodnej sistave A - x = b.

3.3.1. Tvrdenie. Nech K je pole, A, B € K™*™ b,c € K™. Ak st blokové matice
(A|b), (B|c) riadkovo ekvivalentné, tak i siustavy linearnych rovnic A - = b,
B - x = c st ekvivalentné.

Dokaz. Podla predpokladu existuje postupnost blokovych matic (A|b) = (Cy |dp),
(C1]dy),...,(Cpldy) = (B|c) typu m x (n+ 1) takych, ze pre kazdé [ < p matica
(Ci+1 | di+1) vznikne vykonanim jedinej ERO z matice (C | d;). Potom vSetky ststavy
C; - ¢ = d; maju ti istd mnozinu rieSeni, t.j. s ekvivalentné.
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3.3.2. Veta. Kazda matica nad polom K je riadkovo ekvivalentna s nejakou maticou
v redukovanom stupnovitom tvare.

Pozndamka. Mozno dokonca dokazat, ze kazda matica nad K je riadkovo ekvivalentnd,
s prave jednou maticou v redukovanom stupnovitom tvare. Inak povedané, spominany
redukovany stupiiovity tvar danej matice je jednoznacne urceny.

Namiesto dokazu uvedenej vety vo vSeobecnej podobe sa radsSej len na konkrét-
nych prikladoch naucime, ako mozno k danej matici A najst s nou riadkovo ekviva-
lentnd maticu v redukovanom stupnovitom tvare. Nas pristup ma navyse tu vyhodu,
ze z radu moznych postupov, medzi ktorymi si mozno pruzne volit podla okolnosti,
nam nesugeruje jedind stratégiu, na jednu z ktorych by sme sa nevyhnutne museli
i sim zahliadne myslienku vSeobecného dokazu. Napokon, aby sme sa nebavili iba o
maticiach, za¢neme zakazdym s nejakou stustavou linearnych rovnic. Tym sa zaroven
nauc¢ime riesit fubovolni ststavu linearnych rovnic nad danym polom pomocou ele-
mentarnych riadkovych operacii na jej rozsirenej matici, pripadne rozpoznat, Ze dand
stustava nema riesenie.

3.3.3. Priklad. Je dani sistava

2$1+3l‘2 - .’174:1
3I‘1—|—2.’172+4l‘3 —2.’174 =0

r1 — .’L’2+4J13— .’L’4:2
troch rovnic o Styroch neznamych nad polom R. Jej rozsirend matica je

2 3 0 —-1]|1
3 2 4 =210
1 -1 4 —-11]2

Pri jej iprave na redukovany stuphovity tvar (podobne ako i v dalsich prikladoch)
budeme vynechavat niektoré medzikroky a zaznamename len niektoré vysledky viace-
rych vykonanych ERO. Posledny riadok matice ddme na prvé miesto, potom jeho
(—2)-nasobok pripoc¢itame k péovodnému prvému riadku, ktory posunieme na druhé
miesto, a (—3)-ndsobok toho istého riadku pripoc¢itame k povodnému druhému riadku,
ktory posunieme na tretie miesto. Dostaneme tak maticu

1 -1 4 -1 2
0 5 -8 1 |-=3
0 5 -8 1 |—-6

Pripo¢itanim (—1)-nasobku druhého riadku k tretiemu dostaneme maticu
1
0 5 -8 1 |-3
0 O 0 0 |-3

Uz z tohto tvaru vidime, Ze ststava zodpovedajica poslednej matici nema rieSenie
— obsahuje totiz rovnicu 0 = —3. Teda ani povodna sustava (hoci nezndmych je
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v nej viac nez rovnic) nema riesenie. Z cviénych dévodov vSak dokonéime tpravu na
redukovany stupnovity tvar, ktory dostaneme vynasobenim tretieho riadku skalarom
—1/3, pripo¢itanim (—2)-nasobku resp. 3-ndsobku tohto nového riadku k prvému resp.
druhému riadku a, kone¢ne, vynasobenim druhého riadku skalarom 1/5:

1 0 12/5 6/5]0
01 -8/5 1/5|0
00 0 0|1

Citatel by si mal viimnut, Ze po nastaveni vediceho prvku niektorého riadku na
hodnotu 1 okamzite pristupujeme k nulovaniu zvysSnych prvkov stlpca, v ktorom lezi
tento vedici prvok.

3.3.4. Priklad. RieSme stustavu

x + 2iy =5+4i
(B—1)y+ (6 —2i)z=10

2z — z=95431

T+ Y+ z=>5+2i

Styroch rovnic o troch nezndmych nad polom C. Jej rozSirend matica je

1 21 0 5+ 4i
0 3—1 6-—2i 10

2 0 -1 |5+31
1 1 1 5+ 21

Prehodme jej posledny riadok na prvé miesto a zvys$né riadky posuiime o jedno miesto
nadol. V takto ziskanej matici pripo¢itajme (—1)-nasobok prvého riadku k druhému
riadku a (—2)-nasobok prvého riadku k Stvrtému riadku. Konecne vynasobme treti
riadok skaldrom (3 4 1)/10. Dostaneme maticu

1 1 1 | 5+21
0 —-1+21 -1 2i

0 1 2 3+1
0 -2 -3 -5—-1

(—1)-ndsobok tretieho riadku pripoc¢itame k prvému riadku, jeho (1 — 2i)-ndsobok
k druhému a 2-nasobok k Stvrtému. Nakoniec vymenou druhého a tretieho riadku
dostaneme maticu

1 0 -1 2+1
0 1 2 3+1
0 0 1—-41|5-3i

0 0 1 141

Pripo¢itajme posledny riadok k prvému, (—2)-nasobok posledného riadku k druhému
a jeho (—1+4i)-nasobok k tretiemu. Zostava vymenit treti a Stvrty riadok — vysledna
matica je uz v redukovanom stupnovitom tvare

1 0 03+21
0 1 0] 1-—1
0 0 1] 141
0 0 0 0
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Vidime, 7ze povodna ststava (hoci obsahuje viac rovnic nez neznamych) ma jediné
rieSenie x = 3+2i, y = 1 —1i, z = 1 +1, teda presnejie vektor (3+2i,1—i,1+i)T € C3.
3.3.5. Priklad. Uvazujme stustavu

T+ .’L’2+2.I'3+3.’L'4:0

215‘1 +4$3 :0
1+ 22+ x3+3104=0
33 +4x4 =0

Styroch rovnic o Styroch nezndmych nad polom Zs. KedZe ide o homogénnu ststavu
(ktorej lava strana je nulovy stlpcovy vektor, teda sa nemeni pri Ziadnej ERO), staci
upravovat jej (nerozsireni) maticu

1 1 2 3
2 0 40
1 2 1 3
0 0 3 4

(—2)-nasobok, t.j. 3-nasobok prvého riadku pripoc¢itame k druhému riadku a jeho
(—1)-nésobok, t.j. 4-nidsobok pripocitame k tretiemu riadku. Dostaneme tak maticu

1 1 2 3
0 3 0 4
01 4 0
0 0 3 4

(—1)-nasobok, t.j. 4-ndsobok tretieho riadku pripo¢itame k prvému riadku a jeho
(—3)-néasobok, t.j. 2-ndsobok pripoc¢itame k druhému riadku. Koneéne vymenou dru-
hého a tretieho riadku dostaneme maticu

1 0 3 3
01 4 0
0 0 3 4
0 0 3 4

Treti riadok odpoé¢itame od prvého aj od Stvrtého riadku. Dalej ho vynéasobime
skalarom 37! = 2. Napokon jeho (—4)-ndsobok, t.j. priamo tento novy treti riadok
pripoc¢itame k druhému riadku. Vyslednd matica je uz v redukovanom stupnovitom
tvare

0
0
1
0

S W W

0
1
0
0

oo O

Premennu x4 si zvolime za parameter. VSetky rieSenia stustavy maji potom tvar
x1 =1, xo = 2t, x3 = 2t, x4 = t, kde t € Z. Vidime teda, ze povodna ststava (hoci
pocet jej rovnic je rovnaky ako pofet nezndmych) mé viac neZ jedno rieSenie; nie je
ich vSak nekonecne vela ale len 5. Prave tolko je totiz moznych volieb parametra t,
t.j. prvkov pola Zs.

Zaznamenajme eSte jeden ocakavany dosledok tvrdenia 3.3.1, vety 3.3.2 a spdsobu,
ako napisat rieSenie stistavy s (rozSirenou) maticou v redukovanom stuphiovitom tvare,
uvedeného v paragrafe 3.2.
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3.3.6. Tvrdenie. Nech A € K™*", b € K™ am < n, t.j. sustavy A-x = 0,
A - x = b obsahuji menej rovnic nez neznamych. Potom
(a) homogénna siustava A -x = 0 ma popri rieSeni £y = 0 aspoil jedno rieSenie
x #0;
(b) ak existuje aspon jedno riesenie sistavy A-x = b, tak tdto siustava ma viac nez
jedno riesenie.

Dokaz. (a) Upravme maticu ststavy A na redukovany stupiiovity tvar B. Uvedomme
si, Ze matice A aj B majt m riadkov a n stipcov. Riadky matice B maji nanajvys m
vedtcich prvkov. KedZe m < n, aspoii v jednom stipci matice B nelezi vedici prvok
ziadneho riadku. Nech je to napr. j-ty stipec. Potom volbe parametra z; =t e K,
t # 0 zodpoveda aspon jedno nenulové rieSenie sustavy A - x = 0.

(b) prenechavame ako cvicenie Citatelovi.

3.4. Gaussova elimina¢na metdda

Hlavne z historickych dévodov este struc¢ne spomenieme tzv. Gaussovu eliminacni
metodu rieSenia sustav linedrnych rovnic. Pri rieSeni touto metédou upravime rozsi-
rentl maticu stistavy len na stupiiovity (teda nie nevyhnutne redukovany stuphovity)
tvar. Uz z tohto tvaru mozno Tahko spoznat, ¢ stistava ma nejaké rieSenie (prislusna
matica nesmie obsahovat riadok tvaru (0,...,0|d), kde 0 # d € K). V tom pripade
mozno vSetky rieSenia sustavy ziskat volbou parametrov (opit si za ne volime nezname
z; také, Ze j-tom stlpci sa nevyskytuje vedici prvok Ziadneho riadku) a spitnym
dosadzovanim, t.j. elimindciou nezndmych pomocou parametrov.

3.4.1. Priklad. Predpokladajme, ze rozsireni maticu nejakej stistavy nad R sme uz
pomocou ERO upravili na stupiovity tvar

0 23 0 -1 4|1
0 00 -2 5 410
0 0 0 O 3 14
Tato matica zodpoveda ststave
2:1]‘2 + 3.’173 — Ty + 4:1]‘6 =1
—2x4 + dx5 + 426 =0
3rs + x¢ = 4.

Za parametre si zvolime premenné xi, xrz a xg. Spiatnym dosadzovanim postupne
dostaneme vSetky rieSenia v parametrickom tvare
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kde r,s,t € R. Pripadne, po trochu ,Sikovnejsej* volbe parametrov, v tvare xg = 6t,

xs:%_2t7;1;4:%—7@$3:28,$2:%—38+13t,$1:7"-

Pozorny ¢itatel si iste vSimol, Ze spitné dosadzovanie moZno nahradit dalSou upra-
vou rozsirenej matice sustavy pomocou ERO na redukovany stupnovity tvar. Staci
totiz vynasobit nenulové riadky prevratenymi hodnotami ich veducich prvkov a pri-
poéitanim vhodnych nisobkov tychto riadkov vynulovat zvy$né nenulové prvky v stlp-
coch obsahujtcich vedice prvky jednotlivych riadkov.

I tak vSsak moze byt Gaussova elimina¢nd metéda v niektorych pripadoch uzi-
tofnd — najmi ked ndm nejde ani tak o explicitny tvar rieSeni, ako skdr o samotni
otazku riesitelnosti ststavy, pripadne o pocet parametrov, ktoré sa v nich vyskytuju.
Vsetko to mozno totiz spoznat uz na zaklade nejakej matice v stuphovitom tvare,
riadkovo ekvivalentnej s povodnou rozsirenou maticou sustavy. V takom pripade si
teda moZeme odpustit nielen dal$iu tpravu na redukovany stupniovity tvar, ale aj
spitné dosadzovanie.



