2. ZAKLADY MATICOVEHO POCTU

V tejto kapitole sa zoznamime s maticams, t.]. obdiénikovymi tabulkami, pomocou
ktorych budeme kédovat najroznejsie dolezité tidaje o vektorovych priestoroch, a
nauc¢ime sa s nimi zaobchadzat. Niektoré operacie s maticami budd zatial nemo-
tivované, ich vyznam vyjde najavo az neskor. Od ¢itatela tak Ziadame isti davku tr-
pezlivosti, podobnt tej, akt musi prejavit prvacik na zakladnej skole, ktory tiez musi
najprv zvladnut jednotlivé pismenka, potom sa naucit, ako sa z nich skladaju slova, a
az potom moze zacat ¢itat zmysluplné texty. Tento vklad sa nam zGrodi neskor, ked
nam umozni hladko napredovat a nezdrziavat sa pri nepodstatnych otazkach.

Pri prvom ¢itani mozno vynechat odstavce venované blokovym maticiam a mati-
ciam nad vektorovymi priestormi. Celkom posta¢i nalistovat si prislusnu ¢ast az vo
chvili, ked sa s blokovymi maticami stretneme v dalsich kapitolach.

2.1. Matice nad danou mnoZinou

2.1.1. Typy matic. Nech X je lubovolna mnozina a m,n € N. Maticou typu m X n,
alebo tieZ m xn-rozmernou maticouw nad mnoZinou X rozumieme obdlZnikovu tabulku

aijl ai2 Ain

as1 a2 Ao2n
A= . ,

am1 aAm2 .. Amn

pozostavajucu z prvkov mnoziny X. Skratene tiez piSeme A = (a;;)mxn, alebo len
A = (a;;). Prvky a;; € X, kde 1 <7 <m, 1 <j <n, sanazyvaji prokami matice A.
Prvok a;; nachadzajtci sa v i-tom riadku a j-tom stipci matice A nazyvame tiez prvok
v mieste (i,7), pripadne (¢, j )-ty prvok matice A. Mnozinu vSetkych m x n-rozmernych
matic nad mnozinou X znac¢ime X™*". Ak m = n, hovorime o §tvorcovych maticiach
raduy n nad mnozinou X.

Poznamenajme, 7ze v pripade, ked niektoré z ¢isel m, n je 0, mnoZina X™*™ po-
zostava z jedinej a to prdzdnej matice (). Neskor sa ukdZe rozumné stotoZnit tito
maticu s tzv. nulovou maticou. Aby sme sa vyhli trivialitam, budeme sa vzdy bavit
len o maticiach kladnych rozmerov m x n, ¢itatel by si vak mal aspon obdas uve-

.....

n = 0.

Dve matice nad mnozinou X povazujeme za navzdjom rovneé alebo totozne, ak
maju rovnaké rozmery a rovnaké prvky na prislusnych miestach. To znamena, Ze pre
matice A = (a;j)mxn, B = (bij)pxq nad X kladieme A = B prave vtedy, ked m = p,
n=gqaprevsetky : =1,... ,m, 5 =1,... ,n plati a;; = b;;.

MnozZina matic typu 1 x n nad X splyva s mnozinou X", ak usporiadané n-tice
prvkov z X zapisujeme do riadku. Podobne, ak usporiadné m-tice prvkov z X za-
pisujeme do stipca, tak mnozina matic typu m x 1 nad X splyva s mnozinou X™.
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Pokial bude z kontextu jasné, ¢ ide o riadky alebo stipce, pripadne, ak na tom nebu-
de zalezaf, budeme pisaf jednoducho X", X™ a pod. Podrobnejsie oznacenie X >,
X™*1 a pod. budeme pouzivat, len ak bude treba rozligit riadky a stlpce.

2.1.2. Riadky a stipce matice. Nech A = (q;;) € X™*". Usporiadant n-ticu
T‘Z(A) = (ail,aiz, Ce ,am) - X1><n7

kde 1 <1 < m, nazyvame i-tym riadkom matice A. Podobne, usporiadni m-ticu

Amj

kde 1 < 5 < n, nazyvame j-tym stl/pcom matice A. Maticu A tak mozno stotoznit so
stlpcom jej riadkov ako aj s riadkom jej stlpcov, t.].

aly a2 e d1n rl(A)
asq as9 e aon T'Z(A)

A= = = (51(A),52(A),... ,5,(A))
Ami  Gm2 .. CGmn rm(A)

2.1.3. Transponovana matica. Maticu, ktort ziskame z matice A = (a;; )mxn 2a-

menou jej riadkov a stlpcov, nazyvame transponovanou maticow k matici A a znac¢ime
ju AT. Teda trochu podrobnejsie

all az1 . am1

T aig a9 . aAm2
At =

d1n aon . Amn

To znamend, ze AT € X"*™ a prvok v mieste (7,7) matice AT je a;;.
Zrejme pre [ubovolnt maticu A € X™*™ plati

(AT = A.

Transpoziciou matic-riadkov z X1 %" dostaneme matice—stipce z X"*! a transpozi-
ciou matic-stlpcov z X! matice-riadky z X1 *™. Na zéklade tejto pozndmky moZno
nahliadnut, Ze pre lubovolntt maticu A € X™*" a1 < <m, 1 <j <n plati

Si<AT> = TZ‘(A)T, L <AT> = S]‘(A)T.

Stvorcové matica A € X"*" sa nazyva symetrickd, ak A = AT t.j. ak a;; = aj;
pre vsetky ¢,5 = 1,... ,n. Postupnost prvkov (a1, asa, ... ,any) nazyvame diagondlou
stvorcovej matice A. Transponovanu maticu k $tvorcovej matici A zrejme ziskame
,osovou sumernostou® jej prvkov podla diagonaly.
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2.1.4. Blokové matice. Niekedy bude uzitoéné spojif dve matice A € X™*"t,
B € X™*"2 g rovnakym poc¢tom riadkov do jednej matice tak, Ze prislusné tabulky
jednoducho napiseme vedla seba. Vysledna matica je typu m x (n; + ng) a znaéime
u (A, B), pripadne (A | B).

Podobne mozno spojit dve matice A € X" *" B € X™2*" g rovnakym poc¢tom
stipcov do jednej matice tak, Ze prislusné tabulky napiseme pod seba. Vysledna matica

: .. (A , A
je typu (m1 + m3y) X n a znaéime ju (B)’ pripadne <§>

Prave popisané konstrukeie st prikladmi tzv. blokovych matic. Povodné matice,
z ktorych takto vytvarame blokovii maticu, potom nazyvame jej blokms:. Takisto mo-
zeme vedla seba resp. pod seba zoradit vac¢si pocet blokov, nie len dva.

Naopak, niekedy sa moze ukazat Gcelné vyznacit v danej matici nejaké mensie
obdl¥nikove ¢asti ako jej bloky. Vtedy hovorime o tzv. blokovom tvare danej matice.
Prikladom toho bol zapis matice A € X™*" ako riadku jej stipcov, pripadne ako
stipca jej riadkov.

Uvedené dve schémy vytvarania blokovych matic ,,vedla seba* a ,,pod seba* mozno
tiez kombinovat. Napr. z matic A1y € X™ XM A, € X"M1X"2 0 Ay ¢ X™M2xXm
Agy € X™2X™2 mozno vytvorit blokovil maticu

All A12
A21 A22

Volne povedané, blokové matice st vlastne matice, ktorych prvkami st opat matlce,

typu (m1 + mz) (n1 -I- nz)

.....

pricom vsetky matice v tom istom riadku blokovej matice maji rovnaky pocet riad-
kov a vsetky matice v tom istom stlpci blokovej matice maji rovnaky pocet stlpcov.
Takto chapana blokovii maticu mozno zapisat v tvare

Ay ... Ag
A=Ay =1 + . ],
A ... Apg
pri¢om jednotlivé bloky A;; si matice nad X rozmerov m; X nj, kde (mq,... ,my),
(n1,...,n;) st nejaké koneéné postupnosti prirodzenych ¢isel. Maticu nad mnozinou

X 7z tejto ,matice matic“ dostaneme tak, ze si v A odmyslime vnutorné zatvorky
oddelujtce jej jednotlivé bloky A;;.

2.2. Matice nad danym polom

Na mnozine X, nad ktorou sme vytvarali prislu$né matice, sme zatial nepredpokla-
dali nijakt dal$iu Struktiru. Jednako na mmnoZinach matic X™*" sa nam pomerne
bohata struktira prirodzene vynorila. Vietky doposial zavedené maticové operécie a
vlastnosti véak mali vylucne poziény charakter — zakladali sa na reprezentacii kazde;j
matice ako prislusne;j obdlznlkoveJ tabulky. Dalsie maticové operacie a vlastnosti,
ktoré hodlame zaviest a neskor vyuzivat, uz budi podmienené pritomnostou iste]
struktary na mnozine X.

Najdolezitejsi a, az na par vynimiek, vlastne jediny druh matic, ktorymi sa budeme
v tomto kurze zaoberat, tvoria matice nad nejakym polom. Teda v celom paragrafe K
oznacuje pevne zvolené, inak viak ubovolné pole. V stilade s predoslym paragrafom
K™*" kde m,n € N, oznac¢uje mnozinu vsetkych matic typu m x n nad polom K.
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2.2.1. Vektorovy priestor matic. Pre pevné m,n € K budeme na mnoZine matic
K™*™ definovat po zloZkach operacie si¢tu a skalarneho nasobku. Teda pre matice
A = (aij )mxn, B = (bij)mxn nad K a ¢ € K polozime

A+ B = (ai; + bij)mxn,

cA = (ca;j)mxn-

Podotykame, Ze stc¢et matic A+ B je definovany len pre matice A, B rovnakého typu
a samotna matica A+ B je toho istého typu ako A a B. Neutralnym prvkom operacie
je matica typu m x n, ktorej vsetky prvky st nulové; nazyvame ju
nulovd matica typu m x n a oznacujeme ju Oy, ,, pripadne len 0, ked jej rozmer je
jasny z kontextu alebo na nom nezalezi. Opaénym prvkom k matici A = (a;i; )mxn je
zrejme matica —A = (—a;j )mxn-

s¢itania na K™M*"

Citatel si iste sém lahko overi, e matice Tubovolného pevného typu m x n nad
polom K s takto definovanymi operaciami sii¢tu a skalarneho nasobku tvoria vektorovy
priestor nad polom K. Odteraz teda K™*"™ uZ oznacuje nielen mnozinu takychto
matic, ale prislusny vektorovy priestor. Nam uZ znédme vektorové priestory K1X»
a K™*! riadkovych resp. stipcovych vektorov st zrejme $pecialnymi pripadmi vek-
torovych priestorov matic.

2.2.2. Nasobenie matic. Okrem $truktiry vektorového priestoru na mnozine matic
pevného typu m x n budeme definovat aj operaciu nasobenia matic, ktora spaja matice
roznych, ,,vhodne do seba zapadajticich® rozmerov.

Pod vplyvom doterajsieho vykladu ¢itatel po takomto nadpise asi ofakava, Ze i
stéin matic budeme definovat na mnozine K™*"
bolo moZné a na prvy pohlad sa to zda prirodzené, nasobenie matic budeme definovat
diametralne odlisnym sposobom, ktory sa nam zatial moze zdat ¢udny a neprirodzeny.
Dovody pre takato definiciu budi postupne vychadzat najavo a jej prednosti budeme

po zlozkach. Hoci by to, samozrejme,

mat mnohokrat moznost ocenit.

Najprv sa naucime nasobit niektoré dvojice vektorov. Pod sucinom x -y riadkoveho
vektora ® = (x1,... ,2,) € K" q stl/pcového vektora y = (y1,... ,yn)? € K"*1
rozumieme skalar

Y1 n

y =1
n

Teda, aZ na ,nepochopitelné* miesanie riadkovych a stipcovych vektorov, ide o bezny
nskalarny stéin® vektorov @,y € K.

Pre takto definovany sié¢in vektorov su tiez splnené dobre zname vlastnosti ,,ska-
larneho stéinu®. Lahko moZno nahliadnut, pripadne priamym vypodtom overit, Ze pre
vietky n € N, c€ K az, &’ € K'*" y,y' € K™*! plati

(x+a) y=z-y+a' y,
T cy=clx y)=ce y,

v y=y -al
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Hovorime, Ze nasobenie riadkovych a stipcovych vektorov je distributivne (z oboch
stran) vzhladom na séitanie a komutuje, t.]. je zamenitelné s operaciou skalarneho
nasobku. Poslednti rovnost moZno chapat ako svojho druhu ,komutativnost” tohto
stuéinu; vdadéime za nu komutativnosti nasobenia v poli K.

Nech m,n,p € N a A = (a;;)mxn, B = (bjk)nxp. Pod suéinom matic A, B
rozumieme maticu

A-B = (ri(A)- s1(B))usyp.

Vsimnime si, ze st¢in matic A, B je definovany, len ak sa pocet stipcov matice A
rovna poctu riadkov matice B, t.]. prave vtedy, ked riadky matice A a stipce matice
B maji rovnaky rozmer. f)alej, st¢in matic typov m X n a n X p je matica typu m X p,
¢o si mozno lahko zapamatat v symbolickom tvare

[m xn] - [n xp] =[mxp],

pripominajucom rozmerové vztahy vo fyzike. Speciélne, suc¢in dvoch stvorcovych matic
typu n x n je opat matica typu n x n. Koneéne, prvok na mieste (¢, k) matice A - B
dostaneme ako stcin ¢-teho riadku matice A a k-teho stlpca matice B, teda ako vyraz

bik n
ri(A)-sp(B) = (ai1,... ,an) - : =anbik + ...+ ainbnk :Zaijbjk-

bnk j=t

Na zéklade toho mozno lahko nahliadnut (pripadne priamym vypoétom overif) nasle-
dujtice rovnosti

Ti(A-B):’Pi(A)-B, Sk(AB) :A-Sk(B).

Nésobenie matic je (z oboch stran) distributivne vzhladom na séitanie. To znamena
ze pre lubovolné m,n € N a matice A, A' ¢ K™*" B, B' ¢ K"*? plati

A-(B+B)=A-B+A-B,
(A+A)-B=A-B+A'-B.

Vdaka distributivnosti siéinu vektorov voéi ich stiétu je totiz jasné, Ze (v, k)-ty

prvok matice A - (B + B') je
ri(A) - si(B+ B') =7i(A) - (si(B) + si(B')) = 7i(A) - si(B) + 7i(A) - s1(B),
teda sa rovna (¢, k)-temu prvku matice A - B + A - B'. Rovnako pre druht rovnost.
Podobne, s vyuzitim zamenitelnosti stiéinu vektorov a skalarneho nasobku mozno
dokazaft, Ze pre Tubovolny skalar ¢ € K a vietky matice A € K™*" B € K"*P plati

A-¢cB=c¢A-B)=cA-B.

Hovorime, Zze nasobenie matic komutuje, t.j. je zamenitelné s operaciou skalarneho
nasobku.
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Nésobenie matic je tiez asociativne v nasledujicom zmysle: stiéin matic A-(B-C)
je definovany prave vtedy, ked je definovany stiéin (A - B) - C, a v takom pripade sa
obe matice rovnaji. Teda podrobnejsie, pre m,n,p,g € Na A € K™*" B € K"*P,
C € KP*? plati

A-(B-C)=(A-B)-C.

Na dokaz toho si staéi uvedomit, %e pre lubovolné vektory & = (21,... ,2,) € K1*",
y=(y1,--. ,yp)" € KP*! plati
Ei:l bikyrk n p
- (B-y)=(21,...,25)" :ij< b]‘kyk>
Ei:l bnk Yk =1 =1
p n n n (a1
:Z< l‘jb]‘k>yk: <Z$]‘b]‘1,... ,ijb]‘p> . =(x-B)-y.

Potom pre 1 <i < m, 1 <[ < g, prvok na mieste (7,]) matice A - (B - C) je

ri(A)-s(B-C)=7i(A) (B s(C))
=(ri(A)- B)-s/(C) =7i(A- B)-5(C),

teda sa rovna (¢,/)-tému prvku matice (A - B) - C.

Stvorcovit maticu radu n, ktord ma vsetky prvky na diagondle rovné 1 a mimo
diagonaly 0, oznacujeme I, a nazyvame jednotkovou maticou radu n. S pouzitim tzv.
Kroneckerovho symbolu

5 { 1, ake¢=7j,
Yol akig,

mozeme pisat

10 0 0
0 1 0 0
0 0 10
0 0 0 1
Jednotkové matice hraju illohu neutralnych prvkov pre nasobenie matic. Presnejsie,
pre lubovolni maticu A € K™*" plati

I, - A=A=A1I,.

Rozmyslite si preco.

Speciélne, mnozina K™*" vsetkych $tvorcovych matic rddu n je tak popri struk-
tare vektorového priestoru navyse vybavena asociativnou operaciou nasobenia, ktora
je (z oboch stran) distributivna vzhladom na séitanie matic, komutuje s operaciou
skalarneho nasobku a jednotkovéa matica I,, je jej neutralny prvok. To nam, podobne
ako pre prvky pola K, umoznuje zaviest 1 mocniny Stvorcovych matic. Pre A € K™*"

kladieme
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k-krat

ak 0 <kcNiteda A'l=A, A2=A- A A=A -A A, atd.
Na druhej strane si treba uvedomit, ze pre n > 1 — napriek komutativnosti nasobe-
nia v poli A — nasobenie matic z pozi¢nych dovodov nie je komutativne na K™*".

Napriklad

11y (0 1y _ (1 1+1 0 1\ /1 1\ _ (0 1

0 1 1 1) \1 1 )’ 1 1 0 1/ \1 141/
(Uvedomte si, Ze na to, aby oba stiéiny A - B, B - A boli definované a mali rovnaké
rozmery, teda, aby vobec malo zmysel uvazovat o komutativnosti si¢inu, A, B musia
byt $tvorcové matice rovnakého typu.)

Napriek tomu komutativnost nasobenia v poli K ma za dosledok, Ze pre vsetky m,
n, p a matice A € K™*" B € K"*P plati rovnost

(A-B)' =B". A",

Naozaj, (A - B)T aj BT - AT st matice typu px maprel <i <m, 1 <k < p,
(k,7)-ty prvok matice (A - B)T je (i, k)-ty prvok matice A - B, t.j.

ri(A) - si(B) = si(B)" - ri(A)" = ri(BY) - si(A"),

o je (k,1)-ty prvok matice BT AT Pritom sme vyuzili uz spominant . komutativnost*
— oL T
r-y=y' -x
Na margo poslednej rovnosti este podotknime, ze pre ® € K'*" y ¢ K™*! je
taktiez definovany sucin y - . Nie je to vsak skalar, ale matica typu m x n:

sudinu vektorov.

Yiti ... Y1Tn

YmT1 cee YmTp

Teda, okrem pripadum = n = 1, rovnost € -y = y-& nemoze nastat uz z rozmerovych
dovodov.

2.2.3. Operacie s blokovymi maticami. Operacie maticového stiétu a skalarneho
nasobku, vdaka tomu, Ze boli definované po zlozkach, moZno na blokovych maticiach
rozlozit na jednotlivé bloky. Ak A = (A;j)kxi, B = (Bij;)kx st blokové matice nad
polom K, pricom zodpovedajtce si bloky A;;, B;; maji rovnaky typ m; X n;, tak ich
stucet je opat blokova matica

A+ B =(A;; + Bij)rx

s blokmi rovnakych typov. S operaciou skalarneho nasobku je to este jednoduchsie,
lebo sa nemusime starat o zhodnost rozmerov jednotlivych blokov. Pre ¢ € K jednodu-
cho dostavame

cA = (cAij)kxi-
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Blokovéa struktira sa prenasa aj na su¢in matic za podmienky, ze stipce prvej matice
si1 v rovnakom poradi rozdelené na rovnaky pocet rovnako velkych skupin, povedzme
ni +ng + ...+ n,, ako riadky druhej matice. Teda ak A = (A;;)uxv, B = (Bjk )uxv
st blokové matice nad K, pricom blok A;; je typu m; x n; a blok Bji typu nj x pg,
tak aj ich stéin je blokova matica tvaru A - B = (Cix)uxv, kde blok

Cir=A; By + A By +...+ A, - Byg,

je typu m; X pg. Inak povedané, blokové matice nasobime tak ako ,obycajné* matice,
len s tym rozdielom, Ze sticet resp. sucin v poli K nahradime si¢tom resp. sicinom
matic. Vo vysledku, ak chceme, si nakoniec mdéZeme odmysliet zatvorky oddelujtce
jednotlivé bloky a matica, ktori takto dostaneme, sa rovna matici, ktori by sme
dostali, keby sme ,normalne* vynasobili ,,odblokované* matice A a B.

Jednotkové matice I,, su prikladom tzv. diagonalnych matic. Stvorcovii maticu
A = (a;j )nxn nazyvame diagondlnou, ak a;; = 0 pre vsetky ¢ # j, t.j. ak vSetky jej
prvky mimo diagonaly su nuly.

Diagonéalnu maticu, ktora ma na diagonale postupne prvky dy,ds,...,d, € K
znacime diag(dy,ds, ... ,d,). Teda napr.

I, = diag(1,...,1).

N——
n-krat
Podobne mozno definovat aj tzv. blokovo diagonalne matice. Ak Ay, Aq, ..., Ay
st Stvorcové matice radov ny,no, ... ,ng, tak blokovo diagondlnou maticow s blokmi
Ay, Ay, ..., Ay nazyvame Stvorcovi blokova maticu
A, 0 ... O
‘ 0 A, ... 0
dlag(Al,Az,... ,Ak): . . . . 9
0 0 ... Ay

kde 0 nachadzajica sa na mieste (7, ) oznacuje nulovit maticu Oy, .

Pred chvilou uvedené pravidlo o sti¢ine blokovych matic sa redukuje na obzvlast
jednoduchy tvar pre blokovo diagonalne matice — ich nasobenie totiz funguje dia-
gondlne po zlozkich. Ak A = diag(A4,...,Ax), B = diag(By, ..., By) su blokovo
diagonalne matice, pricom zodpovedajuce si bloky A;, B; su stvorcové matice rov-
nakého radu n;, tak aj ich siéin je blokovo diagonalna matica tvaru

A-B=diag(A, - By.... A By)

so stvorcovymi blokmi radov ny, ..., ng. Speciélne, pre ,obycajné* diagonalne matice
plati
diag(ay,... ,a,) - diag(b,... ,b,) = diag(aiby, ... ,anby,).

Formuléciu analogickych pravidiel pre stiéet a skaldrny nasobok (blokovo) diago-
nalnych matic prenechavame ¢itatelovi.
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2.3. Matice nad vektorovym priestorom

Matice nad typu m x n nad polom K st $pecialnym druhom blokovych matic. Maticu
A = (a;5) € K™ moézeme povazovat jednak za blokovii maticu s blokmi a;; typu
1 x 1, jednak, ako sme uz neraz naznacili, mozeme sa na nu divat ako na riadok jej
stipcov resp. ako na stipec jej riadkov. V takom pripade A chapeme ako maticu typu
m x 1 nad vektorovym priestorom K'*", resp. ako maticu typu 1 x n nad vektorovym
priestorom K™*!. Konkrétna podoba tychto vektorovych priestorov je viak teraz pre
nas nepodstatna — pre lubovolné m, n € N a lubovolny (abstraktny) vektorovy priestor
V méme totiz definovanii mnoZinu V"™*" véetkych matic nad mnozinou V.

Na mnozine V™*™ moZno zaviest operacie sié¢tu a skalarneho nasobku po zlozkach.
Vmxn g tymito operaciami opat tvori vektorovy priestor nad polom K. Citatelovi
prenechavame, aby si sam doplnil a premyslel potrebné detaily.

My sa teraz ststredime na zovseobecnenie operacie skalarneho nasobku K xV — V
na operacie su¢inu medzi maticami vhodnych typov nad K a nad V. Pre matice
A= (ai]‘) € I&’mxn, o = (u]k) c VP kladieme A - ¢ = (’Uzk) € VmXp, kde

7

Vik = g aijWjk -

J=1

Teda stiéin A -« definujeme z formalneho hladiska rovnako ako sti¢in matic nad polom
K, len s tym rozdielom Ze operéacia suc¢tu v K je nahradena operaciou stc¢tu vo V a
operacia suc¢inu v K operaciou skalarneho nasobku K xV — V.

Celkom obdobne ako v odstavei 2.2.2 aj pre nasobenie matic nad V maticami nad
K mozno overit distributivnost (z oboch stran) vzhladom na séitanie, zamenitelnost
s operaciou skalarneho nasobku, asociativnost a postavenie jednotkovych matic ako
neutralnych prvkov. To znamend, Ze pre vietky [,m,n,pe N, c€ K, A, B &€ K™*",
C ¢ K™ o, B € V™¥P plati:

Vzhladom na nasu dohodu, podla ktorej &c = cx pre ¢ € K, * € V, moZeme
definovat aj stéin matic 8 = (v;;) € V™*", B = (bj;) € K"*? v obratenom poradi
ako maticu 8- B = (w;;) € V™*P takq, ze

n n
wik = Y vk = > bjrvij .
J=1 J=1

S vyuzitim poslednej definicie mozno pre A € K™ " «a € V"*P 3 ¢ V™m*"
B € K™*P dokéazat tieZ rovnosti

(A-a)' =a”- A", (3-B) =B".p".



1U FAVOL ZLA1O0OD: LINEARNA ALGEDRA A GEROME LT RIA

Aplikaciou tychto vztahov na predchédzjici zoznam rovnosti (no taktiez priamo)
mozno aj pre sucéin matic tvaru 8- B, kde g € V™" B € K™*P overit jeho
distributivnost (z oboch stréan) vzhladom na séitanie, zamenitelnost s operaciou skalar-
neho nasobku, asociativnost a postavenie jednotkovych matic ako neutralnych prvkov.
To znamena, ze pre vsetky m,n,p,q € N, ¢ € K, a, 3 € K™*" A, B € V"*P,
C € KP*1 plati:

(a+B) - A=a-A+3-A,

a-(A+B)=a-A+a- B,

a-(cA)=cla-A)=(ca)- A,
a-(A-C)=(a-4)-C,

a-I, =«a.

Taktiez vztahy pre riadky a stipce sucinu z odseku 2.2.2 zostavaju zachované pre
oba typu su¢inov matic nad K a V, t.j.

ri(lA-a)=r,(A)- a, sp(A-a)=A"si(a)
ri(B-B)=7r(B)-B,  si(B-B)=ps:(B)

pre vietky A € K™ a € V"*P B ¢ V™m*n B¢ K"¥P,

Napokon si este uvedomme, Ze definicie stic¢inov 4 - «, B - B st v zhode s povod-
nym nasobenim matic. Ak totiz maticu A € K™*" chapame ako riadok, t.j. ako
maticu typu 1 x n nad priestorom stlpcovych vektorov K™, tak pre B € K"*P splyva
matica (s1(A),... ,s,(A))- B vypoditand podla ,novej* definicie s blokovym tvarom
(A-s1(B),... ,A-sy(B)) matice A- B. Podobne, ak B chapeme ako stipec, t.]. ako

maticu typu n x 1 nad priestorom riadkovych vektorov KP?, tak

’I°1(B) T‘l(A) - B
A = =A-B
ro.(B) rm(A)- B
(Doplitte si vynechané podrobnosti — pozri cvicenie 6.)
Specialne, linearnu kombinaciu ay®y + ... ayx, vektorov &(,..., &, € V s koefi-
cientmi aq,...,a, € K mozeme s vyuzitim vektorovych matic zapisat v tvare suéinov
L1 ai
ala:l—l—...—l—ana:n:(al,...,an)- :(wl,...,wn)-
wn an
CVICENIA
1-11 12 123
1. Nech A = <0 5 2> < 29 3>, C = <1 4 9> st matice nad R. Vypoditatjte matice
1 —40 6 0 124

A+2B, A- BT -3C, A B, B A,A.(B+C),(3AT+B).C,B.CZ,CZ.B,C.B.C,
A-C-C-A A -B- CaCT A-
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o L 3 i 140 -2 —i 31 2+4i
Vypoditajte sGéin A - B komplexnych matic A = (1—1 i aasi ), B=| -41-2i ).
0 4

Najdite matice A, B € Q?*X? také, 7%e A- B=0+# B - A.

UvaZujte matice A = (:13 ‘;’), B = (2 1), C = (i ‘3) nad polom (a) Zs, (b) Z~, (c) Z11, (d) Q.
V ka’dom z uvedenych pripadov vypoéitajte maticu A - (B + C). Skuste riesit tlohy (a)—(d)

v optimélnom poradi.

2 £ red 4 : _ [ A1 Ao _ ( Bi1 Biz B3 _ (11
St dané realne blokové matice A = ( , B = By, Bos Bos ) kde A1n = (),

Az = (éf), An = (gi), Ags = (gf), B = (11), Bis = Biz = (1_21), B2 =

( _21 1 ) , Bas = Baz = _21 _21 ) . Vynasobte A a B ako blokové matice aj ako matice, v ktorych
ste zabudli na rozdelenie do blokov, a oba vysledky porovnajte.

Maticu A = (a@ij )mxn nad lubovolnym polom K uvazujte ako riadok jej stipcov, t.j. ako
blokovti maticu A = (u1,...,un), kde u; = s;(A) pre j < n. Nech ¢ = (c1,...,cp)T € K"
je stipcovy vektor. UkéaZte, Ze linedrna kombinacia ci1uy + ... + cpu, splyva s ,obyéajnym®

maticovym stéinom A - ¢. Vysvetlite tento fakt pomocou nasobenia blokovych matic.

. Nech X je koneéna mnozina. Lubovolnd mnoZina H C X? uréuje orientovany graf (X, H)

s mnoZinou vrcholov X a s mnozinou orientovanych hrdan H: vrcholy (t.]. prvky mnoziny X)
si znézornime krGzkami v rovine a z vrcholu z vedieme orientovant hranu (t.]j. Sipku) do
vrcholu y préave vtedy, ked (z,y) € H (pozri obr. 2.1). Koneénl postupnost (zg,z1,...,2%)
prvkov mnoziny X takd, Ze pre kazdé 1 < ¢ < k plat{ (z;-1,2;) € H, nazyvame cestou diiky
k v orientovanom grafe (X, H). Predpokladajme, ze X = {z1,...,2,} ma prdve n prvkov.
Maticu H = (h;;) € R™X™ tak, ze h;; = 1, ak (w;,2;) € H, a hy; = 0, ak (%;,%;) ¢ H,
nazyvame incidencnou maticou orientovaného grafu (X, H). Prvky k-te] mocniny incidencnej
matice H ozna¢me hgf), t.j. H* = (hgjk)) . Potom ¢islo hE]k) udéava pocet ciest diiky k z vrcholu

x; do vrcholu #; v orientovanom grafe (X, H). Dokdzte (napr. matematickou indukciou).

Obr. 2.1. Priklady orientovanych grafov

Odislujte vrcholy orientovanych grafov z obrazku 2.1. Pre kazdy graf napiste jeho incidenént
maticu a pre kazda dvojicu («;, ;) jeho vrcholov urcte pocet ciest dlzky 2, 3,4 a 5 z ; do x;.

Nech K je komutativny okruh s jednotkou (pozri cvic¢enie 1.7). Presvedéte sa, Ze pre [ubovolné
m,n € N moZno na mnoZine matic K™ *™ definovat operécie siétu A+ B a skaldrneho n4sobku
cA rovnako ako v odstavci 2.2.1. TaktieZ moZno pre A € K™*X? B ¢ K"X? definovat s¢in
A - B ¢ K™XP rovnako ako v odstavci 2.2.2. UkdiZte, Ze vietky vlastnosti maticovych operacii
uvedené v kapitole 2 zostavaj( v platnosti aj v tomto vSeobecnejSom pripade.

Vynechajme z definicie pola, popri nerovnosti 0 # 1 a poZiadavke existencie inverzného prvku
ku kazdému nenulovému a € K, aj podmienku komutativnosti nasobenia, namiesto ktorej
pridajme este jeden distributivny zédkon (Va,b,c € K)((a + b)c = ac + bc). MnoZina K s vy-
zna¢nymi prvkami 0 a 1, vybavené operaciami sé¢itania a nisobenia, ktoré vyhovujii uvedenym
podmienkam, sa nazyva okruh s jednotkow.!

TOb¢éas sa v literattre takito Struktiira nazyva len okruh.
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(a) Okruh s jednotkou K sa nazyva metrividlny, ak v fiom plati 0 # 1. Dokéazte, %e okruh
s jednotkou K je netrividlny préave vtedy, ked obsahuje aspon dva roézne prvky.

(b) Nech K je okruh s jednotkou. Presvedcte sa, ze pre matice nad K moZno zaviest operdcie
stctu, skaldrneho ndsobku a sGlinu rovnako ako pre matice nad polom. UkéZte, Ze vsetky

vlastnosti tychto operacii uvedené v kapitole 2, s vynimkou rovnosti (= - y)7 = y7 - =7,
(A - B)T = BT . AT a4 moZnosti zapisovat ,linedrne kombinacie“ v tvare ciu1 4+ ... cpuy =
(ui,...,un) - (c1,...,cn)T, zostavaja v platnosti.

Nech K je okruh s jednotkou a n € N. DokaZte postupne nasledujice tvrdenia:
a) Mnozina K so s¢{tanim a ndsobenim matic tvori okruh s jednotkou.
MnoZina K™"X" ¢itant isobeni tic tvori okruh s jednotk
(b) Okruh s jednotkou K™*™ je trividlny prave vtedy, ked K je trividlny alebo n = 0.
(c) Okruh s jednotkou K™*" je komutativny prave vtedy, ked n = 0, alebo n = 1 a K je
komutativny.

(a) Rovnako ako v pripade pola zadefinujte charakteristiku fubovolného okruhu s jednotkou.
(b) Dokézte, ze okruh s jednotkou K je trividlny prave vtedy, ked char K = 1.

(c) Nech K je lubovolny okruh a 1 < n € N. Potom char K™*™ = char K. DokéZte.

(d) Pre kazdé 2 < m € N U {oo} uvedte priklad nekomutativneho okruhu s jednotkou charak-
teristiky m.

Nech K je okruh s jednotkou.

(a) Pre vietky n € N zadefinujte mocniny a”™ prvku a € K rovnako ako v poli a dokizte, Ze
pre m,n € N plati a™a” = a™1", (a™)" = a™". Co brani definicii mocnin a™ pre zdporné
exponenty n € Z7

(b) Prvok a € K sa nazyva invertovatelny, ak k nemu existuje (obostranny, teda nutne jediny)
inverzny prvok a~! vzhladom na néisobenie. Pre invertovatelné prvky a € K rozsirte definiciu
mocnin a” na vsetky n € Z a dok4zte rovnosti z (a) pre fubovolné m,n € Z.

(¢) Nech a,b € K. Co je prekézkou vieobecnej platnosti rovnosti (ab)” = a™b" pre n > 27
Dokazte, ze ak a, b komutuju, t.j. ab = ba, tak uvedené rovnost plati pre vietky n € N.

(d) Pre K = R?X2 nijdite priklad matic A, B € K takych, 7e (A - B)? # A% . B?.

(e) Nech a,b € K st invertovatelné. Dokdzte, Ze potom aj prvok ab je invertovatelny a plati
(ab)=! = b=ta=1. Co je prekazkou vieobecnej platnosti rovnosti (ab)~" = b~"a~"™ pre n > 27
(a) Rovnako ako v priklade 1.6.3 a v cvicen{ 1.12 zadefinujte mnoZinu K [z] vSetkych polynémov
v premennej z nad Iubovolnym okruhom s jednotkou K a na nej operacie siétu a sadinu.
Dokézte, ze K[z] s takto definovanymi operéciami je opaf okruh s jednotkou a plati char K[z] =
char K.

(b) Dokézte, ze K[z] je komutativny prave vtedy, ked K je komutativny.

(c) Dokazte, ze polyném f(z) je invertovatelny prvok okruhu K[z] prave vtedy, ked f(z) = a
je konstantny polyném, pricom a je invertovatelny prvok okruhu K.



