
2. Z�KLADY MATICOV�HO PO�TU

V tejto kapitole sa zozn mime s maticami, t. j. obd��nikov�mi tabu�kami, pomocou
ktor�ch budeme k¢dova� najr�znej¨ie d�le�it� £daje o vektorov�ch priestoroch, a
nau�¡me sa s nimi zaobch dza�. Niektor� oper cie s maticami bud£ zatia� nemo-
tivovan�, ich v�znam vyjde najavo a� nesk�r. Od �itate�a tak �iadame ist£ d vku tr-
pezlivosti, podobn£ tej, ak£ mus¡ prejavi� prv �ik na z kladnej ¨kole, ktor� tie� mus¡
najprv zvl dnu� jednotliv� p¡smenk , potom sa nau�i�, ako sa z nich skladaj£ slov , a
a� potom m��e za�a� �¡ta� zmyslupln� texty. Tento vklad sa n m z£ro�¡ nesk�r, ke�
n m umo�n¡ hladko napredova� a nezdr�iava� sa pri nepodstatn�ch ot zkach.

Pri prvom �¡tan¡ mo�no vynecha� odstavce venovan� blokov�m maticiam a mati-
ciam nad vektorov�mi priestormi. Celkom posta�¡ nalistova� si pr¡slu¨n£ �as� a� vo
chv¡li, ke� sa s blokov�mi maticami stretneme v �al¨¡ch kapitol ch.

2.1. Matice nad danou mno�inou

2.1.1. Typy mat¡c. Nech X je �ubovo�n  mno�ina a m;n 2 N. Maticou typu m�n,
alebo tie�m�n-rozmernou maticou nad mno�inouX rozumieme obd��nikovu tabu�ku

A =

0
BB@

a11 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 : : : amn

1
CCA ;

pozost vaj£cu z prvkov mno�iny X. Skr tene tie� p¡¨eme A = (aij )m�n, alebo len
A = (aij ). Prvky aij 2 X, kde 1 � i �m, 1 � j � n, sa naz�vaj£ prvkami matice A.
Prvok aij nach dzaj£ci sa v i-tom riadku a j-tom st�pci maticeA naz�vame tie� prvok
v mieste (i; j), pr¡padne (i; j)-ty prvok matice A. Mno�inu v¨etk�chm�n-rozmern�ch
mat¡c nad mno�inou X zna�¡me Xm�n. Ak m = n, hovor¡me o ¨tvorcov�ch maticiach
r du n nad mno�inou X.

Poznamenajme, �e v pr¡pade, ke� niektor� z �¡sel m, n je 0, mno�ina Xm�n po-
zost va z jedinej a to pr zdnej matice ;. Nesk�r sa uk �e rozumn� stoto�ni� t£to
maticu s tzv. nulovou maticou. Aby sme sa vyhli trivialit m, budeme sa v�dy bavi�
len o maticiach kladn�ch rozmerov m � n, �itate� by si v¨ak mal aspo¤ ob�as uve-
domi�, �e v��¨ina na¨ich £vah si zachov va platnos� aj v pr¡pade, ke� m = 0 alebo
n = 0.

Dve matice nad mno�inou X pova�ujeme za navz jom rovn� alebo toto�n�, ak
maj£ rovnak� rozmery a rovnak� prvky na pr¡slu¨n�ch miestach. To znamen , �e pre
matice A = (aij )m�n, B = (bij )p�q nad X kladieme A = B pr ve vtedy, ke� m = p,
n = q a pre v¨etky i = 1; : : : ;m, j = 1; : : : ; n plat¡ aij = bij .

Mno�ina mat¡c typu 1 � n nad X spl�va s mno�inou Xn, ak usporiadan� n-tice
prvkov z X zapisujeme do riadku. Podobne, ak usporiadn� m-tice prvkov z X za-
pisujeme do st�pca, tak mno�ina mat¡c typu m � 1 nad X spl�va s mno�inou Xm.
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Pokia� bude z kontextu jasn�, �i ide o riadky alebo st�pce, pr¡padne, ak na tom nebu-
de z le�a�, budeme p¡sa� jednoducho Xn, Xm a pod. Podrobnej¨ie ozna�enie X1�n,
Xm�1 a pod. budeme pou�¡va�, len ak bude treba rozl¡¨i� riadky a st�pce.

2.1.2. Riadky a st�pce matice. Nech A = (aij ) 2 Xm�n. Usporiadan£ n-ticu

ri(A) = (ai1; ai2; : : : ; ain) 2 X1�n;

kde 1 � i � m, naz�vame i-tym riadkom matice A. Podobne, usporiadn£ m-ticu

sj(A) =

0
BB@

a1j
a2j
...

amj

1
CCA ;

kde 1 � j � n, naz�vame j-tym st�pcom matice A. Maticu A tak mo�no stoto�ni� so
st�pcom jej riadkov ako aj s riadkom jej st�pcov, t. j.

A =

0
BB@

a11 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 : : : amn

1
CCA =

0
BB@
r1(A)
r2(A)

...
rm(A)

1
CCA = (s1(A); s2(A); : : : ; sn(A)):

2.1.3. Transponovan  matica. Maticu, ktor£ z¡skame z matice A = (aij )m�n z -
menou jej riadkov a st�pcov, naz�vame transponovanou maticou k matici A a zna�¡me
ju AT . Teda trochu podrobnej¨ie

AT =

0
BB@

a11 a21 : : : am1

a12 a22 : : : am2

...
...

. . .
...

a1n a2n : : : amn

1
CCA :

To znamen , �e AT 2 Xn�m a prvok v mieste (i; j) matice AT je aji.
Zrejme pre �ubovo�n£ maticu A 2 Xm�n plat¡

(AT )T = A:

Transpoz¡ciou mat¡c-riadkov z X1�n dostaneme matice-st�pce z Xn�1 a transpoz¡-
ciou mat¡c-st�pcov z Xm�1 matice-riadky z X1�m. Na z klade tejto pozn mky mo�no
nahliadnu�, �e pre �ubovo�n£ maticu A 2 Xm�n a 1 � i �m, 1 � j � n plat¡

si
�
AT

�
= ri(A)T ; rj

�
AT

�
= sj(A)T :

�tvorcov  matica A 2 Xn�n sa naz�va symetrick , ak A = AT , t. j. ak aij = aji
pre v¨etky i; j = 1; : : : ; n. Postupnos� prvkov (a11; a22; : : : ; ann) naz�vame diagon lou
¨tvorcovej matice A. Transponovan£ maticu k ¨tvorcovej matici A zrejme z¡skame

"osovou s£mernos�ou\ jej prvkov pod�a diagon ly.



2. Z�KLADY MATICOV�HO PO�TU 3

2.1.4. Blokov� matice. Niekedy bude u�ito�n� spoji� dve matice A 2 Xm�n1 ,
B 2 Xm�n2 s rovnak�m po�tom riadkov do jednej matice tak, �e pr¡slu¨n� tabu�ky
jednoducho nap¡¨eme ved�a seba. V�sledn  matica je typu m � (n1 + n2) a zna�¡me
ju (A;B), pr¡padne (A jB).

Podobne mo�no spoji� dve matice A 2 Xm1�n, B 2 Xm2�n s rovnak�m po�tom
st�pcov do jednej matice tak, �e pr¡slu¨n� tabu�ky nap¡¨eme pod seba. V�sledn  matica

je typu (m1 +m2)� n a zna�¡me ju
�
A

B

�
, pr¡padne

�
A

B

�
.

Pr ve pop¡san� kon¨trukcie s£ pr¡kladmi tzv. blokov�ch mat¡c. P�vodn� matice,
z ktor�ch takto vytv rame blokov£ maticu, potom naz�vame jej blokmi. Takisto m�-
�eme ved�a seba resp. pod seba zoradi� v��¨¡ po�et blokov, nie len dva.

Naopak, niekedy sa m��e uk za� £�eln� vyzna�i� v danej matici nejak� men¨ie
obd��nikove �asti ako jej bloky. Vtedy hovor¡me o tzv. blokovom tvare danej matice.
Pr¡kladom toho bol z pis matice A 2 Xm�n ako riadku jej st�pcov, pr¡padne ako
st�pca jej riadkov.

Uveden� dve sch�my vytv rania blokov�ch mat¡c "ved�a seba\ a "pod seba\ mo�no
tie� kombinova�. Napr. z mat¡c A11 2 Xm1�n1 , A12 2 Xm1�n2 , A21 2 Xm2�n1 ,
A22 2 Xm2�n2 mo�no vytvori� blokov£ maticu�

A11 A12

A21 A22

�

typu (m1 +m2)� (n1 + n2).
T£to kon¨trukciumo�no zrejm�m sp�sobom zov¨eobecni� i na v��¨ie syst�mymat¡c.

Vo�ne povedan�, blokov� matice s£ vlastne matice, ktor�ch prvkami s£ op�� matice,
pri�om v¨etky matice v tom istom riadku blokovej matice maj£ rovnak� po�et riad-
kov a v¨etky matice v tom istom st�pci blokovej matice maj£ rovnak� po�et st�pcov.
Takto ch pan£ blokov£ maticu mo�no zap¡sa� v tvare

A = (Aij )k�l =

0
@A11 : : : A1l

...
. . .

...
Ak1 : : : Akl

1
A ;

pri�om jednotliv� bloky Aij s£ matice nad X rozmerov mi � nj , kde (m1; : : : ;mk),
(n1; : : : ; nl) s£ nejak� kone�n� postupnosti prirodzen�ch �¡sel. Maticu nad mno�inou
X z tejto "matice mat¡c\ dostaneme tak, �e si v A odmysl¡me vn£torn� z tvorky
odde�uj£ce jej jednotliv� bloky Aij .

2.2. Matice nad dan�m po�om

Na mno�ine X, nad ktorou sme vytv rali pr¡slu¨n� matice, sme zatia� nepredpokla-
dali nijak£ �al¨iu ¨trukt£ru. Jednako na mno�in ch mat¡c Xm�n sa n m pomerne
bohat  ¨trukt£ra prirodzene vynorila. V¨etky doposia� zaveden� maticov� oper cie a
vlastnosti v¨ak mali v�lu�ne pozi�n� charakter { zakladali sa na reprezent cii ka�dej
matice ako pr¡slu¨nej obd��nikovej tabu�ky. �al¨ie maticov� oper cie a vlastnosti,
ktor� hodl me zavies� a nesk�r vyu�¡va�, u� bud£ podmienen� pr¡tomnos�ou istej
¨trukt£ry na mno�ine X.

Najd�le�itej¨¡ a, a� na p r v�nimiek, vlastne jedin� druh mat¡c, ktor�mi sa budeme
v tomto kurze zaobera�, tvoria matice nad nejak�m po�om. Teda v celom paragrafe K
ozna�uje pevne zvolen�, inak v¨ak �ubovo�n� pole. V s£lade s predo¨l�m paragrafom
Km�n, kde m;n 2 N, ozna�uje mno�inu v¨etk�ch mat¡c typu m� n nad po�om K.
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2.2.1. Vektorov� priestor mat¡c. Pre pevn� m;n 2 K budeme na mno�ine mat¡c
Km�n de�nova� po zlo�k ch oper cie s£�tu a skal rneho n sobku. Teda pre matice
A = (aij )m�n, B = (bij )m�n nad K a c 2 K polo�¡me

A+B = (aij + bij)m�n;

cA = (caij)m�n:

Podot�kame, �e s£�et mat¡c A+B je de�novan� len pre matice A, B rovnak�ho typu
a samotn  matica A+B je toho ist�ho typu ako A a B. Neutr lnym prvkom oper cie
s�¡tania na Km�n je matica typu m� n, ktorej v¨etky prvky s£ nulov�; naz�vame ju
nulov  matica typu m � n a ozna�ujeme ju 0m;n, pr¡padne len 0, ke� jej rozmer je
jasn� z kontextu alebo na ¤om nez le�¡. Opa�n�m prvkom k matici A = (aij)m�n je
zrejme matica �A = (�aij )m�n.

�itate� si iste s m �ahko over¡, �e matice �ubovo�n�ho pevn�ho typu m � n nad
po�omK s takto de�novan�mi oper ciami s£�tu a skal rneho n sobku tvoria vektorov�
priestor nad po�om K. Odteraz teda Km�n u� ozna�uje nielen mno�inu tak�chto
mat¡c, ale pr¡slu¨n� vektorov� priestor. N m u� zn me vektorov� priestory K1�n

a Km�1 riadkov�ch resp. st�pcov�ch vektorov s£ zrejme ¨peci lnymi pr¡padmi vek-
torov�ch priestorov mat¡c.

2.2.2. N sobenie mat¡c. Okrem ¨trukt£ry vektorov�ho priestoru na mno�ine mat¡c
pevn�ho typum�n budeme de�nova� aj oper ciu n sobenia mat¡c, ktor  sp ja matice
r�znych, "vhodne do seba zapadaj£cich\ rozmerov.

Pod vplyvom doteraj¨ieho v�kladu �itate� po takomto nadpise asi o�ak va, �e i
s£�in mat¡c budeme de�nova� na mno�ineKm�n po zlo�k ch. Hoci by to, samozrejme,
bolo mo�n� a na prv� poh�ad sa to zd  prirodzen�, n sobenie mat¡c budeme de�nova�
diametr lne odli¨n�m sp�sobom, ktor� sa n m zatia� m��e zda� �udn� a neprirodzen�.
D�vody pre tak£to de�n¡ciu bud£ postupne vych dza� najavo a jej prednosti budeme
ma� mnohokr t mo�nos� oceni�.

Najprv sa nau�¡me n sobi� niektor� dvojice vektorov. Pod s£�inom x�y riadkov�ho
vektora x = (x1; : : : ; xn) 2 K1�n a st�pcov�ho vektora y = (y1; : : : ; yn)T 2 Kn�1

rozumieme skal r

x � y = (x1; : : : ; xn) �

0
B@
y1
...
yn

1
CA = x1y1 + : : :+ xnyn =

nX
i=1

xiyi :

Teda, a� na "nepochopite�n�\ mie¨anie riadkov�ch a st�pcov�ch vektorov, ide o be�n�

"skal rny s£�in\ vektorov x;y 2 Kn.
Pre takto de�novan� s£�in vektorov s£ tie� splnen� dobre zn me vlastnosti "ska-

l rneho s£�inu\. �ahko mo�no nahliadnu�, pr¡padne priamym v�po�tom overi�, �e pre
v¨etky n 2 N, c 2 K a x;x0 2 K1�n, y;y0 2 Kn�1 plat¡

x � (y + y0) = x � y + x � y0;

(x + x0) � y = x � y + x0 � y;

x � cy = c(x � y) = cx � y;

x � y = yT � xT :
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Hovor¡me, �e n sobenie riadkov�ch a st�pcov�ch vektorov je distribut¡vne (z oboch
str n) vzh�adom na s�¡tanie a komutuje, t. j. je zamenite�n� s oper ciou skal rneho
n sobku. Posledn£ rovnos� mo�no ch pa� ako svojho druhu

"
komutat¡vnos�\ tohto

s£�inu; v�a�¡me za ¤u komutat¡vnosti n sobenia v poli K.
Nech m;n; p 2 N a A = (aij)m�n, B = (bjk)n�p. Pod s£�inom mat¡c A, B

rozumieme maticu
A �B = (ri(A) � sk(B))m�p:

V¨imnime si, �e s£�in mat¡c A, B je de�novan�, len ak sa po�et st�pcov matice A
rovn  po�tu riadkov matice B, t. j. pr ve vtedy, ke� riadky matice A a st�pce matice
B maj£ rovnak� rozmer. �alej, s£�in mat¡c typov m�n a n�p je matica typum�p,
�o si mo�no �ahko zapam�ta� v symbolickom tvare

[m� n] � [n� p] = [m� p];

pripom¡naj£com rozmerov� vz�ahy vo fyzike. �peci lne, s£�in dvoch ¨tvorcov�chmat¡c
typu n � n je op�� matica typu n� n. Kone�ne, prvok na mieste (i; k) matice A �B

dostaneme ako s£�in i-teho riadku matice A a k-teho st�pca matice B, teda ako v�raz

ri(A) � sk(B) = (ai1; : : : ; ain) �

0
@ b1k

...
bnk

1
A = ai1b1k + : : :+ ainbnk =

nX
j=1

aijbjk :

Na z klade toho mo�no �ahko nahliadnu� (pr¡padne priamym v�po�tom overi�) nasle-
duj£ce rovnosti

ri(A �B) = ri(A) �B; sk(A �B) = A � sk(B):

N sobenie mat¡c je (z oboch str n) distribut¡vne vzh�adom na s�¡tanie. To znamen 
�e pre �ubovo�n� m;n 2 N a matice A; A0 2 Km�n, B; B0 2 Kn�p plat¡

A � (B +B0) = A �B +A �B0;

(A +A0) �B = A �B +A0 �B:

V�aka distribut¡vnosti s£�inu vektorov vo�i ich s£�tu je toti� jasn�, �e (i; k)-ty
prvok matice A � (B +B0) je

ri(A) � sk(B +B0) = ri(A) � (sk(B) + sk(B0)) = ri(A) � sk(B) + ri(A) � sk(B0);

teda sa rovn  (i; k)-temu prvku matice A �B +A �B0. Rovnako pre druh£ rovnos�.
Podobne, s vyu�it¡m zamenite�nosti s£�inu vektorov a skal rneho n sobku mo�no

dok za�, �e pre �ubovo�n� skal r c 2 K a v¨etky matice A 2 Km�n, B 2 Kn�p plat¡

A � cB = c(A �B) = cA �B:

Hovor¡me, �e n sobenie mat¡c komutuje, t. j. je zamenite�n� s oper ciou skal rneho
n sobku.
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N sobenie mat¡c je tie� asociat¡vne v nasleduj£com zmysle: s£�in mat¡c A � (B �C)
je de�novan� pr ve vtedy, ke� je de�novan� s£�in (A �B) �C, a v takom pr¡pade sa
obe matice rovnaj£. Teda podrobnej¨ie, pre m;n; p; q 2 N a A 2 Km�n, B 2 Kn�p,
C 2 Kp�q plat¡

A � (B �C) = (A �B) �C:

Na d�kaz toho si sta�¡ uvedomi�, �e pre �ubovo�n� vektory x = (x1; : : : ; xn) 2 K1�n,
y = (y1; : : : ; yp)T 2 Kp�1 plat¡

x � (B � y) = (x1; : : : ; xn) �

0
B@
Pp

k=1
b1kyk
...Pp

k=1
bnkyk

1
CA =

nX
j=1

xj

� pX
k=1

bjkyk

�

=
pX

k=1

� nX
j=1

xjbjk

�
yk =

� nX
j=1

xjbj1; : : : ;

nX
j=1

xjbjp

�
�

0
B@
y1
...
yp

1
CA = (x �B) � y:

Potom pre 1 � i � m, 1 � l � q, prvok na mieste (i; l) matice A � (B �C) je

ri(A) � sl(B �C) = ri(A) � (B � sl(C))
= (ri(A) �B) � sl(C) = ri(A �B) � sl(C);

teda sa rovn  (i; l)-t�mu prvku matice (A �B) �C.

�tvorcov£ maticu r du n, ktor  m  v¨etky prvky na diagon le rovn� 1 a mimo
diagon ly 0, ozna�ujeme In a naz�vame jednotkovou maticou r du n. S pou�it¡m tzv.
Kroneckerovho symbolu

�ij =
�

1; ak i = j,
0; ak i 6= j,

m��eme p¡sa�

In = (�ij)n�n =

0
BBBB@

1 0 : : : 0 0
0 1 : : : 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 : : : 1 0
0 0 : : : 0 1

1
CCCCA :

Jednotkov� matice hraj£ £lohu neutr lnych prvkov pre n sobenie mat¡c. Presnej¨ie,
pre �ubovo�n£ maticu A 2 Km�n plat¡

Im �A = A = A � In:

Rozmyslite si pre�o.
�peci lne, mno�ina Kn�n v¨etk�ch ¨tvorcov�ch mat¡c r du n je tak popri ¨truk-

t£re vektorov�ho priestoru navy¨e vybaven  asociat¡vnou oper ciou n sobenia, ktor 
je (z oboch str n) distribut¡vna vzh�adom na s�¡tanie mat¡c, komutuje s oper ciou
skal rneho n sobku a jednotkov  matica In je jej neutr lny prvok. To n m, podobne
ako pre prvky po�a K, umo�¤uje zavies� i mocniny ¨tvorcov�ch mat¡c. Pre A 2 Kn�n,
kladieme
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A0 = In a Ak = A � : : : �A| {z }
k-kr t

;

ak 0 < k 2 N; teda A1 = A, A2 = A �A, A3 = A �A �A, at�.
Na druhej strane si treba uvedomi�, �e pre n > 1 { napriek komutat¡vnosti n sobe-

nia v poli K { n sobenie mat¡c z pozi�n�ch d�vodov nie je komutat¡vne na Kn�n.
Napr¡klad

�
1 1
0 1

�
�

�
0 1
1 1

�
=
�
1 1 + 1
1 1

�
;

�
0 1
1 1

�
�

�
1 1
0 1

�
=
�
0 1
1 1 + 1

�
:

(Uvedomte si, �e na to, aby oba s£�iny A �B, B �A boli de�novan� a mali rovnak�
rozmery, teda, aby v�bec malo zmysel uva�ova� o komutat¡vnosti s£�inu, A, B musia
by� ¨tvorcov� matice rovnak�ho typu.)

Napriek tomu komutat¡vnos� n sobenia v poli K m  za d�sledok, �e pre v¨etky m,
n, p a matice A 2 Km�n, B 2 Kn�p plat¡ rovnos�

(A �B)T = BT �AT :

Naozaj, (A � B)T aj BT � AT s£ matice typu p �m a pre 1 � i � m, 1 � k � p,
(k; i)-ty prvok matice (A �B)T je (i; k)-ty prvok matice A �B, t. j.

ri(A) � sk(B) = sk(B)T � ri(A)T = rk(BT ) � si(AT );

�o je (k; i)-ty prvokmaticeBT �AT . Pritom sme vyu�ili u� spom¡nan£ "komutat¡vnos�\
x � y = yT � xT s£�inu vektorov.

Na margo poslednej rovnosti e¨te podotknime, �e pre x 2 K1�n, y 2 Km�1 je
taktie� de�novan� s£�in y � x. Nie je to v¨ak skal r, ale matica typu m� n:

y � x = (yixj)m�n =

0
B@

y1x1 : : : y1xn
...

. . .
...

ymx1 : : : ymxn

1
CA :

Teda, okrem pr¡padum = n = 1, rovnos� x�y = y �x nem��e nasta� u� z rozmerov�ch
d�vodov.

2.2.3. Oper cie s blokov�mi maticami. Oper cie maticov�ho s£�tu a skal rneho
n sobku, v�aka tomu, �e boli de�novan� po zlo�k ch, mo�no na blokov�ch maticiach
rozlo�i� na jednotliv� bloky. Ak A = (Aij)k�l, B = (Bij)k�l s£ blokov� matice nad
po�om K, pri�om zodpovedaj£ce si bloky Aij , Bij maj£ rovnak� typ mi�nj , tak ich
s£�et je op�� blokov  matica

A+B = (Aij +Bij)k�l

s blokmi rovnak�ch typov. S oper ciou skal rneho n sobku je to e¨te jednoduch¨ie,
lebo sa nemus¡me stara� o zhodnos� rozmerov jednotliv�ch blokov. Pre c 2 K jednodu-
cho dost vame

cA = (cAij )k�l:
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Blokov  ¨trukt£ra sa pren ¨a aj na s£�in mat¡c za podmienky, �e st�pce prvej matice
s£ v rovnakom porad¡ rozdelen� na rovnak� po�et rovnako ve�k�ch skup¡n, povedzme
n1 + n2 + : : :+ n� , ako riadky druhej matice. Teda ak A = (Aij )��� , B = (Bjk)��#

s£ blokov� matice nad K, pri�om blok Aij je typu mi � nj a blok Bjk typu nj � pk,
tak aj ich s£�in je blokov  matica tvaru A �B = (Cik)��#, kde blok

Cik = Ai1 �B1k +Ai2 �B2k + : : :+Ai� �B�k

je typu mi� pk. Inak povedan�, blokov� matice n sob¡me tak ako "oby�ajn�\ matice,
len s t�m rozdielom, �e s£�et resp. s£�in v poli K nahrad¡me s£�tom resp. s£�inom
mat¡c. Vo v�sledku, ak chceme, si nakoniec m��eme odmyslie� z tvorky odde�uj£ce
jednotliv� bloky a matica, ktor£ takto dostaneme, sa rovn  matici, ktor£ by sme
dostali, keby sme "norm lne\ vyn sobili "odblokovan�\ matice A a B.

Jednotkov� matice In s£ pr¡kladom tzv. diagon lnych mat¡c. �tvorcov£ maticu
A = (aij)n�n naz�vame diagon lnou, ak aij = 0 pre v¨etky i 6= j, t. j. ak v¨etky jej
prvky mimo diagon ly s£ nuly.

Diagon lnu maticu, ktor  m  na diagon le postupne prvky d1; d2; : : : ; dn 2 K

zna�¡me diag(d1; d2; : : : ; dn). Teda napr.

In = diag(1; : : : ; 1| {z }
n-kr t

):

Podobne mo�no de�nova� aj tzv. blokovo diagon lne matice. Ak A1; A2; : : : ;Ak

s£ ¨tvorcov� matice r dov n1; n2; : : : ; nk, tak blokovo diagon lnou maticou s blokmi
A1; A2; : : : ;Ak naz�vame ¨tvorcov£ blokov£ maticu

diag(A1;A2; : : : ;Ak) =

0
BB@
A1 0 : : : 0
0 A2 : : : 0
...

...
. . .

...
0 0 : : : Ak

1
CCA ;

kde 0 nach dzaj£ca sa na mieste (i; j) ozna�uje nulov£ maticu 0ninj
.

Pred chv¡�ou uveden� pravidlo o s£�ine blokov�ch mat¡c sa redukuje na obzvl ¨�
jednoduch� tvar pre blokovo diagon lne mat¡ce { ich n sobenie toti� funguje dia-
gon lne po zlo�k ch. Ak A = diag(A1; : : : ;Ak), B = diag(B1; : : : ;Bk) s£ blokovo
diagon lne matice, pri�om zodpovedaj£ce si bloky Ai, Bi s£ ¨tvorcov� matice rov-
nak�ho r du ni, tak aj ich s£�in je blokovo diagon lna matica tvaru

A �B = diag(A1 �B1; : : : ;Ak �Bk)

so ¨tvorcov�mi blokmi r dov n1; : : : ; nk. �peci lne, pre "oby�ajn�\ diagon lne matice
plat¡

diag(a1; : : : ; an) � diag(b1; : : : ; bn) = diag(a1b1; : : : ; anbn):

Formul ciu analogick�ch pravidiel pre s£�et a skal rny n sobok (blokovo) diago-
n lnych mat¡c prenech vame �itate�ovi.
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2.3. Matice nad vektorov�m priestorom

Matice nad typu m�n nad po�om K s£ ¨peci lnym druhom blokov�ch mat¡c. Maticu
A = (aij) 2 Km�n m��eme pova�ova� jednak za blokov£ maticu s blokmi aij typu
1 � 1, jednak, ako sme u� neraz nazna�ili, m��eme sa na ¤u d¡va� ako na riadok jej
st�pcov resp. ako na st�pec jej riadkov. V takom pr¡pade A ch peme ako maticu typu
m�1 nad vektorov�m priestoromK1�n, resp. ako maticu typu 1�n nad vektorov�m
priestoromKm�1. Konkr�tna podoba t�chto vektorov�ch priestorov je v¨ak teraz pre
n s nepodstatn  { pre �ubovo�n�m;n 2 N a �ubovo�n� (abstraktn�) vektorov� priestor
V m me toti� de�novan£ mno�inu V m�n v¨etk�ch mat¡c nad mno�inou V .

Na mno�ine V m�n mo�no zavies� oper cie s£�tu a skal rneho n sobku po zlo�k ch.
V m�n s t�mito oper ciami op�� tvor¡ vektorov� priestor nad po�om K. �itate�ovi
prenech vame, aby si s m doplnil a premyslel potrebn� detaily.

My sa teraz s£stred¡me na zov¨eobecnenie oper cie skal rneho n sobkuK�V ! V

na oper cie s£�inu medzi maticami vhodn�ch typov nad K a nad V . Pre matice
A = (aij ) 2 Km�n, � = (ujk) 2 V n�p kladieme A �� = (vik) 2 V m�p, kde

vik =
nX

j=1

aijujk :

Teda s£�inA�� de�nujeme z form lneho h�adiska rovnako ako s£�in mat¡c nad po�om
K, len s t�m rozdielom �e oper cia s£�tu v K je nahraden  oper ciou s£�tu vo V a
oper cia s£�inu v K oper ciou skal rneho n sobku K � V ! V .

Celkom obdobne ako v odstavci 2.2.2 aj pre n sobenie mat¡c nad V maticami nad
K mo�no overi� distribut¡vnos� (z oboch str n) vzh�adom na s�¡tanie, zamenite�nos�
s oper ciou skal rneho n sobku, asociat¡vnos� a postavenie jednotkov�ch mat¡c ako
neutr lnych prvkov. To znamen , �e pre v¨etky l;m; n; p 2 N, c 2 K, A; B 2 Km�n,
C 2 K l�m �; � 2 V n�p plat¡:

A � (�+ �) = A ��+A � �;

(A +B) �� = A ��+B ��;

A � (c�) = c(A ��) = (cA) ��;
C � (A ��) = (C �A) ��;

In �� = �:

Vzh�adom na na¨u dohodu, pod�a ktorej xc = cx pre c 2 K, x 2 V , m��eme
de�nova� aj s£�in mat¡c � = (vij ) 2 V m�n, B = (bjk) 2 Kn�p v obr tenom porad¡
ako maticu � �B = (wik) 2 V m�p tak£, �e

wik =
nX

j=1

vijbjk =
nX

j=1

bjkvij :

S vyu�it¡m poslednej de�n¡cie mo�no pre A 2 Km�n, � 2 V n�p, � 2 V m�n,
B 2 Kn�p dok za� tie� rovnosti

(A ��)T = �T �AT ; (� �B)T = BT � �T :
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Aplik ciou t�chto vz�ahov na predch dzj£ci zoznam rovnost¡ (no taktie� priamo)
mo�no aj pre s£�in mat¡c tvaru � � B, kde � 2 V m�n, B 2 Kn�p, overi� jeho
distribut¡vnos� (z oboch str n) vzh�adom na s�¡tanie, zamenite�nos� s oper ciou skal r-
neho n sobku, asociat¡vnos� a postavenie jednotkov�ch mat¡c ako neutr lnych prvkov.
To znamen , �e pre v¨etky m;n; p; q 2 N, c 2 K, �; � 2 Km�n, A; B 2 V n�p,
C 2 Kp�q plat¡:

(�+ �) �A = � �A + � �A;

� � (A +B) = � �A+� �B;

� � (cA) = c(� �A) = (c�) �A;

� � (A �C) = (� �A) �C;

� � In = �:

Taktie� vz�ahy pre riadky a st�pce s£�inu z odseku 2.2.2 zost vaj£ zachovan� pre
oba typu s£�inov mat¡c nad K a V , t. j.

ri(A ��) = ri(A) ��; sk(A ��) = A � sk(�)
ri(� �B) = ri(�) �B; sk(� �B) = � � sk(B)

pre v¨etky A 2 Km�n, � 2 V n�p � 2 V m�n, B 2 Kn�p.
Napokon si e¨te uvedomme, �e de�n¡cie s£�inov A ��, � �B s£ v zhode s p�vod-

n�m n soben¡m mat¡c. Ak toti� maticu A 2 Km�n ch pame ako riadok, t. j. ako
maticu typu 1�n nad priestorom st�pcov�ch vektorov Km, tak pre B 2 Kn�p spl�va
matica (s1(A); : : : ; sn(A)) �B vypo�¡tan  pod�a "novej\ de�n¡cie s blokov�m tvarom
(A � s1(B); : : : ;A � sp(B)) matice A �B. Podobne, ak B ch peme ako st�pec, t. j. ako
maticu typu n� 1 nad priestorom riadkov�ch vektorov Kp, tak

A �

0
B@
r1(B)

...
rn(B)

1
CA =

0
B@
r1(A) �B

...
rm(A) �B

1
CA = A �B:

(Dopl¤te si vynechan� podrobnosti { pozri cvi�enie 6.)
�peci lne, line rnu kombin ciu a1x1 + : : : anxn vektorov x1; : : : ;xn 2 V s koe�-

cientmi a1; : : : ; an 2 K m��eme s vyu�it¡m vektorov�ch mat¡c zap¡sa� v tvare s£�inov

a1x1 + : : : + anxn = (a1; : : : ; an) �

0
@ x1

...
xn

1
A = (x1; : : : ;xn) �

0
@ a1

...
an

1
A :

Cvi�enia

1. Nech A =
�

1 �1 1
0 5 2
1 �4 0

�
, B =

�
0 1 2
�2 9 3
10 6 0

�
, C =

�
1 2 3
1 4 9
1 2 4

�
s£ matice nad R. Vypo�¡tatjte matice

A+2B, A�BT � 3C, A �B, B �A, A � (B +C), (3AT +B) �C, B �C2, C2 �B, C �B �C,
A �C �C �A, A �B �C a CT �A �C.
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2. Vypo�¡tajte s£�in A �B komplexn�ch mat¡c A =
�
1+i �2 �i
1�i i 2+3i

�
, B =

�
3i 2+i
�4 1�2i
0 4i

�
.

3. N jdite matice A; B 2 Q2�2 tak�, �e A �B = 0 6= B �A.

4. Uva�ujte matice A =
�
1 3
3 2

�
, B =

�
0 1
4 1

�
, C =

�
4 3
4 0

�
nad po�om (a)Z5, (b)Z7, (c)Z11, (d) Q.

V ka�dom z uveden�ch pr¡padov vypo�¡tajte maticu A � (B +C). Sk£ste rie¨i� £lohy (a){(d)
v optim lnom porad¡.

5. S£ dan� re lne blokov� matice A =
�
A11 A12

A21 A22

�
, B =

�
B11 B12 B13

B21 B22 B23

�
, kde A11 =

�
1 1
0 1

�
,

A12 =
�
1 2
0 1

�
, A21 =

�
2 1
0 1

�
, A22 =

�
2 2
0 1

�
, B11 =

�
1 1
1 1

�
, B12 = B13 =

�
1 2
1 �1

�
, B21 =�

2 1
�1 1

�
,B22 =B23 =

�
2 2
�1 �1

�
. Vyn sobteA aB ako blokov� matice aj ako matice, v ktor�ch

ste zabudli na rozdelenie do blokov, a oba v�sledky porovnajte.

6. Maticu A = (aij )m�n nad �ubovo�n�m po�om K uva�ujte ako riadok jej st�pcov, t. j. ako
blokov£ maticu A = (u1 ; : : : ;un), kde uj = sj (A) pre j � n. Nech c = (c1; : : : ; cn)T 2 Kn

je st�pcov� vektor. Uk �te, �e line rna kombin cia c1u1 + : : : + cnun spl�va s "oby�ajn�m\
maticov�m s£�inom A � c. Vysvetlite tento fakt pomocou n sobenia blokov�ch mat¡c.

7. Nech X je kone�n  mno�ina. �ubovo�n  mno�ina H � X2 ur�uje orientovan� graf (X;H)
s mno�inou vrcholov X a s mno�inou orientovan�ch hr n H: vrcholy (t. j. prvky mno�iny X)
si zn zorn¡me kr£�kami v rovine a z vrcholu x vedieme orientovan£ hranu (t. j. ¨¡pku) do
vrcholu y pr ve vtedy, ke� (x; y) 2 H (pozri obr. 2.1). Kone�n£ postupnos� (z0; z1; : : : ; zk)
prvkov mno�iny X tak£, �e pre ka�d� 1 � i � k plat¡ (zi�1; zi) 2 H, naz�vame cestou d��ky
k v orientovanom grafe (X;H). Predpokladajme, �e X = fx1; : : : ; xng m  pr ve n prvkov.
Maticu H = (hij ) 2 Rn�n tak£, �e hij = 1, ak (xi ; xj ) 2 H, a hij = 0, ak (xi; xj ) =2 H,
naz�vame inciden�nou maticou orientovan�ho grafu (X;H). Prvky k-tej mocniny inciden�nej
maticeH ozna�me h(k)ij , t. j.Hk =

�
h
(k)
ij

�
. Potom �¡slo h(k)ij ud va po�et ciest d��ky k z vrcholu

xi do vrcholu xj v orientovanom grafe (X;H). Dok �te (napr. matematickou indukciou).

Obr. 2.1. Pr¡klady orientovan�ch grafov

8. O�¡slujte vrcholy orientovan�ch grafov z obr zku 2.1. Pre ka�d� graf nap¡¨te jeho inciden�n£
maticu a pre ka�d£ dvojicu (xi; xj) jeho vrcholov ur�te po�et ciest d��ky 2, 3, 4 a 5 z xi do xj .

9. Nech K je komutat¡vny okruh s jednotkou (pozri cvi�enie 1.7). Presved�te sa, �e pre �ubovo�n�
m;n 2 Nmo�no na mno�ine mat¡c Km�n de�nova� oper cie s£�tuA+B a skal rneho n sobku
cA rovnako ako v odstavci 2.2.1. Taktie� mo�no pre A 2 Km�n, B 2 Kn�p de�nova� s£�in
A �B 2 Km�p rovnako ako v odstavci 2.2.2. Uk �te, �e v¨etky vlastnosti maticov�ch oper ci¡
uveden� v kapitole 2 zost vaj£ v platnosti aj v tomto v¨eobecnej¨om pr¡pade.

10. Vynechajme z de�n¡cie po�a, popri nerovnosti 0 6= 1 a po�iadavke existencie inverzn�ho prvku
ku ka�d�mu nenulov�mu a 2 K, aj podmienku komutat¡vnosti n sobenia, namiesto ktorej
pridajme e¨te jeden distribut¡vny z kon (8a; b; c 2 K)((a + b)c = ac + bc). Mno�ina K s v�-
zna�n�mi prvkami 0 a 1, vybaven  oper ciami s�¡tania a n sobenia, ktor� vyhovuj£ uveden�m
podmienkam, sa naz�va okruh s jednotkou.1

1Ob�as sa v literat£re tak to ¨trukt£ra naz�va len okruh.
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(a) Okruh s jednotkou K sa naz�va netrivi lny, ak v ¤om plat¡ 0 6= 1. Dok �te, �e okruh
s jednotkou K je netrivi lny pr ve vtedy, ke� obsahuje aspo¤ dva r�zne prvky.
(b) Nech K je okruh s jednotkou. Presved�te sa, �e pre matice nad K mo�no zavies� oper cie
s£�tu, skal rneho n sobku a s£�inu rovnako ako pre matice nad po�om. Uk �te, �e v¨etky
vlastnosti t�chto oper ci¡ uveden� v kapitole 2, s v�nimkou rovnost¡ (x � y)T = yT � xT ,
(A �B)T = BT �AT a mo�nosti zapisova� "line rne kombin cie\ v tvare c1u1 + : : : cnun =
(u1; : : : ;un) � (c1 ; : : : ; cn)T , zost vaj£ v platnosti.

11. Nech K je okruh s jednotkou a n 2 N. Dok �te postupne nasleduj£ce tvrdenia:
(a) Mno�ina Kn�n so s�¡tan¡m a n soben¡m mat¡c tvor¡ okruh s jednotkou.
(b) Okruh s jednotkou Kn�n je trivi lny pr ve vtedy, ke� K je trivi lny alebo n = 0.
(c) Okruh s jednotkou Kn�n je komutat¡vny pr ve vtedy, ke� n = 0, alebo n = 1 a K je
komutat¡vny.

12. (a) Rovnako ako v pr¡pade po�a zade�nujte charakteristiku �ubovo�n�ho okruhu s jednotkou.
(b) Dok �te, �e okruh s jednotkou K je trivi lny pr ve vtedy, ke� charK = 1.
(c) Nech K je �ubovo�n� okruh a 1 � n 2 N. Potom charKn�n = charK. Dok �te.
(d) Pre ka�d� 2 � m 2 N[ f1g uve�te pr¡klad nekomutat¡vneho okruhu s jednotkou charak-
teristiky m.

13. Nech K je okruh s jednotkou.
(a) Pre v¨etky n 2 N zade�nujte mocniny an prvku a 2 K rovnako ako v poli a dok �te, �e
pre m; n 2 N plat¡ aman = am+n, (am)n = amn. �o br ni de�n¡cii mocn¡n an pre z porn�
exponenty n 2Z?
(b) Prvok a 2 K sa naz�va invertovate�n�, ak k nemu existuje (obostrann�, teda nutne jedin�)
inverzn� prvok a�1 vzh�adom na n sobenie. Pre invertovate�n� prvky a 2 K roz¨¡rte de�n¡ciu
mocn¡n an na v¨etky n 2Za dok �te rovnosti z (a) pre �ubovo�n� m;n 2Z.
(c) Nech a; b 2 K. �o je prek �kou v¨eobecnej platnosti rovnosti (ab)n = anbn pre n � 2?
Dok �te, �e ak a, b komutuj£, t. j. ab = ba, tak uveden  rovnos� plat¡ pre v¨etky n 2 N.
(d) Pre K = R2�2 n jdite pr¡klad mat¡c A; B 2 K tak�ch, �e (A �B)2 6= A2 �B2.
(e) Nech a; b 2 K s£ invertovate�n�. Dok �te, �e potom aj prvok ab je invertovate�n� a plat¡
(ab)�1 = b�1a�1. �o je prek �kou v¨eobecnej platnosti rovnosti (ab)�n = b�na�n pre n � 2?

14. (a) Rovnako ako v pr¡klade 1.6.3 a v cvi�en¡ 1.12 zade�nujte mno�inuK[x] v¨etk�ch polyn¢mov
v premennej x nad �ubovo�n�m okruhom s jednotkou K a na nej oper cie s£�tu a s£�inu.
Dok �te, �e K[x] s takto de�novan�mi oper ciami je op�� okruh s jednotkou a plat¡ charK[x] =
charK.
(b) Dok �te, �e K[x] je komutat¡vny pr ve vtedy, ke� K je komutat¡vny.
(c) Dok �te, �e polyn¢m f(x) je invertovate�n� prvok okruhu K[x] pr ve vtedy, ke� f(x) = a
je kon¨tantn� polyn¢m, pri�om a je invertovate�n� prvok okruhu K.


