1. POLIA A VEKTOROVE PRIESTORY

V tejto kapitole zavedieme dva druhy algebraickych struktar, ktoré buda hrat v celom
dal$om vyklade kltic¢ovii ilohu, a dokdZeme o nich niekolko jednoduchych zékladnych
tvrdeni. Ide $truktiry, ktoré zahffiame pod pojem pola a pojem vektorového priestoru.

Prvky pola budeme nazyvat skalary, a niekedy len ¢isla. Fyzikalne ich mozno in-
terpretovat ako hodnoty fyzikalnych velié¢in, ktoré st urcené iba svojou velkosfou a
znamienkom. Prvky vektorového priestoru, t.j. vektory, zasa zodpovedaju fyzikalnym
veli¢inam, ktoré st okrem velkosti uréené tieZ smerom a orientaciou.

1.1. Zakladné ciselné obory

Predpokladame, Ze ¢itatel pozna zékladné ¢iselné obory, ako st prirodzene cisla, cele
¢isla, racionalne ¢isla, redlne ¢isla a komplexné ¢isla. Kazdy z tychto éiselnych oborov
tvori mnozinu. Dohodneme sa, Ze ich budeme oznacfovat tzv. tuénymi tabulovymi
pismenami:

N — mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel,

Z, — mnozina vsetkych celych ¢isel,

Q — mnozina vsetkych racionalnych ¢isel,

R — mnozina vsetkych redlnych ¢isel,

C — mnozina vsetkych komplexnych ¢isel.

Este poznamenajme, Ze 1 nulu povazujeme za prirodzené ¢islo, t.j. 0 € N. Imagindrnu
jednotku (ktora je prvkom C ~ R) budeme znadif i.

Konstatovanim, Ze uvedené ¢iselné obory tvoria mnoziny, sme vsak ich struktiaru
zdaleka nevycerpali. Omnoho ddleZitejsie je, ze na kazdej z tychto mnoZin st defino-
vané dve binarne operacie, séitanie + a nasobenie -. Pritom na kazdej z uvedenych
mnozin st obe tieto operacie asociativne a komutativne. Navyse, nasobenie je (z oboch
stran) distributione vzhladom na séitanie, t.j. pre vsetky prvky z, y, z prislusnej
mnoziny plati

w(y+z)=ay+az, (r+y)z=az+yz.

éiselny obor N je v porovnani s obormi Z, Q, R a C akysi ,,chudobnejsi* — kym rovnice
tvaru x + a = b maji v oboroch Z, Q, R, C riesenie + = b — a pre lubovolné a, b, v N
je takato rovnica riesitelna len ak a < b. Obory Q, R a C st v3ak ,bohatsie* nielen
v porovnani s N no 1 so Z — rovnice tvaru az = b maji v oboroch Q, R, C riesenie
pre lubovolné a # 0 a b, kym v N ¢ Z st riesitelné len ak a je delitelom b.

Nas budu zaujimat prave vlastnosti ¢iselnych oborov Q, R a C s operaciami séi-
tania a nasobenia. Pritom vyuZijeme, Ze uvedené operacie na tychto oboroch maju
rad spolo¢nych vlastnosti, ¢o nam umoznuje skiimat ich do velkej miery jednotnym
sposobom a sticasne. To dosiahneme tym, ze sformulujeme abstraktny pojem pola,
pod ktory zahrnieme vietky spominané pripady, ako i mnohé dalsie, ktoré sa nam
objavia az akosi dodatoéne. Ako sme spominali uz v ivode, prave takyto pristup je
charakteristicky pre algebru, presnejsie, v om spoé¢iva jej podstata.
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1.2. Polia

Polom nazyvame mnozinu K s dvoma vyznaénymi prvkami — nulou 0 a jednotkou 1
— a dvomi binarnymi operaciami na K — sc¢itanim + a ndsobenim - — takymi, ze plati

Va,be K)a+b=>b+a),

Va,bye € K)(a+ (b+c¢)=(a+b)+c),
Vae K)a+0=a), Vae K)(1-a=a),

Vae K)(3be K)(a+b=0), Vae K~ {0})(Fbe K)(a-b=1),
(Va,byc € K)a-(b+¢)=(a-b)+(a-c)), 0#1.

( (Va,be K)a-b=b-a),

( (Va,bee K)a-(b-¢)=(a-b)-c),
( (
( (

Teda s¢itanie a nasobenie v poli s komutativne a asociativne operacie a nasobenie je
distributivne vzhladom na séitanie. f)alej 0 je neutralny prvok séitania a 1 je neutralny
prvok nasobenia, pricom tieto dva prvky st rozne. Jednoducho mozno nahliadnut, ze
prvok b € K taky, 7e a + b = 0, t.]. inverzny prvok vzhladom na operaciu s¢itania, je
k danému prvku a € I uréeny jednoznaéne (pozri paragraf 0.4). Tento jednoznacéne
urceny prvok k danému a oznacujeme —a a nazyvame opacny prvok k a. Miesto
a+ (—b) zvykneme pisat len a — b. Takisto prvok b € K taky, ze a-b = 1, je k danému
0 # a € K uréeny jednoznac¢ne — oznaéujeme ho a~! alebo %, pripadne 1/a a nazyvame

. . . . . —1 v © v
inverzny prvok k a alebo prevratend hodnota prvku a. Miesto a - b™" piSeme tiez ¢

alebo a/b.
séitanim, teda napr. miesto (a - b) + ¢ budeme pisaf len ab + ¢. Asociativnost nam
umoznuje vynechavat zatvorky a stéty ¢i stéiny Iubovolnych koneénych postupnosti
prvkov pola jednoznacne zapisovat v tvare a; + as + ...+ a, resp. aj - as - ... a,
pripadne len ajas ... a,; komutativnost nam navyse dovoluje nestarat sa o poradie
s¢itancov resp. ¢initelov. Kvoli tiplnosti sa dohodneme, Ze pre n = 1 sa oba uvedené
vyrazy rovnaja aj; pre n = 0 kladieme prazdny stcéet rovny 0 a prazdny stcin rovny
1. Ak ay = ... = a, = a, tak miesto ay + ...+ a, piSeme na a miesto ay ...a, len a”™.
Teraz si ukazeme, ako mozno niektoré najzakladnejsie pravidla pocitania, na ktoré
sme zvyknuty v ¢éiselnych oboroch Q, R a C, odvodif len z axiém pola. Zhrnieme
ich do nasledujiceho tvrdenia. Okrem iného z neho vyplyva, Ze k 0 nemodze v poli
existovat inverzny prvok (podmienka (c)).

1.2.1. Tvrdenie. Nech K je pole. Potom pre lubovolnén € Naa,b,c,by,... ,b, € K
plati

(a) a+b=a+c = b=c,

(b) (ab=ac & a#0) = b=c,

(¢) a0 =0,

(d) ab=0= (a=0V b=0),

() —a=(-1)a,

(f) a(b—c)=ab— ac,

(g) a(by + ...+ by) = aby + ...+ ab,.
Dokaz. (a), (b) KedZe obe podmienky mozno dokézat v podstate rovnako, urobime

to len pre druhti z nich. Z ab = ac vyplyva a 'ab = ¢ tac. Lavé strana sa rovna b a
prava c.

(¢) a0+ a0 = a(0 4+ 0) = a0 = a0 + 0. Podla (a) z toho vyplyva a0 = 0.
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(d) Nech ab = 0. Potom podla (¢) ab = 0 = a0. Ak a # 0, tak podla (b) z toho
vyplyva b = 0.

(e) Vdaka jednoznaénosti opaéného prvku k a staél overif, Ze (—1)a + a = 0.
Jednoduchy vypocdet dava (—=1)a+a =(—1)a + la = (=14 1)a = 0a = 0 podla (c).

(f) Podla (e) a(b—¢) =a(b+ (=1)c) = ab+ a(—1)e = ab+ (—=1)ac = ab — ac.

(g) Rovnost zrejme plati pre n = 0, 1, 2. Keby neplatila pre vSetky prirodzené
¢isla, ozna¢me n najmensie prirodzené ¢islo, pre ktoré existuja a, by,... , b, € K také,
ze uvedena rovnost neplati. Potom n > 2 a pre n — 1 rovnost plati. Preto

alby + ...+ bp1+bp) =alby + ...+ by—1) +aby, = aby + ... + aby—1 + ab,.

To je vsak spor.

Doplime, ze podmienky (a) a (b) sa nazyvaju zdkony o krateni pre séitanie resp.
nasobenie v poli.

Podmienka (e) nam umoznuje zaviest [ubovolné celo¢iselné nasobky prvkov z pola.
Pre a € K, n € N kladieme (—n)a = —(na) = n(—a). Podobne mozno pre nenulové
prvky pola zaviest i lubovolné celoé¢iselné mocniny. Pre 0 # a € K, n € N kladieme
a~ " = (an)—l — (a—l)n‘

Citatelovi prenechavame, aby si sam odvodil nasledujtiice rovnosti zname z beznych
¢iselnych oborov:

0a =0, la=a, a € K,

n(a+b) = na 4 nb, a,be K, n €Z,

(m + n)a = ma+ na, ac K, mnel,

(mn)a = m(na), ac K, mnel,

(mn)(ab) = (ma)(nb), a,be K, m,n €7,

=1, a =a, a € K,

ab)” = a"b", a,be K, neZ, n<0 = a#0#Db,

a™ Tt = a™a", a€K, mneZ, (m<0Vn<0)=a#0,
a™" = (a™)", a€K, mneZ, (m<0Vn<0)=a#0,

Este podotykame, Ze v rovnostiach v prvom a Siestom riadku ozna¢uji 0 a 1 na lavych
stranach prirodzené ¢isla, t.j. prvky mnoziny N, kym 0 a 1 na pravych stranach
v prvom riadku oznacuju prvky pola K. Vzhladom na to, Ze pre vsetky tri priklady
poli, s ktorymi sme doteraz stretli, plati N C K, mo6ze sa nam toto rozlisenie zdat
nepodstatné. Vo vSeobecnosti vSak uvedena inkluzia platit nemusi.

Nech K je pole a L C K. Hovorime, %e L je podpole pola K, ak 0,1 € L a pre
vietky a,b € Lplati a+b € L, ab € L, —a € L a, ak a # 0, tak aj a=! € L. Inak
povedané, podpole pola K je taka jeho podmnozina L, ktora obsahuje nulu a jednotku
a je uzavreta vzhladom na sc¢itanie, nasobenie, opacny a inverzny prvok. Zrejme kazdé
podpole pola K je s tymito operaciami zizenymi z K na L i samo polom. Hovorime
tiez, ze pole K je rozsirenim pola L.

Zrejme pole Q je podpolom pola R i pola C; pole C je rozsirenim pola Q aj R.

Charakteristikou pola K, oznalenie char I, nazyvame najmensie kladné celé ¢islo
n také, ze nl = 0; ak také n neexistuje, t.j. nl # 0 pre kazdé celé n > 0, hovorime Ze
K mé charakteristiku oo (niektori autori vtedy kladt char K = 0).
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Ak pole K je rozsirenim pola L, tak polia K a L maju t isti1 jednotku, preto
char K = char L.
Zrejme char Q = char R = char C = ~.

1.2.2. Veta. Nech K je pole. Potom char K je oo alebo prvocislo.

Dokaz. Kedze 0 # 1, zrejme char K > 1. Predpokladajme, Zze char K' = n je zlozené
¢islo. Potom existuju celé ¢éisla k, 1 > 1 také, Ze n = kl. KedZze k,1 < n, je k1 # 0 #£ 1.
Na druhej strane (k1)(11) = (kl)(1-1) = nl = 0. Podla 1.2.1(d) z toho vyplyva k1 = 0

alebo [1 = 0, ¢o je spor.

1.3. Polia Z,

V tomto kratkom paragrafe si ukazeme priklady poli, ktorych charakteristika nie je co.
Z toho dovodu sa tieto polia vyrazne odlisuji od nasich doverne znamych ¢éiselnych
poli. Presnejsie, pre kazdé prvocislo p zostrojime isté konecné pole Z,, ktoré ma p
prvkov a charakteristiku p. Na druhej strane, spominané &éselné polia (ako vobec
vietky polia nekoneénej charakteristiky) st nekoneéné. Poznamenajme, Ze pre kazdé
prvoéislo p a kladné celé éslo k existuje p*-prvkové pole s charakteristikou p ako
a] nekoneéné polia charakteristiky p. Ich konstrukcia vsak presahuje ramec nasho
uvodného kurzu.

Pre potreby matematickej analyzy, teda aj z hladiska fyzikalnych aplikacii, st naj-
dolezitejsimi polami R a C. Koneéné polia vsak v sticasnosti zohravaji doleZiti ilohu
napr. v kodovani a kryptografii.

Pre kazdé kladné celé ¢islo n oznacme

Zin={keN; k<n}={0,1,... ,n—1}.

MnozZinu Z, zo zrejmych doévodov (pozri cvicenie 0.12) nazyvame mnozinow zvys-
kovych tried modulo n. Na tejto mnozine teraz zavedieme dve binarne operacie —
séitanie @ a nésobenie @ (toto trochu tazkopadne oznaéenie budeme pouzivat len
v tomto paragrafe, neskor sa vratime k obvyklym + a -; v definicii vSak treba odlisit
s¢itanie a nasobenie v Z, od prislusnych operacii v Z). Pre a,b € Z, kladieme

a & b = zvysok po deleni (a + b) : n,
a ® b = zvysok po deleni (ab) : n.

Citatelovi prenechavame na overenie (pripadne na uverenie), ze & a © st asociativie a
komutativne operacie na Z, a nasobenie je distributivne vzhladom na séitanie. f)alej
0 je neutrdlny prvok scitania a, pre n > 1, je 1 neutralny prvok nasobenia. Navyse
©a =n — a je opaény prvok k a € Z,, ~ {0}; pre a = 0 je samozrejme ©0 = 0.

1.3.1. Veta. Mmnozina Z,, s operaciami & a ® je pole prave vtedy, ked n je prvocislo.

Dokaz. Zrejme n je najmensie kladné celé ¢islo také, ze

nl=1¢...41=0.
————

n-krat

Preto, ak Z, je pole, tak charZ, = n, a podla 1.2.2 je n prvodislo.
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Dokazeme, ze Z, je pole pre kazdé prvocislo p. Najprv overime, ze v Z, plati zakon
o krateni

(aOb=aGc&ka#0) = b=c

Rovnost ¢ ©® b = a © ¢ znamenad, Ze ¢islo ab — ac = a(b — ¢) je delitelné éslom p.
KedZe p je prvoédislo, musi byt aspon jedno z ¢isel a, b — ¢ delitelné ¢islom p. Nakolko
0 < a < p, moze to byt len b — ¢. Pre b,c € Z, to viak znamena b = c.

Zostava overit existenciu inverzného prvku ku kazdému 0 # a € Z,. Uvazujme
postupnost mocnin @' = @, a* = a®a, a® = a®a®a, ..., atd Kedze a # 0,
z dokazaného kratenia vyplyva, ze vsetky jej ¢leny st nenulové. Pretoze mnozina Z, je
koneéna, nemozu byt vsetky ¢leny uvedenej postupnosti roézne. Musia preto existovat
kladné celé &sla k, [ také, ze a* = a*t! = a* © a!. Potom plati «* ®a! = a* ©1, z éoho

kratenim dostavame o' = 1. KedZe o' = a ©® a'™!, je a=! = ¢!~ inverzny prvok k a.

Multiplikativne tabulky sé¢itania a nasobenia v poli Zs sme si ako priklady binar-
nych operacii uviedli v paragrafe 0.4.

1.4. Vektory v rovine a v trojrozmernom priestore

Vektory v rovine ¢i v priestore si predstavujeme ako orientované usecky, t.j. tsecky,
ktorych jeden krajny bod povazujeme za pociatoény a druhy za koncovy — ten je
oznaceny sipkou. Pritom dve rovnako dlhé, rovnobezné a stihlasne orientované tisecky
predstavuju ten isty vektor — hovorime, Ze s umiestneniami toho istého vektora.
Ak si teda zvolime nejaky pevny bod O, tak vsetky vektory v rovine ¢éi priestore
mozeme jednoznacne reprezentovat ako orientované usecky OA s pociatkom v O,
pri¢om ich koncom moze byt lubovolny bod A roviny ¢ priestoru, bod O nevynimajic
~ orientovani tsedka OO totiz predstavuje tzv. nulovy vektor.

Vektory v rovine i v priestore mozno s¢itat pomocou tzv. vektoroveho rovnobeznika.
Sucet vektorov u = O—/l, v = OB je potom znézorneny orientovanou uhloprieckou
u+v= ocC rovnobe’nika, ktorého dve prilahlé strany tvoria tsecky OA, OB.

B C

u-+v

) u A
Obr. 1.1. Vektorovy rovnobeZnik

Vektory mozno taktiez nasobit Iubovolnymi skalarmi, t.j. redlnymi ¢islami: ak
¢ € R a v je vektor, tak cv je vektor, t.]. orientovana tisecka s poc¢iatkom v O, ktore]
dlzka je |¢|-nasobkom dlzky tsefky v, leZi na tej istej priamke ako v a je orientovand
sthlasne s v, ak ¢ > 0, resp. nestihlasne s v, ak ¢ < 0, (ak ¢ = 0 alebo v je nulovy
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vektor, tak, samozrejme, aj cv je nulovy vektor, takze nezalezi na jeho smere ani
orientécii).

Ak si okrem pociatku O zvolime v rovine ¢i priestore este dve resp. tri saradné osi,
t.j. navzajom kolmé priamky prechadzajtice poc¢iatkom, a na kazdej z nich jeden bod
v rovnakej jednotkovej vzdialenosti od pociatku, dostaneme pravouhly sturadnicovy
systém v rovine ¢i v priestore. Kazdy bod roviny ¢i priestoru je potom jednoznacne
urceny usporiadanou dvojicou, resp. trojicou svojich suradnic a tiez naopak, kazda
dvojica resp. trojica suradnic jednoznacne urcéuje nejaky bod roviny ¢ priestoru. Tak-
tiez kazdy vektor v rovine ¢ v priestore je potom jednoznacne uréeny suradnicami
svojho koncového bodu a tieZ naopak lubovolna usporiadana dvojica resp. trojica
suradnic jednoznac¢ne urcuje nejaky vektor v rovine ¢i priestore. Pri pevnom stradni-
covom systéme tak mozno mnozinu vsetkych vektorov v rovine stotoznit s mnozinou
R? a mnozinu vietkych vektorov v priestore s mnoZinou R3.

Ak (pri takomto stotozneni) w = (uj,uz) € R% v = (vy,v3) € R? st dva vek-
tory v rovine, tak lahko nahliadneme, Ze pre ich siéet w + v, dany vektorovym
rovnobeznikom, plati

u+ v = (uy,uz) + (v1,02) = (ug + v1,uz + v2).
Ak ¢ € R, tak pre skalarny nasobok cu dostavame
cu = c(uy,uz) = (cuy, cuz).

Podobne mozno reprezentovat aj operacie stc¢tu a skalarneho nasobku vektorov v prie-
store prislusnymi operaciami na mnozine R? vietkych usporiadanych trojic redlnych
Cisel.

Este si vSimnime, ze predpoklady kolmosti stiradnych osi a rovnosti jednotkovych
dlzok v jednotlivych smeroch nehrali v nasich tvahach nijakt dlohu. Staci, aby sys-
tém stradnych osi tvorili dve réznobezné priamky (v rovine) resp. tri nekomplanarne
priamky (v priestore) pretinajice sa v pociatku O. Za jednotkové diéky v smeroch
jednotlivych saradnych osi mozno zvolit diéky Iubovolnych (nie nevyhnutne rovnako
dlhych) tsediek.

Operacie suctu vektorov a nasobenia vektora skaldrom maja rad vlastnosti, ktoré
nie su viazané len na ich Specificki geometrickt reprezentaciu v rovine ¢éi priestore.
Napriklad, prostrednictvom suradnicovej reprezentacie vektorov by sme ich mohli
priamodiaro zovseobecnif na usporiadané n-tice skalarov z Tubovolného pola K pre
akékolvek n € N. Tym by sme dostali akési ,,n-rozmerné vektorové priestory nad polom
K*. V duchu algebry teraz zadefinujeme abstraktny pojem vektorového priestoru nad
danym polom, pricom budeme abstrahovat od akychkolvek stradnic aj ,,dimenzie®.
Podstatné budu pre nas len algebraické vlastnosti operacii suétu vektorov a skalarneho
nasobku vektora. K spominanym prikladom sa vsak budeme ststavne vracat.

1.5. Vektorové priestory

Nech K je pole. Vektorovym alebo tieZ linedrnym priestorom nad polom K nazy-
vame mnozinu V s vyznacnym prvkom 0 a dvomi binarnymi operaciami — séitanim
+: VXV =V anasobenim - : K xV — V — takymi, ze plati
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(Ve,y,zeV)e+(y+z)=(z+y)+2)),
(Ve,yeV)e+y=y+),

(VeeV)x+0==2),

(Ve e V) IyeV)(x+y=0),

(Va,be K)(Ve e V)(a-(b-x)=(ab) - x),
(VeeV)(l z==e),

(Vae K)(Ve,yeVi(a-(z+y)=(a-z)+(a-y)),
(Va,be K)(Ve e V)((a+b)-x=(a-z)+(b-2)).

Ako si ¢itatel asi viimol, skalary znaéime ,,oby¢ajnymi“ malymi latinskymi pisme-
nami a vektory tuénymi malymi latinskymi pismenami. Tejto implicitnej dohody sa
nebudeme vahat ju porusit.

I ked séitanie skalarov v poli a séitanie vektorov znadime rovnakym znakom +,
ide o rozne operacie. Podobne nédsobenie v poli a nasobenie vektora skalarom st
rozne operacie, hoci obe znacime -. Neskor tento pristup dovedieme este dalej, ked
budeme rovnako znacit prislusné operacie a nuly v roznych vektorovych priestoroch.
Rozlisovanie znakov pre nulu 0 € K a 0 € V, hoci tieto prvky plnia rovnaka funkeiu
v K resp. vo V. je tak trochu proti duchu tohto pristupu. Ide vlastne o zbytoény
luxus, ktory je vSak v zhode s prijatou dohodou o znaceni skalarov a vektorov.

Z formalneho hladiska pripominaji axiémy vektorového priestoru axiémy pola:
séitanie vektorov je opat asociativna a komutativna binarna operacia na V s neu-
tralnym prvkom O € V, operacia nasobenia vektora skalarom tiez spiﬁa aktsi pod-
mienku ,asociativnosti“, 1 € K je jej ,neutralnym prvkom* a platia dva ,,distributivne
zakony®. Je tu vsak jeden podstatny rozdiel — kym néasobenie v poli K je binarnou
operaciou na mnozine K, t.j. zobrazenim - : K x K — K, nasobenie vo vektorovom
priestore V nad polom K nie je binarnou operaciou na V, ale binarnou operaciou
- K xV — V. To nam vsak nebrani zaviest obdobné dohody ako pre operacie v poli:
vynechévat, t.j. pisaf napr. ax + y miesto (a - &) + y. Takisto budeme vynechavat
zatvorky, ktorych umiestnenie neovplyvni vyslednt hodnotu vyrazov ako napr. v abe
alebo ay® + ...+ ap@,. Posledny vyraz budeme tiez znacit

7

E a; &

=1

a nazyvat linedrnou kombindciou vektorov @®1,... , &, s koeficientmi aq,... ,ay. Spe—
cialne pre n = 1 to znamena 2321 a;x; = ajaxy; kvoli tplnosti pre n = 0 este kladieme
prazdnu linearnu kombinaciu E?:l a;x; rovna 0.

Podobne ako v pripade poli, moZno z axiém vektorovych priestorov odvodif nie-
ktoré zakladne pravidla pre pocitanie so skalarmi a vektormi. Predovsetkym prvok
y € V taky, ze x + y = 0, je k danému & € V uréeny jednoznacne — znacime ho
—a a nazyvame opacny vektor k @. Namiesto & + (—y) opaf piSeme len @ — y. Tieto
pravidla zhrnieme v nasledujiicej analogii tvrdenia 1.3.1.
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1.5.1. Tvrdenie. Nech V je vektorovy priestor nad polom K. Potom pre Iubovolné

neN aba,...,a, e Kax,y,z,21,... ¢, €V plati
(a) x+ty=a+2z = y==z,
(b) (ax =ay & a#0) = x =1y, (ax =bx & ® #0) = a=0b,

(¢) a0 =0 = Oz,

(d) az =0 = (a=0V x=0),

() —x = (~1)z,

(f) a(x —y) = ax — ay, (a —b)x = ax — b,

(g) ale1 + ...+ x,) =axy + ... + azx,, (a1 +...+ap)e=a1¢+ ...+ ap.

Dokaz. Vsetky podmienky, s vinimkou druhej implikicie v (b), moZno dokazat celkom
analogicky ako prislusné casti tvrdenia 1.3.1. Dokazeme aj tuto. Nech ax = bx a
x # 0. Potom (a—b)x = ax — bax = 0. Podla (d) z toho vyplyva a—b = 0, teda a = b.

Prave definované vektorové priestory by sme presnejsie mohli nazvat ,Javymi® vek-
torovymi priestormi, lebo v operacii skalarneho nasobku piseme skalar vlavo od vek-
tora. Celkom obdobne by sme mohli definovat aj ,,pravé” vektorové priestory, v ktorych
by sme operaciu skalarneho nasobku chapali ako zobrazenie V x K — V a zapisovali
ju v tvare « - a alebo len ¢a pre @ € V, a € K. Vdaka komutativnosti nasobenia
v poli I si vSak moZzeme dovolif chapat nase ,Javé” vektorové priestory zaroven ako
spravé®. Pre vsetky a € K, @ € V jednoducho polozime xa = ax. Jediny problém —
zabezpetit pre vietky a,b € K, & € V rovnost (ab)x = (ba)x, ktora z takejto definicie
vyplyva vypocétom

(ab)e = a(bx) = a(xb) = (xb)a = &(ba) = (ba)e,

— je vyrieseny prave v dosledku komutativnosti nasobenia v K. Teda, ak sa nam
v operacii skalarneho nasobku vyskytne skalar vpravo od vektora, nemusi nas to
vyviest z miery — kludne ho moZeme prehodit vlavo a ani o zatvorky sa nemusime
prilis starat.

1.6. Priklady vektorovych priestorov

1.6.1. Rozsirenia poli. Zrejme kazdé pole mozno K povaZovat za vektorovy priestor
nad sebou samym. Vieobecnejsie, ak pole L je rozsirenim pola K, tak L moZno povaZo-
vat za vektorovy priestor nad polom K (formalne staéi ,zabudntatf® nasobenie niek-
torych dvojic prvkov a,b € L a siéin ab pripustif len pre a € K, b € L). Podobnym
sposobom mozno vektorovy priestor V' nad polom L ziZenim nasobenia L x V — V
na nasobenie K x V' — V prerobit na vektorovy priestor nad polom K.

1.6.2. n-rozmerné riadkové a stipcové vektory nad danym polom. Pre [ubo-
volné pole K a n € N mnoZina

K" ={(z1,... ,2n); ¥1,... ;2 € K}

vsetkych usporiadanych n-tic prvkov z K spolu s operaciami

r+y=(v1,...,20)+ W1, s Un) = (1 + Y1, s Tn + Yn),

ce =c(ay,...,xn) =(ca1,...,cxy),



1. roLia A VERK1TUOUROVE FRiibs10RY J

kde @ = (z1,...,24) € K", y = (y1,... ,yn) € K™ a ¢ € K, tvori vektorovy priestor
nad polom K. Zrejme usporiadana n-tica 0,, = (0,...,0) hré dlohu nuly v K™. Ak
bude potrebné rozlisit nulové vektory v priestoroch K™ pre rozne prirodzené ¢isla n,
budeme pre nulu v K™ pouZivat oznacenie 0,,. Opaény prvok k @ = (z1,... ,2,) € K"
je zrejme

—x=—(21,... ,2y) =(—21,...,—Tp)

Hovorime, Ze operéacie na K™ st definované po zloZkach. Prvky tohto vektorového
priestoru nazyvame n-rozmerné riadkové vektory nad polom K. Kvoli tiplnosti este
poznamenajme, ze vektorovy priestor K° pozostava z jediného prvku 0, predstavu-
juceho ,usporiadant nulaticu®, ktord tak je nevyhnutne nulou v K°.

.....

vektorms nad polom K, t.]j. s vektormi tvaru

L1
x = ,
Tn
kde z1,... ,z, € K. Citatel si iste sdm doplni definicie prislusnych operacii (opéaf po

zlozkéach) a dalsie podrobnosti. Pokial nebude hrozit nedorozumenie, budeme i tento
priestor oznacovat K", pripadne len slovne naznac¢ime, ¢i tym mame na mysli priestor
n-rozmernych riadkovych alebo stipcovych vektorov. V stlade s tym 0, alebo len O
moze oznacovat aj nulovy vektor—stipec.

1.6.3. Polynémy nad danym polom. Pod polynémom alebo tiez mnohoclenom
f(x) stupria n, kde —1 < n € Z, v premennej x nad polom K rozumieme formélny
vyraz tvaru

"
fle)=ap+arx+ ...+ apq2" " Fapa™ = g a;x",
1=0

kde ag,ay,... ,an_1,a, € stskalary, nazyvané koeficienty polynéomu f, a a,, # 0; nulu
0 € K povazujeme za polynom stupna —1 a nenulové skalary a € K za polynoémy
stupna 0. Zrejme kazdy polyném f(x) definuje (rovnako znacenti) funkciu f: K — K
dant predpisom ¢ — f(c¢), t.j. dosadenim konkrétnych hodnét ¢ € K za premennt
z do polynému f(x). MnoZinu vSetkych polynémov v premennej « nad K stupria
nanajvys n, kde —1 < n € Z, budeme znadit K™ [z]; mnoZinu vietkyjch polynémov
v premennej v nad K znaé¢ime K[z]. Lubovolny polyném g(z) = 1" bia' € Klx]
stupha m < n mozeme tiez pisat v tvare

g(z) =bo+bix+ ...+ bypa™ + 0™ + .. 402",

t.j. v tvare g(x) = Y1, biz’, kde b; = 0 pre m < i < n. S pouzitim tejto konvencie
mozno definovat stéet f(x) + g(z) polynémov f(x) = S i a;iz’, g(z) = S, biat
z K[z] predpisom

max(m,n)

(f+9)z) = flx)+glx) = > (ai+b)a',

=0
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Ak navyse ¢ € K, kladieme

7

(ef)(x) =cf(x) Z ca;x’,

=0

Lahko mozno nahliadnut, Ze s takto po zloZkdch definovanymi operdciami stiétu a
skalarneho nasobku tvori kazda z mnozin polynémov K(™[z], kde —1 < n € Z, ako i
mnoZina vsetkych polynémov K [z] vektorovy priestor nad polom K. Strukttrou vek-
torového priestoru sa vsak algebra polynémov nevycerpava. Popri sticte a skalarnom
nasobku mozno na K [x] definovaf aj stéin f(x) g(x) uvedenych polynémov f(x), g(x)

predpisom
m+n

(fo)x) = f(a)g(z) = > exat,

k=0
kde = E F b
Ck i=0 @i0k—q-

1.6.4. Priame saciny vektorovych priestorov. Nech Vi a V5 s vektorové prie-
story nad tym istym polom K. Priamym sicinom (niekedy tieZ vonkajsim priamym
sucétom) priestorov Vi, Vo nazyvame mnozinu Vi x Va, t.j. karteziansky stiéin mnozin
Vi, Va, s operaciami suctu vektorov a skalarneho nasobku definovanymi po zlozkach.
Teda pre (w1, us3), (v1,v2) € Vi x V3, ¢ € K kladieme

(w1, u2) + (v1,v2) = (U1 + vy, u2 + v3),

C(’U,l, ’ll,z) = (C’U,l, C’U,Q).

Zrejme (0,0) je nulou tohto vektorového priestoru a —(wuq,u2) = (—uy,—uz) je
opaény prvok k (w,us). Citatelovi prenechévame, aby si overil, Ze priamy stéin
V1 x V4 s takto definovanymi operaciami naozaj tvori vektorovy priestor nad polom
K, ataktiez, aby si premyslel, ako mozno uvedent konstrukciu zovseobecnit na priamy
su¢in Vi x ... x V,, Tubovolného koneéného poétu vektorovych priestorov Vq,...,V,
nad K. Ak 'V =V, = ... = V,, tak pisSeme V} x ... x V,, = V" a tento vek-
torovy priestor nazyvame n-tou priamou mocninou priestoru V. Pre V = K uvedena
konstrukcia dava nam uz znamy vektorovy priestor K" z 1.5.2.

1.6.5. Vektorové priestory funkcii. Nech V je vektorovy priestor nad polom K
a X je lubovolna mnoZina. Pripomenme, Ze V¥ oznaéuje mnozinu vsetkych funkeii
f: X — V. Teraz ukazeme, ako mozno z tejto mnoziny urobit vektorovy priestor nad
polom K. Operacie siétu a skalarneho nasobku budeme definovat opat po zlozkach.
To znamend, %e pre f,g € VX a ¢ € K budeme definovaf funkcie f + ¢ € V¥ a
cf € VX tak, Ze pre kazdé = € X polozime

(f+g)(x) = f(x) 4+ g(2),
(ef)(x) = cf(x).

Znovu moino lahko nahliadnuf, e V¥ s takto definovanymi operaciami tvori vek-
torovy priestor nad polom K — nazyvame ho vektorovym priestorom wvsetkiych funkcii
z X do V. Nulou vo V¥ je funkcia 0: X — V identicky rovna prvku 0 € V; opaénym
prvkom k funkeii f € VX je funkcia —f € V- dand predpisom x +— —f(z) prez € X.
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V $pecidlnom pripade pre V = K takto dostaneme vektorovy priestor K~ vetkych
funkcii z mnoziny X do pola . Ak K je pole véetkych realnych pripadne komplexnych
¢isel a X je napr. nejaky uzavrety interval (a,b) realnych éisel, tak dostavame vek-
torové priestory funkeii R(®? resp. C{¢*) ktoré sa hojne vyskytuji v matematickej
analyze.

CVICENIA

Cvicenia 1-4 s opakovanim zakladnych poznatkov o komplexnych ¢islach.

1. Vypocitajte:

(a) (54 31)+ (7 —1), (b) (11 = 101) — (8 — 5i1),
(c) (=2 +51) - (34 21), (d) (4 —1)- (24 91),
(e) (12 +5i)71, (f) (7T +1)/(3 — 4i).

2. (a) Pre komplexné ¢islo # = a + bi, kde a,b € R nazyvame a = Rex, b = Imx jeho redinou
resp. imagindrnou castou. Teda Rex aj Ima st redlne c¢isla. Dokézte vzorce:

Re(z + y) = Rex + Rey, Re(zy) = Rez Rey — Imz Im y,
Im(z +y) =Imz + Imy, Im(zy) = RezImy + Imz Re y.

(b) Ak si v (redlnej) rovine zvolime pravouhly stradnicovy systém, moZzeme kazdé komplexné
&islo * = a + bi reprezentovat bodom ¢i vektorom so stradnicami (a,b). Ak prostrednictvom
bijekcie z — (Rez,Imz) stotoZnime kazdé komplexné ¢islo s jeho obrazom a mnozinu C s rovi-
nou (mnozinou R?), hovorime o tzv. Gaussovej rovine. Znazornite &isla zo zadani aj vysledkov
cvicenia 1 v Gaussove] rovine.

3. Absolitna hodnota komplexného ¢isla z = a+0bi, kde a,b € R, je definovand ako |z| = Va2 + b2,
t.J. ako vzdialenost bodu x od pociatku v Gaussove] rovine. Komplexne zdruzené ¢islo k &islu
x je T = a — bi, t.]. &slo simerne zdruZené s x podla realnej osi.
(a) Najdite absolttne hodnoty jednotlivych ¢isel zo zadanf{ aj vysledkov v cviéeni 1.
(b) Dokézte nasledujice vztahy:

Rew = Rex, Imz = —Imux;
7=z, eyt =@/l (v #0),
r+y=%+y, Ty = Ty,
|| = [z], |z* = o7,
lzy| =[]yl |z +yl| < faf+ |yl

(c) V poslednom vztahu nastane rovnost prave vtedy, ked existuje nezdporné ¢fslo ¢ € R také,
7e ¥ = cy alebo y = cx. Dokazte.

4. Kazdé komplexné &islo z mozno vyjadrit v tzv. goniometrickom tvare x = r(cosa + isina),
l::le r = |z| a a Je uhol, ktory (pre = # 0) zviera v Gaussove] rovine ,vektor® 01 s ,vektorom®
Oz (pre * = 0 vyhovuje lubovolné a € R).

(a) Pre # # 0 vyjadrite cosa a sina pomocou Rez, Imz a |z|. DokdZte, Ze a je uréené
jednoznaéne aZ na séitanec 2kn, kde k € Z.

(b) Pre # = r(cosa +isina), y = s(cos 3 + isin8) plati zy = rs(cos(a + 8) + isin(a + 3)).
Dokazte.

(c) Matematickou indukciou dokézte tzv. Motvreovu vetu: (cos a+isin w)® = cosna +1sin na,
pre kazdé n € N. Rozsirte jej platnost na vsetky n € Z.

(d) Vyjadrite vsetky ¢isla zo zadani aj vysledkov v cvi¢eni 1 v goniometrickom tvare.

(e) Pomocou Moivreovej vety vypo&itajte (v/3 4+1)'1, (1 —1)~7.

(f) Na zédklade Moivreove] vety napiste vzorec pre vietkych n rieSeni binomickej rovnice ™ = ¢
kde ¢ € C. (Ndvod: Rieste najprv pripad |¢| = 1.)

(g) Najdite vetky rieSenia binomickych rovnic 23 = (v/3 —1)/2, y* =1 +ia z° = —4 + 3i.

bl

5. Podrobne dokazte vztahy uvedené za dékazom tvrdenia 1.2.1. Kde treba, pouZite matematicka
indukciu.
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V kaZdom z nasledujicich pripadov rozhodnite, ¢i mnoZina A je podpolom pola K. Svoje
rozhodnutie zdévodnite.

(a) K =0Q, A=17; (b) K =R, A=0Q[2] ={a+bv2; a,b € Q};
(¢) K =R, A=(-1,1); (d) K=C, A=Z[i]={a+bi; a,b € ZL};
(e) K =Z11, A= 1Zs; (f) K=C, A=Qlw]={a+bw+ cw?; a,b,ccQ},

kde w = (=1 +iv/3)/2.

Zostrojte multiplikativne tabulky s¢itania a nésobenia v Z, pre 2 < n < 6. Na ich zdklade
zdovodnite, preco Z4 a Zg nie st polia.
Vynechajme z definicie pola podmienku 0 # 1 a podmienku poZadujicu existenciu inverzného
prvku vzhladom na nasobenie ku kazdému nenulovému prvku a € K. MnoZina K s vyznaénymi
prvkami 0,1 € K, vybavend binarnymi operaciami stétu a saéinu, spiﬁajﬁcimi zvysné pod-
mienky sa nazyva komutativny okruh s jednotkou.? Komutativny okruh s jednotkou sa nazyva
netrividlny, ak v hom predsa len plati 0 # 1. DokaZte postupne nasledujiice tvrdenia:
(a) Z s obvyklymi opericiami si¢tu a st&inu je netrividlny komutativny okruh s jednotkou.
(b) Pre kazdé n € N, n # 0, je Zj, so s¢itanim a nasobenim modulo n komutativny okruh
s jednotkou. Tento okruh je netrividlny prave vtedy, ked n > 2.
(c) Komutativny okruh s jednotkou je netrividlny prave vtedy, ked obsahuje aspont dva rozne
prvky.
(a) V lubovolnom komutat{ivnom okruhu s jednotkou K zadefinujte vyrazy tvaru na pre [ubo-
volné n € Z, a € K rovnako ako v poli. TaktieZ zadefinujte vyrazy tvaru a”™ pren € N, a € K.
Dokazte pre ne analogické tvrdenia, ako platia v poli. Co je prekéazkou definicie a™ pre vietky
n€Z?
(b) Zadefinujte charakteristiku fTubovolného komutativneho okruhu s jednotkou rovnakym spo-
sobom ako v pripade pola.
(c) Dokézte, Ze pre komutativny okruh s jednotkou K plati char K = 1 préave vtedy, ked K je
trividlny.
(d) Pre kazdé n € N, n # 0, plati charZ,, = n.
(e) Pre kazdé prvocislo p zostrojte priklad komutativneho okruhu s jednotkou, ktory mé charak-
teristiku p, no nie je polom. (Ndvod: Pozri cvi¢enie 12.)
(a) Matematickou indukciou dokazte platnost binomickej vety v lubovolnom komutativnom
okruhu s jednotkou K (teda aj v lubovolnom poli). To znamené, %e pre vietky n € N, a,b € K
plati

(a+b6)" =a™ + (T)a”_lb + ...+ (nil)ab”_l + b = EZ:O (Z)a”_kbk.
(b) Predpokladajme, ze charakteristikou komutativneho okruhu s jednotkou K je prvoéislo p.
Nech m € 7Z je ndasobkom p. Dokazte, Ze pre kazdé ¢ € K plati me = 0.
(c) Na zdklade (a) a (b) dokazte, ze v komutativnom okruhu s jednotkou prvoéiselnej charak-
teristiky p plati pre exponent n = p nasledujici ,,populirny” variant binomicke] vety:

(a+b6) =af +0P.

Dopliite vynechané ¢asti dokazu tvrdenia 1.5.1.

V kaZdom z prikladov 1.6.1-5 podrobne overte, Ze uvedeni mnoZina s prislusnymi operaciami
tvori vektorovy priestor.

Rovnako ako v priklade 1.6.3 zadefinujte pre Iubovolny komutativny okruh s jednotkou K
mnoZinu K[z] vietkych polynémov v premennej x s koeficientmi z K a na nej operacie sutu
a sudinu. Dokdzte, 7ze K[z] s takto definovanymi operéciami je opat komutativny okruh s jed-
notkou a plat{ char K[z] = char K.

Na mnozine Rt vdetkych kladnjch redlnych &isel definujme nové ,séitanie® @ ako nasobenie,
t.j. # @y = xy. Dalej definujme novt operaciu ,skaldrneho nasobku“ @: R x BT — B+ ako
umochovanie, t. j. predpisom a®z = z%. DokéaZte, #e mnoZina Rt s uvedenymi operaciami tvori
vektorovy priestor nad polom B. Co je nulovy vektor 0 € Rt? Ako vyzera opaény vektor S
k vektoru & € RT? Vyjadrite pomocou pévodnych operacii nasobenia a umociiovania linedrnu
kombinéciu (a1 ® #1) @ ... B (an, ® xy), kde ar, ..., an €R, 21,..., 2, € RT.

TObéas sa v literattre takito Struktara nazjva len komutativny okruh.



