
1. POLIA A VEKTOROV� PRIESTORY

V tejto kapitole zavedieme dva druhy algebraick�ch ¨trukt£r, ktor� bud£ hra� v celom
�al¨om v�klade k�£�ov£ £lohu, a dok �eme o nich nieko�ko jednoduch�ch z kladn�ch
tvrden¡. Ide ¨trukt£ry, ktor� zahª¤ame pod pojem po�a a pojem vektorov�ho priestoru.

Prvky po�a budeme naz�va� skal ry, a niekedy len �¡sla. Fyzik lne ich mo�no in-
terpretova� ako hodnoty fyzik lnych veli�¡n, ktor� s£ ur�en� iba svojou ve�kos�ou a
znamienkom. Prvky vektorov�ho priestoru, t. j. vektory, zasa zodpovedaj£ fyzik lnym
veli�in m, ktor� s£ okrem ve�kosti ur�en� tie� smerom a orient ciou.

1.1. Z kladn� �¡seln� obory

Predpoklad me, �e �itate� pozn  z kladn� �¡seln� obory, ako s£ prirodzen� �¡sla, cel�
�¡sla, racion lne �¡sla, re lne �¡sla a komplexn� �¡sla. Ka�d� z t�chto �¡seln�ch oborov
tvor¡ mno�inu. Dohodneme sa, �e ich budeme ozna�ova� tzv. tu�n�mi tabu�ov�mi
p¡smenami:
N { mno�ina v¨etk�ch prirodzen�ch �¡sel,
Z{ mno�ina v¨etk�ch cel�ch �¡sel,
Q { mno�ina v¨etk�ch racion lnych �¡sel,
R { mno�ina v¨etk�ch re lnych �¡sel,
C { mno�ina v¨etk�ch komplexn�ch �¡sel.

E¨te poznamenajme, �e i nulu pova�ujeme za prirodzen� �¡slo, t. j. 0 2 N. Imagin rnu
jednotku (ktor  je prvkom C rR) budeme zna�i� i.

Kon¨tatovan¡m, �e uveden� �¡seln� obory tvoria mno�iny, sme v¨ak ich ¨trukt£ru
z�aleka nevy�erpali. Omnoho d�le�itej¨ie je, �e na ka�dej z t�chto mno�¡n s£ de�no-
van� dve bin rne oper cie, s�¡tanie + a n sobenie � . Pritom na ka�dej z uveden�ch
mno�¡n s£ obe tieto oper cie asociat¡vne a komutat¡vne. Navy¨e, n sobenie je (z oboch
str n) distribut¡vne vzh�adom na s�¡tanie, t. j. pre v¨etky prvky x, y, z pr¡slu¨nej
mno�iny plat¡

x(y + z) = xy + xz; (x + y)z = xz + yz:

�¡seln� obor N je v porovnan¡ s obormiZ,Q, R a C ak�si "chudobnej¨¡\ { k�m rovnice
tvaru x+ a = b maj£ v oboroch Z, Q, R, C rie¨enie x = b� a pre �ubovo�n� a, b, v N
je tak to rovnica rie¨ite�n  len ak a � b. Obory Q, R a C s£ v¨ak "bohat¨ie\ nielen
v porovnan¡ s N no i so Z{ rovnice tvaru ax = b maj£ v oboroch Q, R, C rie¨enie
pre �ubovo�n� a 6= 0 a b, k�m v N �i Zs£ rie¨ite�n� len ak a je delite�om b.

N s bud£ zauj¡ma� pr ve vlastnosti �¡seln�ch oborov Q, R a C s oper ciami s�¡-
tania a n sobenia. Pritom vyu�ijeme, �e uveden� oper cie na t�chto oboroch maj£
rad spolo�n�ch vlastnost¡, �o n m umo�¤uje sk£ma� ich do ve�kej miery jednotn�m
sp�sobom a s£�asne. To dosiahneme t�m, �e sformulujeme abstraktn� pojem po�a,
pod ktor� zahrnieme v¨etky spom¡nan� pr¡pady, ako i mnoh� �al¨ie, ktor� sa n m
objavia a� akosi dodato�ne. Ako sme spom¡nali u� v £vode, pr ve tak�to pr¡stup je
charakteristick� pre algebru, presnej¨ie, v ¤om spo�¡va jej podstata.
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1.2. Polia

Po�om naz�vame mno�inu K s dvoma v�zna�n�mi prvkami { nulou 0 a jednotkou 1
{ a dvomi bin rnymi oper ciami na K { s�¡tan¡m + a n soben¡m � { tak�mi, �e plat¡

(8 a; b 2 K)(a + b = b+ a); (8 a; b 2 K)(a � b = b � a);

(8 a; b; c 2 K)(a + (b+ c) = (a+ b) + c); (8 a; b; c 2 K)(a � (b � c) = (a � b) � c);
(8 a 2 K)(a + 0 = a); (8 a 2 K)(1 � a = a);
(8 a 2 K)(9 b 2 K)(a + b = 0); (8 a 2 K r f0g)(9 b 2 K)(a � b = 1);
(8 a; b; c 2 K)(a � (b+ c) = (a � b) + (a � c)); 0 6= 1:

Teda s�¡tanie a n sobenie v poli s£ komutat¡vne a asociat¡vne oper cie a n sobenie je
distribut¡vne vzh�adom na s�¡tanie. �alej 0 je neutr lny prvok s�¡tania a 1 je neutr lny
prvok n sobenia, pri�om tieto dva prvky s£ r�zne. Jednoducho mo�no nahliadnu�, �e
prvok b 2 K tak�, �e a+ b = 0, t. j. inverzn� prvok vzh�adom na oper ciu s�¡tania, je
k dan�mu prvku a 2 K ur�en� jednozna�ne (pozri paragraf 0.4). Tento jednozna�ne
ur�en� prvok k dan�mu a ozna�ujeme �a a naz�vame opa�n� prvok k a. Miesto
a+(�b) zvykneme p¡sa� len a� b. Takisto prvok b 2 K tak�, �e a � b = 1, je k dan�mu
0 6= a 2 K ur�en� jednozna�ne { ozna�ujeme ho a�1 alebo 1

a
, pr¡padne 1=a a naz�vame

inverzn� prvok k a alebo prevr ten  hodnota prvku a. Miesto a � b�1 p¡¨eme tie� a
b

alebo a=b.
Znak n sobenia budeme v��¨inou vynech va� a n sobenie bude ma� prednos� pred

s�¡tan¡m, teda napr. miesto (a � b) + c budeme p¡sa� len ab + c. Asociat¡vnos� n m
umo�¤uje vynech va� z tvorky a s£�ty �i s£�iny �ubovo�n�ch kone�n�ch postupnost¡
prvkov po�a jednozna�ne zapisova� v tvare a1 + a2 + : : : + an resp. a1 � a2 � : : : � an
pr¡padne len a1a2 : : : an; komutat¡vnos� n m navy¨e dovo�uje nestara� sa o poradie
s�¡tancov resp. �inite�ov. Kv�li £plnosti sa dohodneme, �e pre n = 1 sa oba uveden�
v�razy rovnaj£ a1; pre n = 0 kladieme pr zdny s£�et rovn� 0 a pr zdn� s£�in rovn�
1. Ak a1 = : : : = an = a, tak miesto a1+ : : :+ an p¡¨eme na a miesto a1 : : : an len an.

Teraz si uk �eme, ako mo�no niektor� najz kladnej¨ie pravidl  po�¡tania, na ktor�
sme zvyknut� v �¡seln�ch oboroch Q, R a C , odvodi� len z axi¢m po�a. Zhrnieme
ich do nasleduj£ceho tvrdenia. Okrem in�ho z neho vypl�va, �e k 0 nem��e v poli
existova� inverzn� prvok (podmienka (c)).

1.2.1. Tvrdenie. NechK je pole. Potom pre �ubovo�n� n 2 N a a; b; c; b1; : : : ; bn 2 K
plat¡
(a) a+ b = a+ c ) b = c,
(b) (ab = ac & a 6= 0) ) b = c,
(c) a0 = 0,
(d) ab = 0 ) (a = 0 _ b = 0),
(e) �a = (�1)a,
(f) a(b � c) = ab � ac,
(g) a(b1 + : : :+ bn) = ab1 + : : :+ abn.

D�kaz. (a), (b) Ke��e obe podmienky mo�no dok za� v podstate rovnako, urob¡me
to len pre druh£ z nich. Z ab = ac vypl�va a�1ab = a�1ac. �av  strana sa rovn  b a
prav  c.

(c) a0 + a0 = a(0 + 0) = a0 = a0 + 0. Pod�a (a) z toho vypl�va a0 = 0.
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(d) Nech ab = 0. Potom pod�a (c) ab = 0 = a0. Ak a 6= 0, tak pod�a (b) z toho
vypl�va b = 0.

(e) V�aka jednozna�nosti opa�n�ho prvku k a sta�¡ overi�, �e (�1)a + a = 0.
Jednoduch� v�po�et d va (�1)a + a = (�1)a + 1a = (�1 + 1)a = 0a = 0 pod�a (c).

(f) Pod�a (e) a(b � c) = a(b + (�1)c) = ab+ a(�1)c = ab + (�1)ac = ab � ac:
(g) Rovnos� zrejme plat¡ pre n = 0; 1; 2. Keby neplatila pre v¨etky prirodzen�

�¡sla, ozna�me n najmen¨ie prirodzen� �¡slo, pre ktor� existuj£ a; b1; : : : ; bn 2 K tak�,
�e uveden  rovnos� neplat¡. Potom n > 2 a pre n� 1 rovnos� plat¡. Preto

a(b1 + : : :+ bn�1 + bn) = a(b1 + : : :+ bn�1) + abn = ab1 + : : :+ abn�1 + abn:

To je v¨ak spor.

Dopl¤me, �e podmienky (a) a (b) sa naz�vaj£ z kony o kr ten¡ pre s�¡tanie resp.
n sobenie v poli.

Podmienka (e) n m umo�¤uje zavies� �ubovo�n� celo�¡seln� n sobky prvkov z po�a.
Pre a 2 K, n 2 N kladieme (�n)a = �(na) = n(�a). Podobne mo�no pre nenulov�
prvky po�a zavies� i �ubovo�n� celo�¡seln� mocniny. Pre 0 6= a 2 K, n 2 N kladieme
a�n = (an)�1 = (a�1)n.

�itate�ovi prenech vame, aby si s m odvodil nasleduj£ce rovnosti zn me z be�n�ch
�¡seln�ch oborov:

0a = 0; 1a = a; a 2 K;

n(a+ b) = na + nb; a; b 2 K; n 2Z;

(m+ n)a = ma+ na; a 2 K; m;n 2Z;

(mn)a = m(na); a 2 K; m;n 2Z;

(mn)(ab) = (ma)(nb); a; b 2 K; m;n 2Z;

a0 = 1; a1 = a; a 2 K;

(ab)n = anbn; a; b 2 K; n 2Z; n < 0 ) a 6= 0 6= b;

am+n = aman; a 2 K; m;n 2Z; (m < 0 _ n < 0) ) a 6= 0;

amn = (am)n; a 2 K; m;n 2Z; (m < 0 _ n < 0) ) a 6= 0;

E¨te podot�kame, �e v rovnostiach v prvom a ¨iestom riadku ozna�uj£ 0 a 1 na �av�ch
stran ch prirodzen� �¡sla, t. j. prvky mno�iny N, k�m 0 a 1 na prav�ch stran ch
v prvom riadku ozna�uj£ prvky po�a K. Vzh�adom na to, �e pre v¨etky tri pr¡klady
pol¡, s ktor�mi sme doteraz stretli, plat¡ N � K, m��e sa n m toto rozl¡¨enie zda�
nepodstatn�. Vo v¨eobecnosti v¨ak uveden  inkl£zia plati� nemus¡.

Nech K je pole a L � K. Hovor¡me, �e L je podpole po�a K, ak 0; 1 2 L a pre
v¨etky a; b 2 L plat¡ a + b 2 L, ab 2 L, �a 2 L a, ak a 6= 0, tak aj a�1 2 L. Inak
povedan�, podpole po�aK je tak  jeho podmno�ina L, ktor  obsahuje nulu a jednotku
a je uzavret  vzh�adom na s�¡tanie, n sobenie, opa�n� a inverzn� prvok. Zrejme ka�d�
podpole po�a K je s t�mito oper ciami z£�en�mi z K na L i samo po�om. Hovor¡me
tie�, �e pole K je roz¨¡ren¡m po�a L.

Zrejme pole Q je podpo�om po�a R i po�a C ; pole C je roz¨¡ren¡m po�a Q aj R.
Charakteristikou po�a K, ozna�enie charK, naz�vame najmen¨ie kladn� cel� �¡slo

n tak�, �e n1 = 0; ak tak� n neexistuje, t. j. n1 6= 0 pre ka�d� cel� n > 0, hovor¡me �e
K m  charakteristiku 1 (niektor¡ autori vtedy klad£ charK = 0).



4 PAVOL ZLATO�: LINE�RNA ALGEBRA A GEOMETRIA

Ak pole K je roz¨¡ren¡m po�a L, tak polia K a L maj£ t£ ist£ jednotku, preto
charK = charL.

Zrejme charQ = charR= charC =1.

1.2.2. Veta. Nech K je pole. Potom charK je 1 alebo prvo�¡slo.

D�kaz. Ke��e 0 6= 1, zrejme charK > 1. Predpokladajme, �e charK = n je zlo�en�
�¡slo. Potom existuj£ cel� �¡sla k; l > 1 tak�, �e n = kl. Ke��e k; l < n, je k1 6= 0 6= l1.
Na druhej strane (k1)(l1) = (kl)(1 �1) = n1 = 0. Pod�a 1.2.1(d) z toho vypl�va k1 = 0
alebo l1 = 0, �o je spor.

1.3. Polia Zp

V tomto kr tkom paragrafe si uk �eme pr¡klady pol¡, ktor�ch charakteristika nie je1.
Z toho d�vodu sa tieto polia v�razne odli¨uj£ od na¨ich d�verne zn mych �¡seln�ch
pol¡. Presnej¨ie, pre ka�d� prvo�¡slo p zostroj¡me ist� kone�n� pole Zp, ktor� m  p
prvkov a charakteristiku p. Na druhej strane, spom¡nan� �¡seln� polia (ako v�bec
v¨etky polia nekone�nej charakteristiky) s£ nekone�n�. Poznamenajme, �e pre ka�d�
prvo�¡slo p a kladn� cel� �¡slo k existuje pk-prvkov� pole s charakteristikou p ako
aj nekone�n� polia charakteristiky p. Ich kon¨trukcia v¨ak presahuje r mec n ¨ho
£vodn�ho kurzu.

Pre potreby matematickej anal�zy, teda aj z h�adiska fyzik lnych aplik ci¡, s£ naj-
d�le�itej¨¡mi po�ami R a C . Kone�n� polia v¨ak v s£�asnosti zohr vaj£ d�le�it£ £lohu
napr. v k¢dovan¡ a kryptogra�i.

Pre ka�d� kladn� cel� �¡slo n ozna�me

Zn = fk 2 N; k < ng = f0; 1; : : : ; n� 1g:

Mno�inu Zn zo zrejm�ch d�vodov (pozri cvi�enie 0.12) naz�vame mno�inou zvy¨-
kov�ch tried modulo n. Na tejto mno�ine teraz zavedieme dve bin rne oper cie {
s�¡tanie � a n sobenie � (toto trochu �a�kop dne ozna�enie budeme pou�¡va� len
v tomto paragrafe, nesk�r sa vr time k obvykl�m + a � ; v de�n¡cii v¨ak treba odl¡¨i�
s�¡tanie a n sobenie v Zn od pr¡slu¨n�ch oper ci¡ v Z). Pre a; b 2Zn kladieme

a � b = zvy¨ok po delen¡ (a + b) : n;

a � b = zvy¨ok po delen¡ (ab) : n:

�itate�ovi prenech vame na overenie (pr¡padne na uverenie), �e � a � s£ asociat¡vne a
komutat¡vne oper cie na Zn a n sobenie je distribut¡vne vzh�adom na s�¡tanie. �alej
0 je neutr lny prvok s�¡tania a, pre n > 1, je 1 neutr lny prvok n sobenia. Navy¨e
	a = n� a je opa�n� prvok k a 2Znr f0g; pre a = 0 je samozrejme 	0 = 0.

1.3.1. Veta. Mno�inaZn s oper ciami � a � je pole pr ve vtedy, ke� n je prvo�¡slo.

D�kaz. Zrejme n je najmen¨ie kladn� cel� �¡slo tak�, �e

n1 = 1� : : :� 1| {z }
n-kr t

= 0:

Preto, ak Zn je pole, tak charZn = n, a pod�a 1.2.2 je n prvo�¡slo.
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Dok �eme, �e Zp je pole pre ka�d� prvo�¡slo p. Najprv over¡me, �e v Zp plat¡ z kon
o kr ten¡

(a� b = a� c & a 6= 0) ) b = c:

Rovnos� a � b = a � c znamen , �e �¡slo ab � ac = a(b � c) je delite�n� �¡slom p.
Ke��e p je prvo�¡slo, mus¡ by� aspo¤ jedno z �¡sel a, b� c delite�n� �¡slom p. Nako�ko
0 < a < p, mo�e to by� len b� c. Pre b; c 2Zp to v¨ak znamen  b = c.

Zost va overi� existenciu inverzn�ho prvku ku ka�d�mu 0 6= a 2 Zp. Uva�ujme
postupnos� mocn¡n a1 = a, a2 = a � a, a3 = a � a � a; : : : , at�. Ke��e a 6= 0,
z dok zan�ho kr tenia vypl�va, �e v¨etky jej �leny s£ nenulov�. Preto�e mno�inaZp je
kone�n , nem��u by� v¨etky �leny uvedenej postupnosti r�zne. Musia preto existova�
kladn� cel� �¡sla k, l tak�, �e ak = ak+l = ak�al. Potom plat¡ ak�al = ak�1, z �oho
kr ten¡m dost vame al = 1. Ke��e al = a� al�1, je a�1 = al�1 inverzn� prvok k a.

Multiplikat¡vne tabu�ky s�¡tania a n sobenia v poli Z5 sme si ako pr¡klady bin r-
nych oper ci¡ uviedli v paragrafe 0.4.

1.4. Vektory v rovine a v trojrozmernom priestore

Vektory v rovine �i v priestore si predstavujeme ako orientovan� £se�ky, t. j. £se�ky,
ktor�ch jeden krajn� bod pova�ujeme za po�iato�n� a druh� za koncov� { ten je
ozna�en� ¨¡pkou. Pritom dve rovnako dlh�, rovnobe�n� a s£hlasne orientovan� £se�ky
predstavuj£ ten ist� vektor { hovor¡me, �e s£ umiestneniami toho ist�ho vektora.
Ak si teda zvol¡me nejak� pevn� bod O, tak v¨etky vektory v rovine �i priestore
m��eme jednozna�ne reprezentova� ako orientovan� £se�ky

�!
OA s po�iatkom v O,

pri�om ich koncom m��e by� �ubovo�n� bod A roviny �i priestoru, bod O nevyn¡maj£c
{ orientovan  £se�ka

�!
OO toti� predstavuje tzv. nulov� vektor.

Vektory v rovine i v priestore mo�no s�¡ta� pomocou tzv. vektorov�ho rovnobe�n¡ka.
S£�et vektorov u =

�!
OA, v =

�!
OB je potom zn zornen� orientovanou uhloprie�kou

u+ v =
�!
OC rovnobe�n¡ka, ktor�ho dve pri�ahl� strany tvoria £se�ky OA, OB.

u

v
u+ v

O A

B C

Obr. 1.1. Vektorov� rovnobe�n¡k

Vektory mo�no taktie� n sobi� �ubovo�n�mi skal rmi, t. j. re lnymi �¡slami: ak
c 2 R a v je vektor, tak cv je vektor, t. j. orientovan  £se�ka s po�iatkom v O, ktorej
d��ka je jcj-n sobkom dl�ky £se�ky v, le�¡ na tej istej priamke ako v a je orientovan 
s£hlasne s v, ak c > 0, resp. nes£hlasne s v, ak c < 0, (ak c = 0 alebo v je nulov�



6 PAVOL ZLATO�: LINE�RNA ALGEBRA A GEOMETRIA

vektor, tak, samozrejme, aj cv je nulov� vektor, tak�e nez le�¡ na jeho smere ani
orient cii).

Ak si okrem po�iatku O zvol¡me v rovine �i priestore e¨te dve resp. tri s£radn� osi,
t. j. navz jom kolm� priamky prech dzaj£ce po�iatkom, a na ka�dej z nich jeden bod
v rovnakej jednotkovej vzdialenosti od po�iatku, dostaneme pravouhl� s£radnicov�
syst�m v rovine �i v priestore. Ka�d� bod roviny �i priestoru je potom jednozna�ne
ur�en� usporiadanou dvojicou, resp. trojicou svojich s£radn¡c a tie� naopak, ka�d 
dvojica resp. trojica s£radn¡c jednozna�ne ur�uje nejak� bod roviny �i priestoru. Tak-
tie� ka�d� vektor v rovine �i v priestore je potom jednozna�ne ur�en� s£radnicami
svojho koncov�ho bodu a tie� naopak �ubovo�n  usporiadan  dvojica resp. trojica
s£radn¡c jednozna�ne ur�uje nejak� vektor v rovine �i priestore. Pri pevnom s£radni-
covom syst�me tak mo�no mno�inu v¨etk�ch vektorov v rovine stoto�ni� s mno�inou
R2 a mno�inu v¨etk�ch vektorov v priestore s mno�inou R3.

Ak (pri takomto stoto�nen¡) u = (u1; u2) 2 R2, v = (v1; v2) 2 R2 s£ dva vek-
tory v rovine, tak �ahko nahliadneme, �e pre ich s£�et u + v, dan� vektorov�m
rovnobe�n¡kom, plat¡

u+ v = (u1; u2) + (v1; v2) = (u1 + v1; u2 + v2):

Ak c 2 R, tak pre skal rny n sobok cu dost vame

cu = c(u1; u2) = (cu1; cu2):

Podobne mo�no reprezentova� aj oper cie s£�tu a skal rneho n sobku vektorov v prie-
store pr¡slu¨n�mi oper ciami na mno�ine R3 v¨etk�ch usporiadan�ch troj¡c re lnych
�¡sel.

E¨te si v¨imnime, �e predpoklady kolmosti s£radn�ch os¡ a rovnosti jednotkov�ch
d��ok v jednotliv�ch smeroch nehrali v na¨ich £vah ch nijak£ £lohu. Sta�¡, aby sys-
t�m s£radn�ch os¡ tvorili dve r�znobe�n� priamky (v rovine) resp. tri nekomplan rne
priamky (v priestore) pret¡naj£ce sa v po�iatku O. Za jednotkov� d��ky v smeroch
jednotliv�ch s£radn�ch os¡ mo�no zvoli� d��ky �ubovo�n�ch (nie nevyhnutne rovnako
dlh�ch) £se�iek.

Oper cie s£�tu vektorov a n sobenia vektora skal rom maj£ rad vlastnost¡, ktor�
nie s£ viazan� len na ich ¨peci�ck£ geometrick£ reprezent ciu v rovine �i priestore.
Napr¡klad, prostredn¡ctvom s£radnicovej reprezent cie vektorov by sme ich mohli
priamo�iaro zov¨eobecni� na usporiadan� n-tice skal rov z �ubovo�n�ho po�a K pre
ak�ko�vek n 2 N. T�m by sme dostali ak�si "n-rozmern� vektorov� priestory nad po�om
K\. V duchu algebry teraz zade�nujeme abstraktn� pojem vektorov�ho priestoru nad
dan�m po�om, pri�om budeme abstrahova� od ak�chko�vek s£radn¡c aj "dimenzie\.
Podstatn� bud£ pre n s len algebraick� vlastnosti oper ci¡ s£�tu vektorov a skal rneho
n sobku vektora. K spom¡nan�m pr¡kladom sa v¨ak budeme s£stavne vraca�.

1.5. Vektorov� priestory

Nech K je pole. Vektorov�m alebo tie� line rnym priestorom nad po�om K naz�-
vame mno�inu V s v�zna�n�m prvkom 0 a dvomi bin rnymi oper ciami { s�¡tan¡m
+ : V � V ! V a n soben¡m � : K � V ! V { tak�mi, �e plat¡
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(8x;y;z 2 V )(x+ (y + z) = (x + y) + z));
(8x;y 2 V )(x + y = y + x);
(8x 2 V )(x+ 0 = x);

(8x 2 V )(9y 2 V )(x+ y = 0);
(8 a; b 2 K)(8x 2 V )(a � (b � x) = (ab) � x);
(8x 2 V )(1 � x = x);
(8 a 2 K)(8x;y 2 V )(a � (x+ y) = (a � x) + (a � y));

(8 a; b 2 K)(8x 2 V )((a + b) � x = (a � x) + (b � x)):

Ako si �itate� asi v¨imol, skal ry zna�¡me "oby�ajn�mi\ mal�mi latinsk�mi p¡sme-
nami a vektory tu�n�mi mal�mi latinsk�mi p¡smenami. Tejto implicitnej dohody sa
budeme v��¨inou dr�a�, nie v¨ak za ka�d£ cenu. Kedyko�vek by n s obmedzovala,
nebudeme v ha� ju poru¨i�.

I ke� s�¡tanie skal rov v poli a s�¡tanie vektorov zna�¡me rovnak�m znakom +,
ide o r�zne oper cie. Podobne n sobenie v poli a n sobenie vektora skal rom s£
r�zne oper cie, hoci obe zna�¡me � . Nesk�r tento pr¡stup dovedieme e¨te �alej, ke�
budeme rovnako zna�i� pr¡slu¨n� oper cie a nuly v r�znych vektorov�ch priestoroch.
Rozli¨ovanie znakov pre nulu 0 2 K a 0 2 V , hoci tieto prvky plnia rovnak£ funkciu
v K resp. vo V , je tak trochu proti duchu tohto pr¡stupu. Ide vlastne o zbyto�n�
luxus, ktor� je v¨ak v zhode s prijatou dohodou o zna�en¡ skal rov a vektorov.

Z form lneho h�adiska pripom¡naj£ axi¢my vektorov�ho priestoru axi¢my po�a:
s�¡tanie vektorov je op�� asociat¡vna a komutat¡vna bin rna oper cia na V s neu-
tr lnym prvkom 0 2 V , oper cia n sobenia vektora skal rom tie� sp�¤a ak£si pod-
mienku "asociat¡vnosti\, 1 2 K je jej "neutr lnym prvkom\ a platia dva "distribut¡vnez kony\. Je tu v¨ak jeden podstatn� rozdiel { k�m n sobenie v poli K je bin rnou
oper ciou na mno�ine K, t. j. zobrazen¡m � : K �K ! K, n sobenie vo vektorovom
priestore V nad po�om K nie je bin rnou oper ciou na V , ale bin rnou oper ciou
� : K�V ! V . To n m v¨ak nebr ni zavies� obdobn� dohody ako pre oper cie v poli:
i teraz bude ma� n sobenie prednos� pre s�¡tan¡m a znak n sobenia budeme v��¨inou
vynech va�, t. j. p¡sa� napr. ax + y miesto (a � x) + y. Takisto budeme vynech va�
z tvorky, ktor�ch umiestnenie neovplyvn¡ v�sledn£ hodnotu v�razov ako napr. v abx
alebo a1x1 + : : :+ anxn. Posledn� v�raz budeme tie� zna�i�

nX
i=1

aixi

a naz�va� line rnou kombin ciou vektorov x1; : : : ;xn s koe�cientmi a1; : : : ; an. �pe-
ci lne pre n = 1 to znamen 

P1
i=1 aixi = a1x1; kv�li £plnosti pre n = 0 e¨te kladieme

pr zdnu line rnu kombin ciu
P0

i=1 aixi rovn£ 0.
Podobne ako v pr¡pade pol¡, mo�no z axi¢m vektorov�ch priestorov odvodi� nie-

ktor� z kladne pravidl  pre po�¡tanie so skal rmi a vektormi. Predov¨etk�m prvok
y 2 V tak�, �e x + y = 0, je k dan�mu x 2 V ur�en� jednozna�ne { zna�¡me ho
�x a naz�vame opa�n� vektor k x. Namiesto x+ (�y) op�� p¡¨eme len x� y. Tieto
pravidl  zhrnieme v nasleduj£cej anal¢gii tvrdenia 1.3.1.
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1.5.1. Tvrdenie. Nech V je vektorov� priestor nad po�om K. Potom pre �ubovo�n�
n 2 N, a; b; a1; : : : ; an 2 K a x;y;z;x1; : : : ;xn 2 V plat¡
(a) x+ y = x+ z ) y = z,
(b) (ax = ay & a 6= 0) ) x = y, (ax = bx & x 6= 0) ) a = b,
(c) a0 = 0 = 0x,
(d) ax = 0 ) (a = 0 _ x = 0),
(e) �x = (�1)x,
(f) a(x� y) = ax� ay, (a � b)x = ax � bx,
(g) a(x1 + : : :+ xn) = ax1 + : : : + axn, (a1 + : : : + an)x = a1x+ : : :+ anx.

D�kaz. V¨etky podmienky, s v�nimkou druhej implik cie v (b), mo�no dok za� celkom
analogicky ako pr¡slu¨n� �asti tvrdenia 1.3.1. Dok �eme aj t£to. Nech ax = bx a
x 6= 0. Potom (a�b)x = ax�bx = 0. Pod�a (d) z toho vypl�va a�b = 0, teda a = b.

Pr ve de�novan� vektorov� priestory by sme presnej¨ie mohli nazva� "�av�mi\ vek-
torov�mi priestormi, lebo v oper cii skal rneho n sobku p¡¨eme skal r v�avo od vek-
tora. Celkom obdobne by smemohli de�nova� aj "prav�\ vektorov� priestory, v ktor�chby sme oper ciu skal rneho n sobku ch pali ako zobrazenie V �K ! V a zapisovali
ju v tvare x � a alebo len xa pre x 2 V , a 2 K. V�aka komutat¡vnosti n sobenia
v poli K si v¨ak m��eme dovoli� ch pa� na¨e "�av�\ vektorov� priestory z rove¤ ako

"prav�\. Pre v¨etky a 2 K, x 2 V jednoducho polo�¡me xa = ax. Jedin� probl�m {
zabezpe�i� pre v¨etky a; b 2 K, x 2 V rovnos� (ab)x = (ba)x, ktor  z takejto de�n¡cie
vypl�va v�po�tom

(ab)x = a(bx) = a(xb) = (xb)a = x(ba) = (ba)x;

{ je vyrie¨en� pr ve v d�sledku komutat¡vnosti n sobenia v K. Teda, ak sa n m
v oper cii skal rneho n sobku vyskytne skal r vpravo od vektora, nemus¡ n s to
vyvies� z miery { k�udne ho m��eme prehodi� v�avo a ani o z tvorky sa nemus¡me
pr¡li¨ stara�.

1.6. Pr¡klady vektorov�ch priestorov

1.6.1. Roz¨¡renia pol¡. Zrejme ka�d� pole mo�noK pova�ova� za vektorov� priestor
nad sebou sam�m.V¨eobecnej¨ie, ak pole L je roz¨¡ren¡m po�aK, tak Lmo�no pova�o-
va� za vektorov� priestor nad po�om K (form lne sta�¡ "zabudn£�\ n sobenie niek-
tor�ch dvoj¡c prvkov a; b 2 L a s£�in ab pripusti� len pre a 2 K, b 2 L). Podobn�m
sp�sobom mo�no vektorov� priestor V nad po�om L z£�en¡m n sobenia L � V ! V
na n sobenie K � V ! V prerobi� na vektorov� priestor nad po�om K.

1.6.2. n-rozmern� riadkov� a st�pcov� vektory nad dan�m po�om. Pre �ubo-
vo�n� pole K a n 2 N mno�ina

Kn = f(x1; : : : ; xn); x1; : : : ; xn 2 Kg

v¨etk�ch usporiadan�ch n-t¡c prvkov z K spolu s oper ciami

x+ y = (x1; : : : ; xn) + (y1; : : : ; yn) = (x1 + y1; : : : ; xn + yn);

cx = c(x1; : : : ; xn) = (cx1; : : : ; cxn);
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kde x = (x1; : : : ; xn) 2 Kn, y = (y1; : : : ; yn) 2 Kn a c 2 K, tvor¡ vektorov� priestor
nad po�om K. Zrejme usporiadan  n-tica 0n = (0; : : : ; 0) hr  £lohu nuly v Kn. Ak
bude potrebn� rozl¡¨i� nulov� vektory v priestoroch Kn pre r�zne prirodzen� �¡sla n,
budeme pre nulu v Kn pou�¡va� ozna�enie 0n. Opa�n� prvok k x = (x1; : : : ; xn) 2 Kn

je zrejme
�x = �(x1; : : : ; xn) = (�x1; : : : ;�xn)

Hovor¡me, �e oper cie na Kn s£ de�novan� po zlo�k ch. Prvky tohto vektorov�ho
priestoru naz�vame n-rozmern� riadkov� vektory nad po�om K. Kv�li £plnosti e¨te
poznamenajme, �e vektorov� priestor K0 pozost va z jedin�ho prvku ;, predstavu-
j£ceho "usporiadan£ nulaticu\, ktor  tak je nevyhnutne nulou v K0.

Niekedy je (a v��¨inou i bude) v�hodnej¨ie pracova� s n-rozmern�mi st�pcov�mi
vektormi nad po�om K, t. j. s vektormi tvaru

x =

0
@
x1
...
xn

1
A ;

kde x1; : : : ; xn 2 K. �itate� si iste s m dopln¡ de�n¡cie pr¡slu¨n�ch oper ci¡ (op�� po
zlo�k ch) a dal¨ie podrobnosti. Pokia� nebude hrozi� nedorozumenie, budeme i tento
priestor ozna�ova� Kn, pr¡padne len slovne nazna�¡me, �i t�m m me na mysli priestor
n-rozmern�ch riadkov�ch alebo st�pcov�ch vektorov. V s£lade s t�m 0n alebo len 0
m��e ozna�ova� aj nulov� vektor-st�pec.

1.6.3. Polyn¢my nad dan�m po�om. Pod polyn¢mom alebo tie� mnoho�lenom
f(x) stup¤a n, kde �1 � n 2 Z, v premennej x nad po�om K rozumieme form lny
v�raz tvaru

f(x) = a0 + a1x + : : :+ an�1x
n�1 + anx

n =
nX
i=0

aix
i;

kde a0; a1; : : : ; an�1; an 2 s£ skal ry, naz�van� koe�cienty polyn¢mu f , a an 6= 0; nulu
0 2 K pova�ujeme za polyn¢m stup¤a �1 a nenulov� skal ry a 2 K za polyn¢my
stup¤a 0. Zrejme ka�d� polyn¢m f(x) de�nuje (rovnako zna�en£) funkciu f : K ! K
dan£ predpisom c 7! f(c), t. j. dosaden¡m konkr�tnych hodn�t c 2 K za premenn£
x do polyn¢mu f(x). Mno�inu v¨etk�ch polyn¢mov v premennej x nad K stup¤a
nanajv�¨ n, kde �1 � n 2 Z, budeme zna�i� K(n)[x]; mno�inu v¨etk�ch polyn¢mov
v premennej x nad K zna�¡me K[x]. �ubovo�n� polyn¢m g(x) =

Pm

i=0 bix
i 2 K[x]

stup¤a m < n m��eme tie� p¡sa� v tvare

g(x) = b0 + b1x+ : : :+ bmx
m + 0xm+1 + : : :+ 0xn;

t. j. v tvare g(x) =
Pn

i=0 bix
i, kde bi = 0 pre m < i � n. S pou�it¡m tejto konvencie

mo�no de�nova� s£�et f(x) + g(x) polyn¢mov f(x) =
Pn

i=0 aix
i, g(x) =

Pm

i=0 bix
i

z K[x] predpisom

(f + g)(x) = f(x) + g(x) =
max(m;n)X

i=0

(ai + bi)xi:
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Ak navy¨e c 2 K, kladieme

(cf)(x) = cf(x)
nX
i=0

caix
i:

�ahko mo�no nahliadnu�, �e s takto po zlo�k ch de�novan�mi oper ciami s£�tu a
skal rneho n sobku tvor¡ ka�d  z mno�¡n polyn¢mov K(n)[x], kde �1 � n 2Z, ako i
mno�ina v¨etk�ch polyn¢mov K[x] vektorov� priestor nad po�om K. �trukt£rou vek-
torov�ho priestoru sa v¨ak algebra polyn¢mov nevy�erp va. Popri s£�te a skal rnom
n sobku mo�no na K[x] de�nova� aj s£�in f(x) g(x) uveden�ch polyn¢mov f(x), g(x)
predpisom

(fg)(x) = f(x) g(x) =
m+nX
k=0

ckx
k;

kde ck =
Pk

i=0 aibk�i.

1.6.4. Priame s£�iny vektorov�ch priestorov. Nech V1 a V2 s£ vektorov� prie-
story nad t�m ist�m po�om K. Priamym s£�inom (niekedy tie� vonkaj¨¡m priamym
s£�tom) priestorov V1, V2 naz�vame mno�inu V1�V2, t. j. kartezi nsky s£�in mno�¡n
V1, V2, s oper ciami s£�tu vektorov a skal rneho n sobku de�novan�mi po zlo�k ch.
Teda pre (u1;u2); (v1;v2) 2 V1 � V2, c 2 K kladieme

(u1;u2) + (v1;v2) = (u1 + v1;u2 + v2);
c(u1;u2) = (cu1; cu2):

Zrejme (0;0) je nulou tohto vektorov�ho priestoru a �(u1;u2) = (�u1;�u2) je
opa�n� prvok k (u1;u2). �itate�ovi prenech vame, aby si overil, �e priamy s£�in
V1 � V2 s takto de�novan�mi oper ciami naozaj tvor¡ vektorov� priestor nad po�om
K, a taktie�, aby si premyslel, ako mo�no uveden£ kon¨trukciu zov¨eobecni� na priamy
s£�in V1 � : : : � Vn �ubovo�n�ho kone�n�ho po�tu vektorov�ch priestorov V1; : : : ; Vn
nad K. Ak V = V1 = : : : = Vn, tak p¡¨eme V1 � : : : � Vn = V n a tento vek-
torov� priestor naz�vame n-tou priamou mocninou priestoru V . Pre V = K uveden 
kon¨trukcia d va n m u� zn my vektorov� priestor Kn z 1.5.2.

1.6.5. Vektorov� priestory funkci¡. Nech V je vektorov� priestor nad po�om K
a X je �ubovo�n  mno�ina. Pripome¤me, �e V X ozna�uje mno�inu v¨etk�ch funkci¡
f : X ! V . Teraz uk �eme, ako mo�no z tejto mno�iny urobi� vektorov� priestor nad
po�om K. Oper cie s£�tu a skal rneho n sobku budeme de�nova� op�� po zlo�k ch.
To znamen , �e pre f; g 2 V X a c 2 K budeme de�nova� funkcie f + g 2 V X a
cf 2 V X tak, �e pre ka�d� x 2 X polo�¡me

(f + g)(x) = f(x) + g(x);
(cf)(x) = cf(x):

Znovu mo�no �ahko nahliadnu�, �e V X s takto de�novan�mi oper ciami tvor¡ vek-
torov� priestor nad po�om K { naz�vame ho vektorov�m priestorom v¨etk�ch funkci¡
z X do V . Nulou vo V X je funkcia 0 : X ! V identicky rovn  prvku 0 2 V ; opa�n�m
prvkom k funkcii f 2 V X je funkcia �f 2 V X dan  predpisom x 7! �f(x) pre x 2 X.
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V ¨peci lnom pr¡pade pre V = K takto dostaneme vektorov� priestorKX v¨etk�ch
funkci¡ z mno�inyX do po�aK. Ak K je pole v¨etk�ch re lnych pr¡padne komplexn�ch
�¡sel a X je napr. nejak� uzavret� interval ha; bi re lnych �¡sel, tak dost vame vek-
torov� priestory funkci¡ Rha;bi resp. C ha;bi, ktor� sa hojne vyskytuj£ v matematickej
anal�ze.

Cvi�enia

Cvi�enia 1{4 s£ opakovan¡m z kladn�ch poznatkov o komplexn�ch �¡slach.

1. Vypo�¡tajte:

(a) (5 + 3i) + (7 � i), (b) (11 � 10i) � (8 � 5i),

(c) (�2 + 5i) � (3 + 2i), (d) (4 � i) � (2 + 9i),

(e) (12 + 5i)�1, (f) (7 + i)=(3 � 4i).

2. (a) Pre komplexn� �¡slo x = a + bi, kde a; b 2 R, naz�vame a = Rex, b = Imx jeho re lnou

resp. imagin rnou �as�ou. Teda Rex aj Imx s£ re lne �¡sla. Dok �te vzorce:

Re(x + y) = Rex+Re y; Re(xy) = RexRe y � Imx Im y;

Im(x + y) = Imx + Imy; Im(xy) = Rex Im y + ImxRe y:

(b) Ak si v (re lnej) rovine zvol¡me pravouhl� s£radnicov� syst�m, m��eme ka�d� komplexn�
�¡slo x = a + bi reprezentova� bodom �i vektorom so s£radnicami (a; b). Ak prostredn¡ctvom
bijekcie x 7! (Rex; Imx) stoto�n¡me ka�d� komplexn� �¡slo s jeho obrazom a mno�inu C s rovi-
nou (mno�inou R2), hovor¡me o tzv. Gaussovej rovine. Zn zornite �¡sla zo zadan¡ aj v�sledkov
cvi�enia 1 v Gaussovej rovine.

3. Absol£tna hodnota komplexn�ho �¡sla x = a+bi, kde a; b 2 R, je de�novan  ako jxj = p
a2 + b2,

t. j. ako vzdialenos� bodu x od po�iatku v Gaussovej rovine. Komplexne zdru�en� �¡slo k �¡slu
x je x = a � bi, t. j. �¡slo s£merne zdru�en� s x pod�a re lnej osi.
(a) N jdite absol£tne hodnoty jednotliv�ch �¡sel zo zadan¡ aj v�sledkov v cvi�en¡ 1.
(b) Dok �te nasleduj£ce vz�ahy:

Rex = Rex; Imx = � Imx;

x = x; xy�1 = (xy)=jyj2; (y 6= 0);

x + y = x+ y; xy = xy;

jxj = jxj; jxj2 = xx;

jxyj = jxj jyj ; jx+ yj � jxj+ jyj:
(c) V poslednom vz�ahu nastane rovnos� pr ve vtedy, ke� existuje nez porn� �¡slo c 2 R tak�,
�e x = cy alebo y = cx. Dok �te.

4. Ka�d� komplexn� �¡slo x mo�no vyjadri� v tzv. goniometrickom tvare x = r(cos� + i sin�),
kde r = jxj a � je uhol, ktor� (pre x 6= 0) zviera v Gaussovej rovine "vektor\

�!
01 s "vektorom\�!

0x (pre x = 0 vyhovuje �ubovo�n� � 2 R).
(a) Pre x 6= 0 vyjadrite cos� a sin� pomocou Rex, Imx a jxj. Dok �te, �e � je ur�en�
jednozna�ne a� na s�¡tanec 2k�, kde k 2Z.
(b) Pre x = r(cos� + i sin�), y = s(cos� + i sin�) plat¡ xy = rs(cos(� + �) + i sin(� + �)).
Dok �te.
(c) Matematickou indukciou dok �te tzv. Moivreovu vetu: (cos�+ i sin�)n = cosn�+ i sinn�,
pre ka�d� n 2 N. Roz¨¡rte jej platnos� na v¨etky n 2Z.
(d) Vyjadrite v¨etky �¡sla zo zadan¡ aj v�sledkov v cvi�en¡ 1 v goniometrickom tvare.
(e) Pomocou Moivreovej vety vypo�¡tajte (

p
3 + i)11, (1 � i)�7.

(f) Na z klade Moivreovej vety nap¡¨te vzorec pre v¨etk�ch n rie¨en¡ binomickej rovnice xn = c,
kde c 2 C . (N vod : Rie¨te najprv pr¡pad jcj = 1.)
(g) N jdite v¨etky rie¨enia binomick�ch rovn¡c x3 = (

p
3� i)=2, y4 = 1 + i a z5 = �4 + 3i.

5. Podrobne dok �te vz�ahy uveden� za d�kazom tvrdenia 1.2.1. Kde treba, pou�ite matematick£
indukciu.
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5. V ka�dom z nasleduj£cich pr¡padov rozhodnite, �i mno�ina A je podpo�om po�a K. Svoje
rozhodnutie zd�vodnite.

(a) K = Q, A =Z; (b) K = R, A = Q
�p

2
�
= fa + b

p
2; a; b 2 Qg;

(c) K = R, A = h�1; 1i; (d) K = C , A =Z[ i ] = fa + bi; a; b 2Zg;
(e) K =Z11, A =Z5; (f) K = C , A = Q[!] = fa + b! + c!2; a; b; c 2 Qg,

kde ! = (�1 + i
p
3)=2.

6. Zostrojte multiplikat¡vne tabu�ky s�¡tania a n sobenia v Zn pre 2 � n � 6. Na ich z klade
zd�vodnite, pre�oZ4 a Z6 nie s£ polia.

7. Vynechajme z de�n¡cie po�a podmienku 0 6= 1 a podmienku po�aduj£cu existenciu inverzn�ho
prvku vzh�adom na n sobenie ku ka�d�mu nenulov�mu prvku a 2 K. Mno�ina K s v�zna�n�mi
prvkami 0; 1 2 K, vybaven  bin rnymi oper ciami s£�tu a s£�inu, sp�¤aj£cimi zvy¨n� pod-
mienky sa naz�va komutat¡vny okruh s jednotkou.1 Komutat¡vny okruh s jednotkou sa naz�va
netrivi lny, ak v ¤om predsa len plat¡ 0 6= 1. Dok �te postupne nasleduj£ce tvrdenia:
(a) Zs obvykl�mi oper ciami s£�tu a s£�inu je netrivi lny komutat¡vny okruh s jednotkou.
(b) Pre ka�d� n 2 N, n 6= 0, je Zn so s�¡tan¡m a n soben¡m modulo n komutat¡vny okruh
s jednotkou. Tento okruh je netrivi lny pr ve vtedy, ke� n � 2.
(c) Komutat¡vny okruh s jednotkou je netrivi lny pr ve vtedy, ke� obsahuje aspo¤ dva r�zne
prvky.

8. (a) V �ubovo�nom komutat¡vnom okruhu s jednotkou K zade�nujte v�razy tvaru na pre �ubo-
vo�n� n 2Z, a 2 K rovnako ako v poli. Taktie� zade�nujte v�razy tvaru an pre n 2 N, a 2 K.
Dok �te pre ne analogick� tvrdenia, ako platia v poli. �o je prek �kou de�n¡cie an pre v¨etky
n 2Z?
(b) Zade�nujte charakteristiku �ubovo�n�ho komutat¡vneho okruhu s jednotkou rovnak�m sp�-
sobom ako v pr¡pade po�a.
(c) Dok �te, �e pre komutat¡vny okruh s jednotkou K plat¡ charK = 1 pr ve vtedy, ke� K je
trivi lny.
(d) Pre ka�d� n 2 N, n 6= 0, plat¡ charZn = n.
(e) Pre ka�d� prvo�¡slo p zostrojte pr¡klad komutat¡vneho okruhu s jednotkou, ktor� m  charak-
teristiku p, no nie je po�om. (N vod : Pozri cvi�enie 12.)

9. (a) Matematickou indukciou dok �te platnos� binomickej vety v �ubovo�nom komutat¡vnom

okruhu s jednotkou K (teda aj v �ubovo�nom poli). To znamen , �e pre v¨etky n 2 N, a; b 2 K
plat¡

(a + b)n = an +
�
n

1

�
an�1b + : : :+

�
n

n�1

�
abn�1 + bn =

Pn
k=0

�
n

k

�
an�kbk:

(b) Predpokladajme, �e charakteristikou komutat¡vneho okruhu s jednotkou K je prvo�¡slo p.
Nech m 2Zje n sobkom p. Dok �te, �e pre ka�d� c 2 K plat¡ mc = 0.
(c) Na z klade (a) a (b) dok �te, �e v komutat¡vnom okruhu s jednotkou prvo�¡selnej charak-
teristiky p plat¡ pre exponent n = p nasleduj£ci "popul rny\ variant binomickej vety:

(a + b)p = ap + bp:

10. Dopl¤te vynechan� �asti d�kazu tvrdenia 1.5.1.
11. V ka�dom z pr¡kladov 1.6.1{5 podrobne overte, �e uveden  mno�ina s pr¡slu¨n�mi oper ciami

tvor¡ vektorov� priestor.
12. Rovnako ako v pr¡klade 1.6.3 zade�nujte pre �ubovo�n� komutat¡vny okruh s jednotkou K

mno�inu K[x] v¨etk�ch polyn¢mov v premennej x s koe�cientmi z K a na nej oper cie s£�tu
a s£�inu. Dok �te, �e K[x] s takto de�novan�mi oper ciami je op�� komutat¡vny okruh s jed-
notkou a plat¡ charK[x] = charK.

13. Na mno�ine R+ v¨etk�ch kladn�ch re lnych �¡sel de�nujme nov� "s�¡tanie\ � ako n sobenie,
t. j. x � y = xy. �alej de�nujme nov£ oper ciu "skal rneho n sobku\ � : R� R+ ! R+ ako
umoc¤ovanie, t. j. predpisom a�x = xa. Dok �te, �e mno�inaR+ s uveden�mi oper ciami tvor¡
vektorov� priestor nad po�om R. �o je nulov� vektor 0 2 R+? Ako vyzer  opa�n� vektor 	x
k vektoru x 2 R+? Vyjadrite pomocou p�vodn�ch oper ci¡ n sobenia a umoc¤ovania line rnu
kombin ciu (a1 � x1) � : : :� (an � xn), kde a1 ; : : : ; an 2 R, x1; : : : ; xn 2 R+.

1Ob�as sa v literat£re tak to ¨trukt£ra naz�va len komutat¡vny okruh.


