0. ZAKLADNE POJMY Z LOGIKY A TEORIE MNOZIN

V tejto kapitole zavedieme niektoré zakladné logické a mnozinové pojmy a dohodneme
sa na standardnej symbolike, ktortt budeme dalej pouzivat. Nebudeme viak systema-
ticky budovat axiomatick teoriu mnozin, prave naopak, s mnozinami budeme narabat
skor intutivne. éitatel’, ktory zakladné mnozinové pojmy ovlada, moze tuto kapitolu
vynechat, pripadne ju len letmo prelistovat, aby sa oboznamil s nasou terminologiou
a symbolikou.

0.1. Logické spojky a kvantifikatory

Kvoli prehladnosti budeme niektoré matematické tvrdenia zapisovat v symbolicke]
podobe ako matematickeé formuly. S prikladmi réznych formul sa este stretneme.
V tejto chvili sa zameriame len na sposob, ako mozno z danych tvrdeni ¢ formul
tvorit nové pomocou logickiych spojok a kvantifikatorov.

Nech P, () st lubovolné tvrdenia.

(a) Tvrdenie, ktoré je pravdivé prave vtedy, ked tvrdenie P je nepravdivé, nazyvame
negaciou tvrdenia P, zna¢ime ho =P a ¢itame ho ,nie P“, pripadne ,non P*.

(b) Tvrdenie, ktoré je pravdivé prave vtedy, ked st pravdivé obe tvrdenia P, @,
nazyvame konjunkciou alebo logickym sicinom tvrdeni P, (), znaé¢ime ho P & Q)
a Citame P a zaroven Q*, kratko len ,P a ), pripadne ,P et ()“.

(¢) Tvrdenie, ktoré je pravdivé prave vtedy, ked je pravdivé aspon jedno z tvrdeni
P, (), nazyvame alternativou alebo disjunkciou & logickym suctom tvrdeni P,
Q). znacime ho P V (), a ¢itame ,, P alebo ()“, pripadne ,,P vel Q.

(d) Tvrdenie =P V @ skratene oznatujeme P = () a nazyvame ho implikiciou
tvrdeni P, (). Vyraz P = (@ ¢itame ,,ak P, tak Q“ alebo .z P vyplyva Q,
pripadne ,,P implikuje )“. Tvrdenie P nazyvame predpokladom a tvrdenie ()
zaverom implikacie P = (). Uvedomte si, ze implikacia P = () je nepravdiva
jedine v tom pripade, ak predpoklad P je pravdivy a zaver () je nepravdivy.

(e) Tvrdenie (P = Q) & (Q = P) skratene oznacujeme P < () a nazyvame
ho ekvivalenciou tvrdeni P, (). Vyraz P < (@ ¢itame ,, P prave vtedy, ked Q“,
pripadne P je ekvivalentné s ). Zrejme ekvivalencia P < () je pravdiva
vtedy a len vtedy, ked tvrdenia P, () st zaroven obe pravdivé alebo zaroven obe
nepravdivé.

Znaky —, &, V, =, & nazyvame logickymi spojkami. V literattre sa mozno tieZ stret-
niut s oznacenim P’, <P alebo ~P pre negaciu, P A Q pre konjunciu, P — @ alebo
P D @ pre implikaciu a P < () alebo P = () pre ekvivalenciu.

Okrem tvrdeni zapisujeme formulami aj vlastnosti objektov a vztahy medzi nimi.
Na tento cel pouZivame formuly s volnymi premenngmi. Oznalujeme ich P(x),
Q(z,y), R(x1,...,2,) a pod. Dosadenim konkrétnych objektov do formil namiesto
volnych premennych dostavame tvrdenia. Napriklad, ak Q(x,y) je formula s volnymi
premennymi x, y a a, b st nejaké objekty, tak Q(a,b) je tvrdenie, ktoré je pravdivé
prave vtedy, ked sa objekty a, b nachadzaji vo vztahu oznacenom formulou Q.
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Zrejme aj na formuly s volnymi premennymi mozno aplikovat logické spojky, ktoré
si pritom zachovaji svoj doterajsi vyznam. Popri logickych spojkach mozno z formul
tvorit nové formuly ¢i tvrdenia aj pomocou kvantifikatorov.

Nech P(z) je Iubovolna formula.

(a) Tvrdenie ,existuje x také, Zze P(x)“ skratene zapisujeme (JFz)P(x).

(b) Tvrdenie ,pre kazdé (pre vsetky) x plati P(x)* skratene zapisujeme (V 2 )P(x).
Znaky d resp. V st kvantifikdtory; 3 nazyvame ezistencny a V univerzalny alebo
tiez vSeobecny kvantifikator. Zrejme premennd x uz nie je vo formuléch (Va)P(x)
a (Ja)P(x) volna ale viazand; ak x je jedina volné premenna vo formule P(z), tak
(Va)P(x) a(Jx)P(x) st tvrdenia. Oba uvedené kvantifikitory st zviazané pravidlami
negacie kvantifikovanych formul:

=(d2)P(z) & (Va)-P(x),
~(Va)P(x) & (Ja)-P(x).

Pomocou existenéného a univerzalneho kvantifikdtora uz vieme vyjadrit 1 kvan-
tifikdtor jednoznacney existencie. Ak P(x) je nejakéd vlastnost, tak tvrdenie ,existuje
prave jedno x také, ze P(x)“, t.j. tvrdenie

(F2)(P(z) & (Vy)(Ply) = y = =),

skrétene zapisujeme v tvare (3Ilx)P(x). Toto tvrdenie je zrejme ekvivalentné s tvr-
denim

(Fx)Yy)(Ply) & y==x).

0.2. Mnoziny

Pod mnozinou rozumieme Iubovolné jednoznacne vymedzené zoskupenie nejakych
(¢asto i znacne roznorodych) objektov — prokov mnoziny — chapané ako jediny objekt.
pismenami.

Tvrdenie ,objekt x je prvkom mnoziny X, zapisujeme @ € X; hovorime tiez, ze x
patri do mnoziny X. Tvrdenie ,,objekt x nie je prvkom mnoziny X*“, t.j. x nepatri do
mnoziny X, zapisujeme = ¢ X.

MnozZina je jednoznacne zadana zoskupenim svojich prvkov. Preto dve mnozZiny,
nezavisle od sposobu ich zadania, povazujeme za totozné, ak maja tie isté prvky. Pre
Iubovolné mnoziny X, Y teda plati

X=Y & (Va)(eaeX & z€Y).

Tuato vlastnost mnozin nazyvame extenzionalitou.
Hovorime, ze mnozina X je podmnozinou mnoziny Y, oznacenie X C Y, ak kazdy
prvok mnoziny X patri aj do mnoziny Y, t.].

XCY & (Va)eeX = z€Y).

Vztah C nazyvame wvztahom inklizie Extenzionalitu mnozin teraz mozno skratene
vyjadrit v tvare konjunkcie dvoch inklazii

X=Y &« XCY &Y CX.
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Kvantifikicie uvedené v predchadzajicom paragrafe sa nazyvajia neohranicene,
lebo oblast posobnosti kvantifikatorov v nich nebola nijako ohrani¢end. V matematike
(i v beznom Zivote) sa vSak castejsie vyskytuju ohranicene kvantifikdcie, v ktorych je
oblast posobnosti prislusného kvantifikatora ohranicena nejakou mnozinou X. Ide o
kvantifikicie tvaru (2 € X), (Vo € X) a (Fle € X), ktoré éitame postupne ,existuje
x 7z mnoziny X, ,pre kazdé (pre vietky) a z mnoziny X, resp. ,existuje prave jedno
(jediné) @ z mnoziny X“. Tieto kvantifikdcie moZno vyjadrif pomocou neohranicenych
kvantifikicii nasledujicim sposobom: Ak P(x) je lubovolna vlastnost a X je mnoZina,
kladieme

(Jz € X)P(z) & (Ja)(xz € X & P(x)),
(Ve e X)P(z) & (Va)(x € X = P(x)),
(Fz € X)P(z) & (Fze X)(P(2) & (Vy € X)(P(y) = y=1)).

V poslednom pripade mozeme tiez pouzit vyjadrenie
(Alx e X)P(z) & (J2 € X)(Vy e X)(P(y) & y=x).

MnozZinu nazyvame konecnou, ak ju mozno zadat vymenovanim vsetkych jej prvkov.
Ak X je koneénd mnozina a xq, s, ..., %, su vsetky jej prvky, piseme

X ={ax1,29,...,2,}.

Z extenzionality potom vyplyva, ze nezalezi na poradi vymenovania prvkov mnoziny
X. Taktiez sa moze stat, ze X ma menej nez n prvkov — v takom pripade sa niektoré

z prvkov @1,...,x, opakuju a v zépise mnoziny X moZeme (no nemusime) opaku-
jace sa prvky aZ na jeden z nich vynechat. Napriklad {x,y} = {y,z}, a ak = = y,
tak {x,y} = {2} = {y}. Okrem mnozZin, ktoré maji nejaké prvky, zavidzame aj

tzv. prdzdnu mnoZinu (), ktord neobsahuje nijaky prvok. Z extenzionality vyplyva, Ze
prazdna mnozina je touto podmienkou jednoznaéne urcéena.

Popri koneénych mnozinach vsak v matematike ¢asto pracujeme i s nekonecnymi
mnozinami, t.j. takymi, ktoré nemozno zadat vymenovanim vsetkych ich jednotlivych
prvkov. Takéto mnoziny zvykneme zadavat nejakou charakteristickou vlastnostou. Ak
P(z) je nejaka vlastnost, piseme

X =A{z; P(x)},

¢m myslime, Ze pre lubovolné x plati x € X prave vtedy, ked « spiﬁa P(z). Z exten-
zionality vyplyva, Ze takto definovana mnozina X je urcena jednoznacne. Napriklad
vlastnostou ,,x je parne celé ¢islo* je uréena mnozina vsetkych parnych celych éisel.

Poznamenajme, Ze z rovnosti X = {x; P(x)} este nijako nevyplyva, ze mnozina X
je nekonecéna — rovnako dobre moze byt aj koneénd, dokonca prazdna.

Na tomto mieste je potrebné poznamenat, ze uvedeny princip, ktory nam umoznuje
zadavat mnoziny akymikolvek vlastnostami ich prvkov, vedie k logickym sporom, a
je preto v uvedenej intuitivnej a neobmedzenej podobe nepouZitelny. Kedze sa vsak
nehodlame pastat do jeho upresnovania, ¢o by si vyziadalo vybudovat zaklady axio-
matickej tedrie mnozin, nezostava nam nez ¢itatelovi vopred zarudit, Ze vsetky pripady
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pouzitia tohto principu, ktoré sa v tomto texte vyskytni, budd plne legalne z hladiska
tedrie mnozin, a poziadat ho o doveru. Zatial staci, ak prezradime, ze vsetky mnoziny
netvoria mnozinu, t.J. neexistuje mnozina vsetkych mnozin. To znamena, Ze vlast-
nostou ,,x je mnozina“ nie je vymedzena nijakéd mnozina.

Najcastejsie budeme spominany princip pouzivat na vymedzovanie podmnozin ne-
jakej vopred danej mnoziny pomocou vlastnosti popisanych matematickymi formu-
lami. Ak M je mnozina a P(x) je nejakd (matematickd) vlastnost, tak existuje mnoZina
X vsetkych tych prvkov @ mnoziny M, ktoré maja vlastnost P(x), t.j. mnoZina

X={xeM,; Pla)} ={a; x € M & P(x)}.

Nech X, Y st lubovolné mnoziny. Prienikom, zjednotenim, a rozdielom mnozin X,
Y nazyvame porade nasledujiice mnoziny:

XNY={;2e X &axel},
XUuY={;2e X Vaecl}
X\Y={r;2eX &axé¢Y}.

Mnoziny X, Y nazyvame disjunktné, ak X NY = (. Citatelovi prenechavame, aby si
sam premyslel zdkladné vlastnosti uvedenych mnozinovych operacii.

Pod usporiadanou dvojicou objektov z, y rozumieme objekt oznacovany (z,y),
taky, Ze pre vsetky x, y, u, v plati:

(r,y) =(u,v) & (r=u &y =v).

Uvedomme si, ze nepotrebujeme vediet, ¢o je ,naozaj* usporiadana dvojica (x,y),
dolezita je len uvedena vlastnost. Analogicky zavadzame pre fubovolné celé ¢islo n > 2
usporiadant n-ticu (w1, ..., 2,) tak, ze pre vSetky x1,...,2n, Y1,...,yn plati

(1, yxn) = (W1, ytn) © (1= & ... & 2y = yn).

Mnoziny
XxY={(z,ye e X &yecY},
Xox.oo.ox Xy ={(zy,...;an);1 € X5 & & 2y € X,
nazyvame kartezianskym sucinom mnozin X, Y, resp. mnozin X1, ..., X,. V pripade,
7e X1 =---=X,, =X, piSeme

Xy x... X, =X"
Pre Gplnost este kladieme
X=X, X% = {0}

X" nazyvame n-tou kartezianskou mocninouw mnoziny X.

Pocéet prokov koneénej mnoziny X budeme znacit # X. TaktieZ prazdna mnoZina
je koneénd a plati # 0 = 0. Pre nekoneéntt mnozinu X piseme # X = oo. Zrejme pre
Iubovolné konecéné mnoziny X, Y plati

b
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HXUY)=#X+#Y o#(XNY),
H(X XY)=#X -#Y.

Z poslednej rovnosti vyplyva, ze
#(X") = (#X)"

pre kazdé celé ¢islo n > 0 a koneé¢ntt mnozinu X.

0.3. Zobrazenia

Zobrazenim alebo tieZ funkciou z mnoziny X do mnoZiny Y rozumieme lubovolny
predpis, ktory kazdému prvku x mnoziny X priradi jednoznac¢ne uréeny prvok y
mnoziny Y. Zapis f: X — Y oznaluje, ze f je zobrazenie (funkcia) z X do Y. Ten
jednoznac¢ne uréeny prvok y € Y, ktory zobrazenie f priradi prvku x € X, budeme
znadit f(x), pripadne len fa alebo f,. Vo vzfahu y = f(x) nazyvame = nezdvisle pre-
mennou alebo argumentom a y zdvisle premennou alebo funkénou hodnotou funkecie
f. Piseme tiez f: x — y.
Dve zobrazenia f,g: X — Y sa rovnaji, ak pre kazdé x € X plati f(x) = g(x).
Mnozinu vietkych zobrazeni z mnoziny X do mnoZiny Y budeme oznatovat Y
teda
Y¥={f; f: X - Y}
Toto oznaéenie je motivované vzorcom pre poéet prvkov mnoziny Y. Pre koneéné
mnoziny X, Y totiz plati
£Y) = (B1)#Y),
(Samostatne si rozmyslite preco!)
Zobrazenie f: X — X sa nazyva transformdacion mnoziny X alebo tiez undarnou
(t.]. jednomiestnou) operdciou na mnozine X.
Zobrazenie f: X — Y sa nazyva prosté alebo tiez injektivne ¢i injekcia, ak roznym
prvkom x1, x5 € X priraduje rozne prvky f(x1), f(22) € Y, t.j. ak plati

(V1,20 € X) (21 #22 = flar) # flz2)).

Uvedent podmienku mozno ekvivalentne vyjadrit v tvare

(Yo, a2 € X)(f(x1) = f(az) = x1 = 23).

Zobrazenie f: X — Y sa nazyva zobrazenie na mnozinu Y alebo tiez surjektivne
¢ surjekcia, ak na kazdy prvok mnoziny Y sa zobrazi nejaky prvok mnoziny X, t.j.
ak plati
(Vy e Y)(Fe € X)(y = f(2)).

Hovorime, ze f: X — Y je prosté zobrazenie X na 'Y alebo tiez bijektivne zobrazenie
¢ byekcia, ak f je zaroven prosté a na, t.]. injektivne i surjektivne. Este inak to
mozeme vyjadrit podmienkou

(Vy € V)3 € X)y = f(x)).

Namiesto uvedenych pojmov niekedy tiez hovorime, Ze f je vzajomne jednoznacne
zobrazenie mnoziny X na mnozZinu Y.
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Ak f: X — Y je bijekcia, tak existuje jednoznacne urcené zobrazenie g: Y — X,
ktoré kazdému y € Y priradi ten jediny prvok x € X, pre ktory plati y = f(z). Toto
zobrazenie nazjvame inverznym zobrazenim k zobrazeniu f a oznac¢ujeme ho fi.
Zrejme f~':Y — X je tieZ bijekecia a pre vietky z € X, y € Y plati

@) =2, (W) =

Nech f: X =Y, ¢g: Y — Z st zobrazenia. Kompoziciou zobrazeni f, g alebo aj
zloZenym zobrazenim z f a ¢ rozumieme zobrazenie oznacené ako go f: X — Z, dané
pre kazdé » € X predpisom

(g0 F)x) = g(f(x)).
ZloZzené zobrazenie mozno znazornit pomocou tzv. komutativneho diagramu

vty

gof g
A

(Vsimnite si, Ze zobrazenie ¢ o f zapisujeme ,,v obratenom poradi“ — najprv totiz na
prvok z aplikujeme f a aZ potom ¢. Nti nas k tomu zauzivana konvencia, podla ktorej
argument x piseme napravo od funkcie f. Poznamenajme, Ze niektori autori davaju
prednost ,prirodzenému poradiu® a kompoziciu zobrazeni f: X — Y, ¢:Y — Z,
zapisuju ako f o g. Kvoli tomu vak optsfaji spominant konvenciu a namiesto f(x)
pisu 2 f. V tomto duchu funguji napr. niektoré kalkulacky. )

Skladanie zobrazeni je asociativne v nasledujicom zmysle:ak f: X - Y, ¢g: Y — Z
a h: Z — W st zobrazenia, tak

ho(gof)=(hog)of.

Lahko totiZz nahliadneme, Ze jedno i druhé zobrazenie priradi prvku z € X prvok

h(g(f(z))) € W.

Na kazdej mnozine X mame definované identicke zobrazenie idx: X — X, nazy-

vané tiez identita na X, také, ze
idx(z) ==
pre kazdé x € X. Zrejme idx je bijekcia pre kazdé X, a pre Iubovolné zobrazenie
f: X =Y plati
foidy = f =idy of.

Pre f: X — X kladieme 2 = fo f, f3 = fo fo f, atd. Kvoli iiplnosti definujeme

aj f! = f, f' =idx. Zobrazenie f™ nazyvame n-tou iterdciou zobrazenia f.

Ak f: X =Y je bijekcia, tak k nej inverzné zobrazenie f~!: Y — X teraz moZeme
charakterizovat rovnostami

flof=idx, fof '=idy.

Citatel sam Tahko nahliadne, 7e pre Iubovolné zobrazenia f: X — Y, ¢: Y — Z
plati:
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(a) Ak f, g st injektivne, tak aj g o f je injektivne.

(b) Ak f, g st surjektivne, tak aj g o f je surjektivne.

(¢c) Ak f, ¢ st bijektivne, tak aj g o f je bijektivne.

(d) Ak go f je injektivne, tak aj f je injektivne.

(e) Ak go f je surjektivne, tak aj g je surjektivne.

(f) Ak go f je bijektivne, tak f je injektivne a ¢ je surjektivne.

Podmienka (c¢) nas opraviuje zaviest pre bijekcie f: X — X aj zaporné iterdcie
— —1\ " -1
=) =

Nech f: X — Y je nejaké zobrazenie a A C X. ZuZenim zobrazenia f na mnozinu
A nazyvame zobrazenie f[A: A — Y také, Ze

pre kazdé = € A. Obrazom mnozZiny A v zobrazeni f nazyvame mnozinu
fA) ={f(z); z e A} C Y.
Specilne, mnozinu f(X) nazyvame obrazom zobrazenia f a znacime ju
Im f = f(X) ={f(z); = € X}.

Pre f: X - Y a A C X plati Im(f [ A) = f(A); zrejme f je surjekcia prave vtedy,
kedlmf =Y,

Podobne, vzorom mnoziny B CY v zobrazeni f: X — Y nazyvame mnozinu
FUB) = {r € X; f(r) € B} C X.
Pre Iubovolné A C X, B C Y moZno jednoducho overit inklizie

AC Y (fA).,  F(fFU(B)) CB.

0.4. Binarne operacie

Ak X, Y, Z st mnoziny, tak zobrazenie f: X xY — Z nazyvame bindarnou (t.].
dvojmiestnou) operdciou na mnoZindch X, Y s hodnotami v mnozine Z. Binérne
ako napr +, -, o, ¥ a pod. Hodnotu takej operacie na dvojici prvkov ¢ € X, y € Y
potom oznacujeme x + y, « - y (pripadne len xy), x oy, x *y a pod.

Podobnym sposobom mozno zaviest aj n-miestne operacie Xy x ... x X, — Y,
pripadne X" — Y, é&1 X" — X pre [ubovolné celé ¢islo n > 0.

Najcastejsie budeme pracovat s binarnymi operaciami tvaru f: X x X — X, ktoré
nazyvame jednoducho bindrnymi operdciams na mnozine X.

Binarna operacia * na mnozine X sa nazyva asociativna, ak pre véetky z,y,z € X
plati

rx(y*xz)=(T*y)*z
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Asociativita operacie nam dovoluje vynechéavat zatvorky a pisat len x #y * z. Podobne
si mozno poéinat 1 v pripade viacerych argumentov.
Binarna operéacia * na mnozine X sa nazyva komutativna, ak pre vsetky x,y € X
plati
TKY = Y *T.

Prvok e € X sa nazyva neutralny prvok binarnej operacie * na mnozine X, ak pre
vsetky « € X plati
rTxe=e*xx =T

Zrejme neutralny prvok operacie * (ak existuje) je uréeny jednoznacne. Keby totiz
e1,e2 € X boli dva neutralne prvky, tak nevyhnutne

€] = €1 * ey = €9.

Ak binarna operédcia * na mnozine X ma neutralny prvok e a k danému prvku
x € X existuje prvok y € X taky, Ze

TRY =YkTr =€,

hovorime, Ze y je inverzny prvok k prvku x. Ak * je asoctativnae bindrna operacia na X,
tak aj inverzny prvok k danému prvku x € X (pokial existuje) je uréeny jednoznacne.
Keby totiz yy,y2 boli dva inverzné prvky k x, tak

yl:yl*ezyl*(x*yZ):(yl*l')*yZ:e*yz:yz-

Napriklad pre lubovolntt mnozinu X kompozicia o je asociativna binarna operacia
na mnozine X~ vsetkych transformécii mnoziny X. Zrejme ak # X > 2. tak této
operacia nie je komutativna. Identické zobrazenie idy € X¥X je neutralnym prvkom
operacie o. K danému zobrazeniu f € X~ existuje inverzny prvok prave vtedy, ked f
je bijekcia; v tom pripade je nim inverzné zobrazenie f~' € X,

Binarnu operaciu * na kone¢nej mnozine X mozno zadat pomocou tzv. multiplika-
tivnej tabulky, ktore] stipce i riadky st oznacené prvkami mnoziny X. Do pola tabulky
leZiaceho v prieseéniku z-tého riadku a y-tého stipca vpiseme hodnotu x * y.

Napr. tabulkami

+10(1(2]3|4 011234
010]112|3|4 0(0{0(0]0]0
1({1(2|3(4|0 110(1(2]34
212131401 2(0(21411|3
31314012 3(0(3]114|2
414(10(1(2]3 410141321

st zadané dve asociativne a komutativne operacie + a - na mnoZine {0,1,2,3,4}.
f)alej 0 je neutralny prvok operacie + a 1 je neutralny prvok operacie -. Navyse ku
kazdému prvku a tejto mmnoZiny existuje inverzny prvok vzhladom na operaciu +:
k prvkom 0, 1, 2, 3, 4 st to postupne prvky 0, 4, 3, 2, 1. Pokial ide o operaciu -,
vidime, ze k prvku 0 neexistuje inverzny prvok; k prvkom 1, 2, 3 vsak inverzné prvky
existuju: sa to postupne 1, 3, 2.
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Komutativitu binarnej operacie mozno lahko nahliadnut z jej multiplikativnej ta-
bulky — prejavi sa symetriou tabulky podla hlavnej diagonaly spéjajtcej lavy horny a
pravy dolny roh. TaktieZ neutradlny prvok mozno odhalit na prvy pohlad, lebo v jeho
riadku i stipci sa zreproduje riadok resp. stipec zo zahlavia tabulky. Ak uZ pozname
neutralny prvok, mozno overit aj existenciu inverzného k danému — treba najst neu-
tralny prvok v riadku i v stipci daného prvku. Ak sa nam to podari pre dvojicu poli
tabulky, ktoré lezia v stipci resp. riadku toho istého prvku, tak ide o hladany inverzny
prvok. Asociativnost, zial, tak jednoducho nahliadnuf nemozZno.

0.5. Permutacie

Kym znalost predchadzajtcich paragrafov je nevyhnutnym predpokladom, aby ¢itatel
mohol zacat so stidiom kapitoly 1, tento paragraf budeme potrebovat az neskor, ked
za¢neme preberat determinanty.

Nech X je Iubovolna mnoZina. Permutdciou mnoziny X rozumieme [ubovolné bi-
jektivne zobrazenie o: X — X. Mnozinu vSetkych permutécii mnoziny X znaéime
S(X). Ak X je koneénéd mnozina, tak pocet prvkov mnoziny S(X) je dany znamym
vztahom

#S(X) = (# X!,

kde n! =1-2-...-n je faktoridl prirodzeného ¢isla n (pritom 0! = 1! =1).

Uvedomme si, ze transformacia f: X — X konedne;j mnoziny X je injektivna
prave vtedy, ked je surjektivna. Jedna i druha podmienka totiz hovori, ze mnoZina
f(X) € X mé rovnaky pocet prvkov ako X. Teda uz jedna z uvedenych podmienok
je postac¢ujica na to, aby f bola permutaciou koneénej mnoziny X.

KedZe zloZenie o o 7 dvoch permutéacii 0,7 € S(X) déva opéf permutaciu mnoziny
X, komporzicia o je asociativna bindrna operacia na mnozine S(X). Lahko sa moZno
presveddit, ze — okrem pripadu, ked # X < 2, — tato operacia nie je komutativna. Zrej-
me idx € S(X) je neutrdlny prvok tejto operacie a inverznym prvkom k permutéacii
o € 8(X) je inverznd permuticia o' € S(X).

Pre X = {1,2,...,n} namiesto S(X) piseme S,. Permutaciu o € S, zvylajne

zapisujeme v tvare
_ 1 2 e n
7T \o(1) o2 ... o(n))

Prvky mnoZiny S;, t.j. permutacie mnoZiny {1,2,3}, si moéZeme predstavit ako
symetrie rovnostranného trojuholnika s vrcholmi oznacenymi ¢islami 1, 2, 3.

Ak si identickt permutaciu tejto mnoziny oznac¢ime ako ¢, otocenia okolo taziska
trojuholnika proti smeru resp. v smere hodinovych ruédi¢iek o uhol 7/3 ako o resp.
0~ 1, a osovii stimernost podla osi prechadzajticej i-tym vrcholom a stredom protilahlej
strany ako o;, prez = 1, 2, 3, tak mnozina permutacii S bude pozostavat z permutacii

(1 2 3 /1 3
=\1 2 3)° —\2 9 )
(1 2 3 /1

T=\1 3 2)° 727\ 3 ‘
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Obr. 0.1. Symetrie rovnostranného trojuholnika

Multiplikativna tabulka bindrnej operacie o na mnozine S vyzera takto:

o | ¢t | e ot o] o] o3

| e | e et o] 02| o3
o | o lo' | ¢t |o3s || o
o e v e ooz |
oy | oy | o3 | o3 | ¢ o |o7!
o2 | o2 | o5 | o1 |07 ] ¢ 0

o3 o3 | o1 | o2 | 0 |07 ¢

Permutéaciu o € S(X) nazyvame transpoziciou, ak existuji x,y € X také, ze v # vy,
o(x) =y, o(y) =x ao(z) =z pre kazdé z € X ~ {z,y}. Inak povedané, transpozicia
je vymena dvoch prvkov mnoziny X.

Zrejme 01,092,053 € S3 st transpozicie.

Z nazoru je zrejmé (dokaz je v cviceni 10), ze kazdt permutaciu o koneénej mnoziny
X mozZno ziskat postupnymi vymenami dvojic prvkov, teda kazdéa taka permutéacia
je kompoziciou transpozicii. Tento rozklad na transpozicie nie je jednoznaény: napr.
¢ € 83 mozno zapisat ako ¢, t.]j. kompoziciu 0 transpozicii, a taktiez ako « = 01007 =
09009 = 03003, t.]. aspon troma dal$imi sposobmi ako kompoziciu dvoch transpozicii.

Dlzkou permutdcie o koneénej mnoziny X nazveme najmensi pocet transpozicii,
na kompoziciu ktorych mozno o rozloZit, a oznaéime ju |o|. Samotna dlzka |o| nie je
dolezita, vyznam ma len parita tohto ¢isla, t.j. vlastne vyraz sgno = (<:>1)|”|, ktory
nazyvame znakom, pripadne znamienkom permutdcie o.

Permutacia o koneénej mnoZiny X sa nazyva parna resp. nepdarna, ak ¢islo |o] je
parne resp. neparne, t.j. ak jej znak je 1 resp. <1.

Z nasledujicej vety vyplyva, zZe pri uréovani znamienka permutacie o mozeme
pouzit jej lubovolny rozklad na transpozicie ¢ = 7 o... 0 T} a nemusime sa starat
o to, ¢i tento rozklad je naozaj najkratsi — pre fubovolny taky rozklad totiZz plati

()7l = (a1,
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0.5.1. Veta. Nech X je konecna mnozina. Potom pre Iubovolné o, 7 € S(X) plat{

(en)leerl = (a1)lol . (a1)l7l

Dokaz. Zrejme staci dokazat uvedenii rovnost pre pripad, ked 7 je transpozicia a
X ={1,2,...,n}.

Pre kazdé o € S, oznaéme p(o) stéin vsetkych rozdielov tvaru o(j) <o(1), kde
1 <v < j < n. Zrejme pre vietky o € S, maju vyrazy p(o) rovnaki absolttnu hod-
notu a lisia sa nanajvys znamienkom. Toto znamienko zavisi od parity poctu za-
pornych ¢lenov v stéine p(o). Clen o(j) ©o(1) je zaporny prave vtedy, ked ¢ < j a
o(t) > o(y), — kazda tak dvojicu (7, j) nazyvame inverziou permuticie o. Identita
idx ma 0 inverzi{ a p(idx) = 1""1.2""2. . (nal)l =12l ... . (n&1)! > 0.

Staci teda dokazat, Ze pocet inverzil permutéacii o a o o7 sa lisi o neparnu hodnotu.
Nech 1 < k <1< n st tie dva prvky, ktoré vymiena transpozicia 7. Potom

o — 1 e k e ... n
S \o(l) ... ok) ... o) ... on))’
sor— 1 e B l e n
S \ao(l) ... o) ... olk) ... on))”
Inverzie (¢,7) permutéacie o, v ktorych nevystupuje k ani [, s tieZ inverziami per-
mutacie o o 7. Inverzie, v ktorych vystupuju prvky ¢, k, a ¢,1, kde ¢ # k., [, alebo obe
sticasne vznikni alebo sticéasne zaniknt v o o 7 oproti o. Koneéne, pokial (k,) nebola

inverziou v o, stane sa nou v o o 7; pokial fiou bola, tato inverzia v ¢ o 7 zanikne.
Teda celkovy rozdiel po¢tu inverzii permutacii ¢ a ¢ o 7 je neparny.

0.6. Ekvivalencie a rozklady

Podobne ako predosly, i tento paragraf moze Citatel zatial preskoc¢it. Jeho znalost
bude potrebna az neskor, v stuvislosti s niektorymi otazkami tedrie grup. S pojmom
ekvivalencie sa sice stretneme uz predtym, dovtedy ho vSak nebudeme systematicky
vyuzivat.

Nech ~ je nejaky dvojmiestny vztah, do ktorého vstupuja prvky nejakého oboru
objektov M (tento obor moze, ale nemusi byt mnoZinou). Zapisom x ~ y znaéime, ze
prvky x,y € M sa nachadzaji vo vztahu ~; ak sa z,y € M nenachadzaji v tomto
vztahu, piseme x £ y.

Hovorime, Ze vztah ~ je na obore M

(a) reflexivny, ak pre vietky x € M plati x ~ x;

(b) symetricky, ak pre vSetky x,y € M plati 2 ~y = y ~ x;

(¢) tranzitivny, ak pre vSetky z,y,z e Mplatiz ~y & y~z = x ~y.
Vztah ~, ktory je reflexivny, symetricky a tranzitivny na obore M, nazyvame vzta-
hom ekvivalencie alebo len kratko ekvivalenciou na obore M. Ekvivalencie budeme

Kazdy vztah ekvivalencie na nejakej mnozine ¢i obore objektov M predstavuje isté
hladisko, z ktorého povazujeme niektoré prvky z M za rovnocenné, t.j. ekvivalentné,
a iné nie. Napr. na mnozine vsetkych hracich guli¢iek v danej jamke mozno zaviest
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vztah ekvivalencie, v ktorom sa nachadzaji Iubovolné dve guli¢ky prave vtedy, ked
maju rovnakt farbu. Vztah, v ktorom sa nachadzaja dve takéto gulicky prave vtedy,
ked maji rovnakt hmotnost, je inym prikladom ekvivalencie na tejto mnoZine.

Jednym dychom vsak poznamenajme, ze uvedené priklady neslobodno brat prilis
vazne, lebo rovnocennost sa v nich miesa s podobnostou, — ,naozajstné“ ekvivalencie
predstavuju len v znac¢ne idealizovanom pripade. S reflexivnostou a symetriou nie je
problém, v realnom Zivote vSak zvykne zlyhat tranzitivnhost. MoZeme sa napriklad
zhodnut, ze gulicky a, b maju rovnaka farbu, a takisto maju rovnaka farbu gulicky
b, c. No farba guliciek a, ¢ sa nam uz rovnakou zdat nemusi. Podobne mézeme v ramei
presnosti nasich vah dospiet k zaveru, ze gulicky p, g ako aj gulicky ¢, r maji rovnaka
hmotnost. Avsak hmotnost gulic¢iek p, r sa nam uz vazenim moze podarit rozlisit. Lep-
sim prikladom ekvivalencie je tak vztah na mnozine vsetkych bankoviek danej meny,
v ktorom sa nachadzaji dve bankovky prave vtedy, ked maji rovnakt nominalnu
hodnotu.

Na rozdiel od realneho Zivota sa v matematike nemusime trapit podobnymi tazkos-
tami. Vsetky ekvivalencie, s ktorymi sa tu stretneme, budii mat v plnej miere vsetky
tri uvedené vlastnosti. Este jeden priklad za vsetky: vztahom

vy & el =y

je definovand ekvivalencia ,mat rovnaku absolttnu hodnotu” na mnozine C vsetkych
komplexnych éisel.
Nech ~ je ekvivalencia na mnozine X. Pre x € X oznac¢me

T={{ué€eX;u~ua}

mnozinu vsetkych prvkov v € X ekvivalentnych s z, ktori nazyvame triedou alebo
blokom eckvivalencie prvku z. Zrejme pre fubovolné z € X plati € #. Lahko tieZ
mozno dokazat (skuste sami), ze

TNy & I=g & €y S yer & aNGg#D
pre vsetky x,y € X. Mnozinu
X/~ ={t; v e X}

vsetkych tried ekvivalencie prvkov mnoziny X nazyvame faktorovou mmnozinou mno-
ziny X podla ekvivalencie ~. (Podotykame, Ze v zhode s paragrafom 0.2 sa kazda
trieda ¥ nachadza v mnozine X/~ iba raz, i ked prvkov y € X, pre ktoré plati & = ¢,
moze byt mnoho.)

Priradenim x — 7 je definované surjektivne zobrazenie X — X/~ ktoré nazyvame
prirodzenou alebo tieZ kanonickou projekciow mnoziny X na faktorovi mnozinu X/~.

Na faktorovit mnoZinu X/~ sa mozno divat dvojakym sposobom. Jednak ako na
vysledok stotoznenia ¢i zlepenia navzajom ekvivalentnych prvkov mnoziny X; v takom
pripade sa na bloky & divame predovsetkym ako na proky, ktoré vznikli ,stiahnutim*
celej triedy 7 do jediného bodu, a vedome si nevSimame fakt, Ze s to zaroven mnoziny.
Pouzitim nazvu ,faktorova mnozina®“ naznacujeme, ze v danej chvili davame tomuto
pohladu prednost. Na druhej strane sa na mnoZinu X/~ mozno divat ako na rozklad
mnoziny X na navzajom disjunktné neprazdne mnoziny .
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Rozkladom mnoziny X nazyvame lubovolny systém (t.j. mnoZinu) jej neprazd-
nych podmnozin R taky, ze kazdy prvok mnoziny X padne do prave jednej mnoziny
zo systému R. Inymi slovami, systém R neprazdnych podmnozin mnoziny X je jej
rozkladom prave vtedy, ked spiﬁa nasledujiice dve podmienky:

(1) zjednotenim vsetkych mnozin A € R je celd mnozina X, t.].
(Ve e X)(FA e R)(x € A);

(2) mnoziny z R st navzajom disjunktné, t.].
(VA BER)A#DB = AnB=10).

Lahko moZno nahliadnut, Ze faktorova mnozina X/~ mnoziny X podla ekvivalencie
~ je zaroven rozkladom mnoziny X, ktory je tvoreny triedami navzajom ekvivalent-
nych prvkov. Taktiez naopak, kazdy rozklad R mnoziny X urcuje predpisom

r~ry < (FAeR)(z,y € A)

ekvivalenciu na mnozine X. Inak povedané, prvky x,y € X st vo vztahu ekviva-
lencie uréenej rozkladom R préave vtedy, ked sa nachédzaju v tej istej (jednoznacéne
urcenej) mnozine z tohto rozkladu. Citatelovi prenechavame, aby si samostane overil,
ze takto definovany vztah ~g je reflexivny, symetricky a tranzitivny, t.j. ma vsetky
tri pozadované vlastnosti ekvivalencie, ako aj rovnost X/~g = R, t.j. Ze rozklad
(faktorova mnozina) uréeny ekvivalenciou ~x splyva s povodnym rozkladom R.

0.6.1. Priklad. Rozklad prislichajici k spominanej ekvivalencii « ~ y & |z| = |y|
na mnozine C je vlastne rozkladom komplexnej roviny na navzajom stustredné kruznice
so stredom v poéiatku 0 a Iubovolnym polomerom r > 0 (kruznicu s nulovym polo-
merom prirodzene stotoZnujeme s jej stredom).

0.7. O matematickych doékazoch

Matematika je veda vybudované prevazne (hoci nie vyluéne) deduktivne. To znamend,
ze v tej-ktorej matematickej teorii vychadzame z uréitych zakladnych pojmov, ktoré
povazujeme za intuitivne jasné vdaka istym s nimi spojenym nazornym predstavam.
Dalgie pojmy potom definujeme pomocou pojmov zakladnych alebo skor definovanych.
Zakladné pojmy oznacuju zakladné objekty, ktoré tvoria predmet nasho studia, alebo
urcité zakladné vztahy medzi nimi. Tieto objekty a vztahy st charakterizované istymi
vychodzimi tvrdeniami, ktorym hovorime aziomy. V najjednoduchsich pripadoch je
platnost axiom jasna z nazoru, ktory stoji v pozadi prislusnej tedrie. V zlozitejsich
pripadoch vsak mozu nazorné predstavy zlyhat — vtedy sa na axiéomy divame ako na
implicitne definicie zédkladnych pojmov. To znamend, Ze rezignujeme na otazku, ¢o
,naozaj“ oznacuju zakladné pojmy. Mozu oznacovat ¢okolvek, ¢o spiﬁa dané axiomy —
to je vsetko, ¢o o nich predpokladame. Zisk z takéhoto pristupu spoéiva v univerzal-
nostt matematiky — aj vysledky matematickych tedrii sa potom vztahuji na velmi
roznorodé oblasti reality. TotiZ na tie, v ktorych mozno interpretovat zakladné pojmy
danej tedrie tak, ze st pritom splnené jej axiomy.

Pri deduktivnej vystavbe nejakej teorie vyvodzujeme dalsie poznatky z jej axiom
logickymi prostriedkami, t. j. dokazujeme ich. Tymto dokazanym poznatkom hovorime
vety, tordenia, lemy a dosledky, ¢im naznacujeme rozny stupen dolezitosti, ktory im
pripisujeme. Nazvom veta oznacujeme tie najdolezitejsie z nich, menej dolezité nazy-
vame tvrdeniami a tvrdenia pomocného charakteru oznacujeme ako lemy. Daosledky,
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ako uz samotny nazov napoveda, pripajame ako bezprostredné dosledky niektorych
viet, tvrdeni ¢ liem, pokial ich vyznam nedosahuje roven viet. Poznamenajme, Ze
toto rozdelenie méa znac¢ne subjektivny charakter a vyvoj ho ¢asto zvykne prekonat.
Mnohé vety ¢asom upadaji do zabudnutia, kym naopak mnohé lemy postupne nado-
btdaji na vyzname.

Zakladnym prostriedkom odvodzovania novych poznatkov v deduktivnej teérii je
dokaz. V tomto paragrafe sa velmi stru¢ne zoznamime s hlavnymi typmi matema-
tickych dokazov: s priamym dokazom, s nepriamym dokazom a s dokazom sporom.
Uvidime, Ze toto rozdelenie tak trochu stvisi so stratégiou vedenia prislusného dokazu.
V nasledujiicom paragrafe sa este zoznamime s dokazom matematickou indukciou.
ze z predpokladu P vyplyva zaver (). Pritom predpoklad P je ¢asto konjunkciou
nejakych dielé¢ich predpokladov, ¢ize ma tvar Py & ... & P,. Na tomto mieste sa
obmedzime na niekolko poznamok o dokazoch tvrdeni takéhoto tvaru.

0.7.1. Priamy do6kaz. Pri priamom dokaze implikicie P = () dokazujeme (¢ sa
aspon pokusame dokazat) zaver () z predpokladu P. Spoédiatku sa snazime dokazat
priamo zaver () z danych axiém a uz skor dokazanych tvrdeni. Postupujeme pri tom
tak daleko, ako sa len da, pri¢om jednym ockom stale poskulujeme po predpoklade P,
¢i dieléich predpokladoch Py, ..., P,. Vo chvili, ked uZ nevieme ako dalej, siahneme
po tom z diel¢ich predpokladov P;, ktory nam umozni pohnutt sa dopredu. Opat po-
stupujeme dalej a vo vhodnej chvili zasa pouZijeme niektory dieléi predpoklad P; (nie
nevyhnutne rozny od P;). Ak sme Gspesni, nakoniec sa nam podari dospiet k zaveru
@), ¢im dokaz kondci. Ak sme netispesni, musime to sktsit inak, pripadne sa zamysliet
nad otazkou, ¢i spominana implikacia vobec plati.

Moze sa stat, ze pri nasom uspesnom dokaze sme nepouzili vietky dielc¢ie pred-
poklady Py, ..., P,, ale povedzme prvy a posledny z nich sme nepotrebovali. To zna-
mena, ze miesto povodného tvrdenia (P; & P & ... & P,—1 & P,) = (@ sme
dokézali silnejsie tvrdenie (P, & ... & P—1) = Q.

0.7.2. Nepriamy dokaz. Pri nepriamom dokaze implikicie P = () dokazujeme
miesto nej logicky ekvivalentnu tzv. transponovant implikiciv —-() = —P prave
opisanou metédou priameho dokazu. Za tym téelom byva ¢asto uzitoéné (pokial to
ide) rozélenit predpoklad —@) na konjunkciu dieléich predpokladov Ry & ... & R,,.
Ak povodny predpoklad P bol konjunkciou dieléich predpokladov Py & ... & P,, tak
jeho negacia = P je ekvivalentna s alternativou —P; V...V = P,. Potom transponovana
implikacia =) = —P je logicky ekvivalentna s lubovolnou z implikécii

("Q&Pl& &Pi—l&Pi—i—l& &Pn) :>_'Pi7

kde 1 <1 < n. Novy zaver —P; sa, samozrejme, usilujeme vybrat ¢o najvyhodnejsie,
na ¢o neexistuje jednoznaény recept, no ¢asom sa nam azda podari nadobudntt cit,
ktorym sa budeme moct riadit.

0.7.3. D6kaz sporom. Dokaz sporom do iste] miery pripomina nepriamy dokaz a
¢asto sa s nim zvykne zamienat. Najma zac¢iato¢nik by mal k nemu siahnut az vtedy,
ked sa mu priamy ani nepriamy dokaz nedari, pripadne ked v iom skrsne podozrenie,
7ze dokazované tvrdenie neplati. Namiesto dokazovanej implikacie P = () prijmeme
predpoklad P & =@, ktory je logicky ekvivalentny s jej negaciou =(P = @). Tento
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predpoklad sa usilujeme doviest k sporu, ¢im sa mysli nejaky logicky absurdny zaver,
ako napr. @ # z, alebo spor s niektorym z povodnych predpokladov P, =@}, pripadne
spor s niektorou z axiéom alebo s niektorym zo skor dokazanych tvrdeni.

Na rozdiel od priameho alebo nepriameho dokazu, dokaz sporom nema vopred
stanoveny smer urcéeny nejakym znamym zaverom — ten by sa mal objavit aZz v jeho
priebehu. Ak sa ani pokus doviest k sporu predpoklad P & =@ neskondéi tspesne, je
namieste pokusit sa ho dokazat, to znamena vyvratit povodnt hypotézu P = (.

0.7.4. Dokaz ekvivalencie. Niekedy sa nam moZze podarit dokazat ekvivalenciu
P & (@) postupnostou logicky ekvivalentnych krokov, no to je skor vynimka nez
pravidlo. Vo vseobecnosti si jej dokaz vyzaduje dokazat zvlast kazda z implikacii
P = @, Q = P.Pritom na kazd z nich moZno pouzit lubovolnt z troch skor spomi-
nanych metod. Casto sa jedna z uvedenych implikacii dokazuje priamo a druha nepria-
mo, teda dokaz uvedenej ekvivalencie pozostava napr. z priamych dokazov implikacii
P = Qa-P = —Q.

V nasom kurze sa neraz stretneme s vetami, v ktorych sa tvrdi ekvivalencia via-
cerych podmienok Py,..., P,. V tom je zahrnutych n(n <1) jednotlivych implikacii
P; = P;preroznet,j < n.Dokazovat ich vSetky by pre n > 3 bolo zna¢ne neefektivne
a taktiez zbytoéné. Staci totiz dokazat n implikacii tvoriacich eyklus

Pa’(l) = Pa’(Z) = ... = Pa’(n—l) = Pa(n) = Pa(l),

kde o je lubovolna permutacia mnoZiny indexov {1,...,n}, ktord si volime tak, aby
to bolo ¢o najvyhodnejsie.

S prikladmi vsetkych uvedenych typov dokazov sa budeme v nasom kurze neustale
stretavat.

0.8. Matematicka indukcia a rekurzia

Mnozinu vsetkych nezapornych celych ¢isel znaé¢ime N = {0,1,2,...,} a nazyvame ju
tiez mnozinou vsetkych prirodzenych cisel.

0.8.1. D6kaz matematickou indukciou. Platnost nejakého tvrdenia P(n) pre
vietky prirodzené &isla, t.j. tvrdenie (Vn € N)P(n) sa obvykle dokazuje matema-
tickou indukciou. Dokaz indukciou spoéiva v dokaze dvoch tvrdeni: nato, aby sme
dokazali, ze kazdé prirodzené ¢islo n ma vlastnost P, sta¢i dokazat, ze plati
1° P(0), t.j. 0 méa vlastnost P;
2° (VneN)(P(n) = P(n+1)),
t.j. ak n je lubovolné prirodzené ¢islo, ktoré ma vlastnost P, tak aj ¢islon + 1
ma vlastnost P.
Strukttru dokezu matematickou indukciou tak mozno zhrnat do schémy

(P(0) & (Vn € N)(P(n) = P(n+1))) = (VneN)P(n).

Bod 2° vlastne tvrdi platnost vSetkych implikacii P(0) = P(1), P(1) = P(2),
P(2) = P(3),....7Z bodu 1° a prvej z nich vyplyva P(1), z toho spolu s druhou
implikaciou dostavame P(2), z ¢oho pomocou tretej implikacie plynie P(3), atd.
Princip matematickej indukcie je logicky ekvivalentny so zdanlivo o¢ividnym prin-
ctpom dobreho wusporiadania, ktory tvrdi, ze kazda neprazdna mnozina A C N ma
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princip indukcie, predvedieme ako mozno princip indukcie z neho dokazat. Dokaz
principu dobrého usporiadania z principu indukcie prenechavame na rozmyslenie ¢i-
tatelovi.

Predpokladajme teda platnost principu dobrého usporiadania. Nech P je vlastnost
taka, ze plati P(0) a (Vn € N)(P(n) = P(n+1)). Ozna¢me A = {n € N; =P(n)}.
Ak neplati (Vn € N)P(n), tak A # (. Nech m je najmensi prvok mnoZiny A. Potom
zrejme m # 0 am <1 ¢ A, teda plati P(m <1). No kedze P(m <1) = P(m), plati
P(m), &ize m ¢ A, ¢o je spor.

Z pedagogickych dovodov sa budeme (najmé spociatku) pri dokazoch indukciou
odvolavat radsej na princip dobrého usporiadania nez na princip indukcie, a tomu
tiez podriadime redakciu dokazu.

Poznamka. (a) Niekedy je potrebné miesto pociatoéného tvrdenia 1° osobitne dokazaft
niekolko prvych tvrdeni P(0), P(1),..., P(k) a potom prejst k dokazu modifikovaného
tvrdenia 2°, totiz (Vn > k)(P(n) = P(n+1)).

(b) Indukciou mozno dokazovat aj tvrdenia tvaru (Vn > m)P(n), kde m je nejaké
pevné prirodzené ¢islo. Staél dokazaf mierne upravené verzie tvrdeni 1° a 2°: P(m) a
(Yn>m)(P(n) = P(n+1)).

(¢) Pri dokaze indukciou moZno bod 2° nahraditf tvrdenim
(VneN)((P(0) & ... & P(n)) = P(n+1)).

Inak povedané, pri dokaze zaveru P(n+ 1) v bode 2° sa nemusime opierat len o pred-
poklad P(n), ale v pripade potreby mozeme ako predpoklady pouzit vsetky pred-
chadzajice tvrdenia P(0),..., P(n). Takyto dokaz indukciou sa vlastne riadi schémou

(VneN)((Vk <n)P(k) = P(n)) = (Vn € N)P(n).

Rozmyslite si, ako je predpoklad 1°, t.j. tvrdenie P(0), uz zahrnuty v predpoklade
novej schémy pre n = 0, t.j. v tvrdeni (Vk < 0)(P(k) = P(0)). Dalej si premyslite,
ako mozno transpoziciou uvedenej implikacie priamo dostat matematickt formulaciu
principu dobrého usporiadania.

0.8.2. Rekurzia. Princip matematickej indukcie sa pouZiva nielen na dokazy tvrdeni
o prirodzenych ¢islach. Mozno ho pouzit aj na konstrukeciu roznych, ¢i uz koneénych
alebo nekoneénych postupnosti. V takom pripade miesto indukcie budeme radsej ho-
vorit o postupnosti definovanej ¢i zostrojenej rekurziou.

Nech X je mnozina a F' je zobrazenie, ktoré kazdej koneénej postupnosti, (usporia-
danej n-tici) (x1,...,x,) prvkov z X (akejkolvek diéky n € N) priradi nejaky prvok
F(x1,...,2,) € X. Pomocou zobrazenia F mo’no zostrojit nekoneéni postupnost
(an)5%, prvkov z X tak, Ze polozime

CLOZF(@), an+1:F(a0,a1,...,an)

pre kazdé n € N. V takom pripade, hovorime, Ze postupnost (a,) je definovand
rekurziou pomocou zobrazenia F.

Druht rovnost moZno samozrejme zapisat v tvare a, = F(ag,a1,...,an-1) pre
n > 0. Taktiez mozno definiciu rekurziou obmedzit len na nejaky pociatoény usek
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0,1,...,n mnoziny prirodzenych ¢isel a dostat tak rekurziou koneént postupnost
(ap,a1,...,a,). Niekedy rekurziu za¢iname nie od nuly ale od jednotky, pripadne
od Tubovolného prirodzeného &isla k.

Prvym é¢lenom postupnosti (a,) zostrojenej rekurziou pomocou zobrazenia F je
prvok ag = F(0) € X. Dalgie ¢leny potom vyzerajt takto: a; = F(ay), az = F(ag,a1),
a3 = Flag,a1,a3), ..., an = F(ag,...,an-1), any1 = Flag,...,a,), atd.

Najcastejsie sa stretame s pripadom, ked sa pri rekurzivnej konstrukeii ¢lena ay,11q
nepouziva cela predchadzajica ¢ast postupnosti (ag,...,a,) ale len jej posledny élen
an. Napriklad v aritmetickej postupnosti realnych ¢isel s pociatoénym ¢lenom ag a
diferenciou d plati a,,+1 = a, + d; podobne rekurentny vztah pre geometrick postup-
nost realnych ¢isel s pociatoénym ¢lenom ag a kvocientom ¢ ma tvar a,41 = qay,.

Inym znamym ¢iselnym prikladom je tzv. Fibonacciho postupnost (¢n)oL,, ktorej
rekurzivna definicia

$o = ¢1 =1, Pnt2 = On + dnt1

pouziva dva predchadzajice ¢leny. Rozmyslite si, ako tato definicia zapada do nasej
vseobecnej schémy.

0.8.3. Priklad. Bellove ¢isla st definované rekurziou
By =1 Bn+1:2n: ") By
2 k_o k 2

pri ktorej sa vyuzivaja vsetky predchadzajice ¢leny. Pre istotu pripominame, Ze

ny\ n! _n(n<:>1)...(n<:>k—|—1)
(k) C El(nek)! k!

oznacuje binomicky koeficient alebo kombinacéné c¢islo udavajice pocet vsSetkych
k-prvkovych podmnozin n-prvkove] mnoziny.
Vypoéitame niekolko podiatoénych hodnot Bellovych ¢isel:

0 1 1
O T R (PR
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Matematickou indukciou teraz dokdzeme, Ze pocet vsetkych rozkladov n-prvkove;j
mnoziny (teda aj ekvivalencii na n-prvkovej mnoZine) je rovny ¢islu B,,. Zrejme na
prazdnej moZine existuje jediny rozklad R = (. Predpokladajme teraz, Ze pre kazdé
k < n existuje prave By rozkladov k-prvkovej mnoziny. Vsetky rozklady (n + 1)-
prvkovej mnoziny {0,1,...,n} moZno ziskat nasledujicim sposobom:

(1) zvolime si Tubovolné & < n a Iubovolni k-prvkovii podmnoZinu A mnoZiny
{1,...,n} — to pre dané k moZno urobit prave (Z) sposobmi;
(2) vezmeme [ubovolny rozklad R mnoziny A — ten podla indukéného predpokladu
moZno vybrat prave Bj sposobmi — a mnoZinu A" = {0,1,...,n} ~ A pridame
k povodnému rozkladu R.
Zrejme sme takto ziskali nejaky rozklad R4 = R U {A'} (n + 1)-prvkovej mnoZiny
{0,1,...,n}, pricom kazdy rozklad & mnoZiny {0,1,...,n} ma tvar S = R4 pre
jednoznaéne uréent dvojicu (R, A). Vsetkych rozkladov (n + 1)-prvkovej mnoziny

teda je >7_, (Z)Bk = Bpi1.

CVICENIA
1. Pre Iubovolné mnoZiny X, Y st nasledujice styri podmienky ekvivalentné:
i) XCY, i) XnY =X, (i) XUy =Y, (iv) X Y =0.
Dokazte.

2. Vztah inklazie je reflexivny a tranzitivny, t.j. pre Tubovolné mnoZiny X, Y, Z plati:
(a) X C X; B XCY&YCZ = XCZ
Dokazte. Najdite priklad dosvedéujtci, Ze nie je symetricky.

3. NechZ={...,<2,<1,0,1,2,...} oznatuje mnozinu vsetkych celych &isel. Pre kazdé 0 £ n € Z
ozname nZ = {nz; x € Z} mnoZinu vietkych celych ¢isel delitelnych éislom n. Dokézte, Ze pre
Tubovolné nenulové celé ¢isla m, n plati
(a) mZ C nZ < m je nasobkom n;

(b) mZ=nZ < |m|=|n|;
(c) mZNnZ = kZ, kde k je najmensi spolo¢ny ndsobok &isel m a n;
(d) M6ze pre niektoré m, n nastat rovnost mZ NnZ = 0, pripadne mZ N nZ = {0}7? Zdovodnite.

4. Pre lubovolné mnoziny X, Y, Z plati

XNnNY=YnX, XUuY=Yux
XnYnzZ)y=(XnY)n Z, XUuYuzZ)=(XUY)uUZ,
XNnX=X, XUuX =X,
Xno=0, XUb=X,
XNYuZ)=(XnY)U(XnZ), XUu¥YnzZ)y=(XJuY)n(XuZz),
X~ X=0 X~0=X,
XNy ~X)=0, XUy ~X)=XUuY,
(XNY)~Z=(X~2)n(Y ~Z), XuY~Z=X~2)u(Y ~2Z),
X~ n2) =X~ Y u(X~Z), X~YuZ)=(X~Y)Nn(X~ 2),
X~\Y)~Z=X~(YUZ), X~ ~2)=(X~Y)u(XnZ),
(X~Y)NnZ=(XnNn2Z)\Y, X~\Y)YuZ=Xu2)~ (Y ~2Z).
Dokézte. Pomenujte niektoré z uvedenych vlastnosti bindrnych operacii N, U a ~ (komu-
tativnost, asociativnost, ... ).

5. Pre Iubovolné mnoZiny X, Y, Z plati
Xx{¥nNnZ2)=(XxY)n(X x Z), XxYuZ)=(XxY)u(X x Z),
XxYNZ2)=(XxY)~ (X x Z), X x0=0.
Dokéazte. Napiste analogické vztahy ,distributivnosti® kartezidnskeho sti¢inu vzhladom na ope-
racie prieniku, zjednotenia a mnozinového rozdielu pri nasobeni sprava.
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Nech X, Y, Z st lubovolné mnoZiny. N4jdite ¢o najprirodzenejsiu bijekciu a k nej inverzné
zobrazenie medzi kazdou z nasledujtcich dvojic mnozin (mnoZina P(X) vietkych podmnozin
mnoZiny X z ¢asti (f) sa nazyva potencnd mnoZina mnoZiny X ):

(a) X XY, Y x X; (b)) X x (Y xZ), (X xY) x Z;
(€) (X x V)7, X7 x ¥7, (d) XYx7 (xV)7,

(e) X7, X {homk, (f) {0, 1}, P(X) = {4; A C X},
(g) XYUZ’ XY « XZ\Y; (h) XY « XZ, X (Y x{0hHu(Zx{1})

Nech R oznacuje mnozZinu v8etkych reédlnych ¢&isel. Funkcie f, g, h: R — R st dané predpismi
f(z) = (= +1)%, g(x) = 1 &sin2z, h(z) = e~ 7. Napiste a zjednoduste predpisy pre zlozené
funkcie fo f, fog,gof, foh,hof goh,hog, fogoh hogof,gofohagohof.
Nech f: X — Y je [ubovolné zobrazenie. Potom pre vietky A, B C X, C, D CY plati

(a) AC B = f(A) C f(B); (b) CCD = f71(C) C fH(D);

(c) (AN B) C f(A) N f(B); (d) f7HCn D)= f=HC)n fH(D);
(e) fF(AUB) = f(A) U f(B); (f) f~H(CuD)=fHC)UFH(D);
(8) f(A~ B) 2 f(A) ~ f(B); (h) f7HC N D)= f7HCO) N F7HD);
(i) f7Hf(A) 2 4 W F(~Ho) cc.

Dokézte. Na prikladoch sa presvedcte, Ze inklazie v pripadoch (¢), (g), (i) a (j) nemoZno zamenit
rovnostami. UkdZte, %e rovnost pre vietky A, B C X je v fubovolnom z pripadov (c), (g) a (i)
ekvivalentna s injektivnotou zobrazenia f. Podobne je rovnost pre kazdé C C Y v pripade (j)
ekvivalentna so surjektivnostou f.

Nech f: X — Y, g: Y — Z st bijektivne zobrazenia. Potom (go f)™! = f~! o g7'. Dokéste.

(a) Sformulujte pojmy lavého a pravého neutrdlneho prvku bin4rnej operécie * na mnozine X.
(b) Nech z >y = y pre vsetky z,y € X. Je tdto binidrna opericia na mnoZine X asociat{vna
resp. komutativna? Ndjdite vietky Tavé a vietky pravé neutrilne prvky operécie .

(c) Predpokladajme, Ze e je jedinym neutralnym prvkom (& uz favym, pravym alebo oboj-
strannym) binérnej operécie * na mnozine X. Sformulujte pojmy favého a pravého inverzného
prvku k danému prvku = € X.

(d) Pomocou multiplikativnej tabulky n4jdite priklad (neasociativnej) bindrnej operécie * na
mnoZine X, ktord ma jediny (obojstranny) neutrdlny prvok e, pricom niektory prvok a € X
mé jediny lavy inverzny a dva rézne pravé inverzné prvky, a iny prvok b € X mé jediny Tavy
inverzny no Ziadny pravy inverzny prvok. Aké situicie m6zu este nastat? (Pozri cvi¢enie 16.)

Nech ¢ = (1 23 4), o= (1 23 4) st permutacie mnoziny {1, 2,3,4}. Vypoditajte permutdcie

3412 2314
0'_1, g_l oo, 000, Uog_l, goa_1 ag_l o0 0Qp.
Nech 1 < i < n € N. Permutéacia o € S, sa nazyva ¢-cyklus, ak na nejakej i-prvkovej mnozine
{a1,a2,...,a;} C {1,2,...,n} operuje cyklicky podla schémy a: a1 — a2 — ... — a; — a3
a na zvysku mnoziny {1,...,n} identicky, t.]. a(a) = a pre a € {1,...,n} ~ {a1,...,a;}.
Skratene pifeme o = (a1,...,q;). Dva cykly o = (a1,...,a;), 8 = (b1,...,b;) sa nazyvaja
disjunktné, ak st disjunktné mnoziny {a1,...,a;}, {b1,...,b;}. Zrejme identickG permutaciu

mozZno povazovat za l-cyklus a kazd4 transpozicia je 2-cyklus. DokéZte postupne nasledujtice
tvrdenia:

(a) Nech a, 8 € 8, st dva cykly. Potom a0 8 = 3o« prave vtedy, ked cykly «, 3 st disjunktné
alebo aspon jeden z nich je 1-cyklus.

(b) Kazdé permutécia ¢ € Sy, je kompoziciou disjunktnych cyklov ¢ = a1 o ... 0 a}. Ak do
tejto kompozicie zahrnieme aj vsetky 1-cykly, tak uvedeny rozklad je uréeny jednoznacéne aZ na
poradie jednotlivych cyklov. (Ndvod: Vytvorte cyklus (1,0(1),0%(1),...,0*~1(1)). Na zvysku
mnoziny {1,...,n}, ak nejaky zostal, postup opakujte.)

(c) Kazdy cyklus je kompoziciou transpozicii (napr. (1,2,...,n) = (1,n)o...0(1,3) 0 (1,2)).
(d) Kazd4 permutécia ¢ € S, je kompoziciou transpozicii.

() Dizka i-cyklu a je |a| =i <1 a jeho znak je sgna = (<1)i=1.

(f) Nech 0 = a1 o ... 0y, je rozklad permutécie o na disjunktné cykly, pri¢om «; je i;-cyklus.
Potom dizka permutécie o je lo| = i1 + ... 4+ i <k a jej znak je sgno = (&)1 TFie—k Ak
uvedeny rozklad zahfiia aj vietky 1-cykly, tak |o| = n <k asgno = (1)~ F.
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(a) Rozlozte kazd( z permutécii zo zadania aj vysledkov v cvi¢enf 11 na kompoziciu disjunkt-
nych cyklov (vratane 1-cyklov) a pre kazdd z nich urcte jej dlzku a znamienko.

(b) Spoditajte pre kazdd z uvedenych permutacii pocet jej inverzii a porovnajte s jej dlzkou.
Presvedéte sa, Ze obe ¢isla sa nemusia rovnat, no vzdy maja rovnak paritu.

(¢) RozloZte permutéciu 7 = (1,3,5,7) o (1,2) 0 (2,4,6,8) 0 (4,5,6) € S19 na disjunkiné cykly
(vratane 1-cyklov) a uréte jej dlzku a znamienko.

(a) Nech n € Z (pozri cviCenie 3). Dokézte, Ze vztahom =z =, y < =z <y € nZ je defino-
vané ekvivalencia na mnoZine 7Z. Tato ekvivalenciu znad¢ime tieZ x = y mod n a nazyvame ju
kongruenciouw modulo n.

(b) Predpokladajme, e n > 0, a ozna¢me Z, = {0,1,..., n<1} ={z € Z; 0 <z < n}. Potom
(Vz € Z)(3'z € Zyp)(x =n z). Dokdzte. Toto jednoznalne uréené z € Z, nazyvame zvyskom po
delent &isla x &islom n.

(c) Prefubovolnén € Zplati (Vz,y,u,v € Z)(z =, y & u=p v = ztu =, y+v & zu =, yv).
(d) Ako vyzeraju triedy rozkladu mnoziny Z podla kongruencie =, 7

Matematickou indukciou dokéZte nasledujice vzorce:

(a) Yl i=1+2+...+n=in(n+1);

(b) X1 G+ =1-242-34...+n(n+1) = sn(n+ 1)(n+2);

() S k?=12422 4. +n? = %n(n + 1)(2n + 1);

n n n+4+1l_
(d) Yhood" =14+g+¢ + .. +¢" =T, (g # 1)

(e) 25—y sinpzr = sinz +sin2z + ... +sinna = Sin(nw/zs)iii(/(;)-l_l)w/z) , (& #2km, k € Z);

(f) 3o cospr =cos0+cosz + ... +cosnz = cos(nz/2) sin((n+1)z/2) , (z #2kw, k € Z);

sin(xz/2)
n+1 n+1
(g) ¢n = (1_|_\/3) 2n+_1$3_\/g) , (én st Fibonacciho ¢&isla).

(a) Priamym vypo¢tom overte, Ze binomické koeficienty (Z) = k'(nnilk)' vyhovujt okrajovym

podmienkam (g) = (Z) = 1 a pravidlu Pascalovho trojuholnika (Z_ﬁ) = (Z) + (kil) pre
0<k<n.

(b) Ozna¢me C(n, k) pocet vietkych k-prvkovych podmnoZzin n-prvkovej mnoZiny (tzv. kom-
binacné cislo). Kombinatorickou Gvahou dokdZte, Ze aj kombinatné &isla C(n, k) vyhovuja
rovnakym okrajovym podmienkam C(n,0) = C(n,n) = 1 a pravidlu Pascalovho trojuholnika
Cn+1,k+1)=C(n,k)+C(n,k+1) pre 0 < k < n.

(c) Na zéklade (a) a (b) odvodte znamy vzorec C(n, k) = (7). Kde treba pritom pouzif mate-
matickt indukciu?

(d) Pre k > n dodefinujme (}) = C(n, k) = 0. Predpisom n * k = C(n, k) je tak definovan
binarna opericia na mnozine N. Je tato operacia komutativna resp. asociativna? M4 nejaky
lavy resp. pravy neutralny prvok? (Pozri cvi¢enie 10.) Ako je to s pripadnymi favymi ¢ pravymi
inverznymi prvkami?

(e) Rieste Glohu (d) aj pre binarnu operéaciu n ¢ k = C(n + k, k) na mnoZine N.

Matematickou indukciou dokdZte princip dobrého usporiadania mnoZiny N (t.]. kazd4d ne-
prazdna podmnoZina A mnoziny N mdé najmens{ prvok). (Ndwvod: Transponujte implikaciu
(Vn e N)((Vk < n)P(k) = P(n)) = (Vn € N)P(n), a nahradte vlastnost P(n) vlastnostou
n¢A)



