
0. Z�KLADN� POJMY Z LOGIKY A TE�RIE MNO��N

V tejto kapitole zavedieme niektor� z kladn� logick� a mno�inov� pojmy a dohodneme
sa na ¨tandardnej symbolike, ktor£ budeme �alej pou�¡va�. Nebudeme v¨ak systema-
ticky budova� axiomatick£ te¢riu mno�¡n, pr ve naopak, s mno�inami budeme nar ba�
sk�r intut¡vne. �itate�, ktor� z kladn� mno�inov� pojmy ovl da, m��e t£to kapitolu
vynecha�, pr¡padne ju len letmo prelistova�, aby sa obozn mil s na¨ou terminol¢giou
a symbolikou.

0.1. Logick� spojky a kvanti�k tory

Kv�li preh�adnosti budeme niektor� matematick� tvrdenia zapisova� v symbolickej
podobe ako matematick� formuly. S pr¡kladmi r�znych form£l sa e¨te stretneme.
V tejto chv¡li sa zameriame len na sp�sob, ako mo�no z dan�ch tvrden¡ �i form£l
tvori� nov� pomocou logick�ch spojok a kvanti�k torov.

Nech P , Q s£ �ubovo�n� tvrdenia.
(a) Tvrdenie, ktor� je pravdiv� pr ve vtedy, ke� tvrdenie P je nepravdiv�, naz�vame

neg ciou tvrdenia P , zna�¡me ho :P a �¡tame ho "nie P\, pr¡padne "non P\.
(b) Tvrdenie, ktor� je pravdiv� pr ve vtedy, ke� s£ pravdiv� obe tvrdenia P , Q,

naz�vame konjunkciou alebo logick�m s£�inom tvrden¡ P , Q, zna�¡me ho P & Q
a �¡tame "P a z rove¤ Q\, kr tko len "P a Q\, pr¡padne "P et Q\.

(c) Tvrdenie, ktor� je pravdiv� pr ve vtedy, ke� je pravdiv� aspo¤ jedno z tvrden¡
P , Q, naz�vame alternat¡vou alebo disjunkciou �i logick�m s£�tom tvrden¡ P ,
Q, zna�¡me ho P _ Q, a �¡tame "P alebo Q\, pr¡padne "P vel Q\.

(d) Tvrdenie :P _ Q skr tene ozna�ujeme P ) Q a naz�vame ho implik ciou
tvrden¡ P , Q. V�raz P ) Q �¡tame "ak P , tak Q\ alebo "z P vypl�va Q\,
pr¡padne "P implikuje Q\. Tvrdenie P naz�vame predpokladom a tvrdenie Q
z verom implik cie P ) Q. Uvedomte si, �e implik cia P ) Q je nepravdiv 
jedine v tom pr¡pade, ak predpoklad P je pravdiv� a z ver Q je nepravdiv�.

(e) Tvrdenie (P ) Q) & (Q ) P ) skr tene ozna�ujeme P , Q a naz�vame
ho ekvivalenciou tvrden¡ P , Q. V�raz P , Q �¡tame "P pr ve vtedy, ke� Q\,
pr¡padne "P je ekvivalentn� s Q\. Zrejme ekvivalencia P , Q je pravdiv 
vtedy a len vtedy, ke� tvrdenia P , Q s£ z rove¤ obe pravdiv� alebo z rove¤ obe
nepravdiv�.

Znaky :, &, _,),, naz�vame logick�mi spojkami. V literat£re sa mo�no tie� stret-
n£� s ozna�en¡m P 0, �P alebo �P pre neg ciu, P ^ Q pre konjunciu, P ! Q alebo
P � Q pre implik ciu a P $ Q alebo P � Q pre ekvivalenciu.

Okrem tvrden¡ zapisujeme formulami aj vlastnosti objektov a vz�ahy medzi nimi.
Na tento £�el pou�¡vame formuly s vo�n�mi premenn�mi. Ozna�ujeme ich P (x),
Q(x; y), R(x1; : : : ; xn) a pod. Dosaden¡m konkr�tnych objektov do form£l namiesto
vo�n�ch premenn�ch dost vame tvrdenia. Napr¡klad, ak Q(x; y) je formula s vo�n�mi
premenn�mi x, y a a, b s£ nejak� objekty, tak Q(a; b) je tvrdenie, ktor� je pravdiv�
pr ve vtedy, ke� sa objekty a, b nach dzaj£ vo vz�ahu ozna�enom formulou Q.
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Zrejme aj na formuly s vo�n�mi premenn�mi mo�no aplikova� logick� spojky, ktor�
si pritom zachovaj£ svoj doteraj¨¡ v�znam. Popri logick�ch spojk ch mo�no z form£l
tvori� nov� formuly �i tvrdenia aj pomocou kvanti�k torov.

Nech P (x) je �ubovo�n  formula.
(a) Tvrdenie "existuje x tak�, �e P (x)\ skr tene zapisujeme (9x)P (x).
(b) Tvrdenie "pre ka�d� (pre v¨etky) x plat¡ P (x)\ skr tene zapisujeme (8x)P (x).

Znaky 9 resp. 8 s£ kvanti�k tory; 9 naz�vame existen�n� a 8 univerz lny alebo
tie� v¨eobecn� kvanti�k tor. Zrejme premenn  x u� nie je vo formul ch (8x)P (x)
a (9x)P (x) vo�n  ale viazan ; ak x je jedin  vo�n  premenn  vo formule P (x), tak
(8x)P (x) a (9x)P (x) s£ tvrdenia. Oba uveden� kvanti�k tory s£ zviazan� pravidlami
neg cie kvanti�kovan�ch form£l:

:(9x)P (x) , (8x):P (x);

:(8x)P (x) , (9x):P (x):

Pomocou existen�n�ho a univerz lneho kvanti�k tora u� vieme vyjadri� i kvan-
ti�k tor jednozna�nej existencie. Ak P (x) je nejak  vlastnos�, tak tvrdenie "existujepr ve jedno x tak�, �e P (x)\, t. j. tvrdenie

(9x)(P (x) & (8 y)(P (y) ) y = x));

skr tene zapisujeme v tvare (9!x)P (x). Toto tvrdenie je zrejme ekvivalentn� s tvr-
den¡m

(9x)(8 y)(P (y) , y = x):

0.2. Mno�iny

Pod mno�inou rozumieme �ubovo�n� jednozna�ne vymedzen� zoskupenie nejak�ch
(�asto i zna�ne r�znorod�ch) objektov { prvkov mno�iny { ch pan� ako jedin� objekt.
Mno�iny budeme v��¨inou zna�i� ve�k�mi latinsk�mi p¡smenami, ich prvky mal�mi
p¡smenami.

Tvrdenie "objekt x je prvkom mno�iny X\, zapisujeme x 2 X; hovor¡me tie�, �e x
patr¡ do mno�iny X. Tvrdenie "objekt x nie je prvkom mno�iny X\, t. j. x nepatr¡ do
mno�iny X, zapisujeme x =2 X.

Mno�ina je jednozna�ne zadan  zoskupen¡m svojich prvkov. Preto dve mno�iny,
nez visle od sp�sobu ich zadania, pova�ujeme za toto�n�, ak maj£ tie ist� prvky. Pre
�ubovo�n� mno�iny X, Y teda plat¡

X = Y , (8x)(x 2 X , x 2 Y ):

T£to vlastnos� mno�¡n naz�vame extenzionalitou.
Hovor¡me, �e mno�ina X je podmno�inou mno�iny Y , ozna�enie X � Y , ak ka�d�

prvok mno�iny X patr¡ aj do mno�iny Y , t. j.

X � Y , (8x)(x 2 X ) x 2 Y ):

Vz�ah � naz�vame vz�ahom inkl£zie Extenzionalitu mno�¡n teraz mo�no skr tene
vyjadri� v tvare konjunkcie dvoch inkl£zi¡

X = Y , X � Y & Y � X:
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Kvanti�k cie uveden� v predch dzaj£com paragrafe sa naz�vaj£ neohrani�en�,
lebo oblas� p�sobnosti kvanti�k torov v nich nebola nijako ohrani�en . V matematike
(i v be�nom �ivote) sa v¨ak �astej¨ie vyskytuj£ ohrani�en� kvanti�k cie, v ktor�ch je
oblas� p�sobnosti pr¡slu¨n�ho kvanti�k tora ohrani�en  nejakou mno�inou X. Ide o
kvanti�k cie tvaru (9x 2 X), (8x 2 X) a (9!x 2 X), ktor� �¡tame postupne "existuje
x z mno�iny X\, "pre ka�d� (pre v¨etky) x z mno�iny X\, resp. "existuje pr ve jedno(jedin�) x z mno�inyX\. Tieto kvanti�k cie mo�no vyjadri� pomocou neohrani�en�ch
kvanti�k cii nasleduj£cim sp�sobom: Ak P (x) je �ubovo�n  vlastnos� a X je mno�ina,
kladieme

(9x 2 X)P (x) , (9x)(x 2 X & P (x));

(8x 2 X)P (x) , (8x)(x 2 X ) P (x));

(9!x 2 X)P (x) ,
�
9x 2 X

��
P (x) & (8 y 2 X)(P (y) ) y = x)

�
:

V poslednom pr¡pade m��eme tie� pou�i� vyjadrenie

(9!x 2 X)P (x) , (9x 2 X)(8 y 2 X)(P (y) , y = x):

Mno�inu naz�vame kone�nou, ak ju mo�no zada� vymenovan¡m v¨etk�ch jej prvkov.
Ak X je kone�n  mno�ina a x1; x2; : : : ; xn s£ v¨etky jej prvky, p¡¨eme

X = fx1; x2; : : : ; xng:

Z extenzionality potom vypl�va, �e nez le�¡ na porad¡ vymenovania prvkov mno�iny
X. Taktie� sa m��e sta�, �e X m  menej ne� n prvkov { v takom pr¡pade sa niektor�
z prvkov x1; : : : ; xn opakuj£ a v z pise mno�iny X m��eme (no nemus¡me) opaku-
j£ce sa prvky a� na jeden z nich vynecha�. Napr¡klad fx; yg = fy; xg, a ak x = y,
tak fx; yg = fxg = fyg. Okrem mno�¡n, ktor� maj£ nejak� prvky, zav dzame aj
tzv. pr zdnu mno�inu ;, ktor  neobsahuje nijak� prvok. Z extenzionality vypl�va, �e
pr zdna mno�ina je touto podmienkou jednozna�ne ur�en .

Popri kone�n�ch mno�in ch v¨ak v matematike �asto pracujeme i s nekone�n�mi
mno�inami, t. j. tak�mi, ktor� nemo�no zada� vymenovan¡m v¨etk�ch ich jednotliv�ch
prvkov. Tak�to mno�iny zvykneme zad va� nejakou charakteristickou vlastnos�ou. Ak
P (x) je nejak  vlastnos�, p¡¨eme

X = fx; P (x)g;

�¡m mysl¡me, �e pre �ubovo�n� x plat¡ x 2 X pr ve vtedy, ke� x sp�¤a P (x). Z exten-
zionality vypl�va, �e takto de�novan  mno�ina X je ur�en  jednozna�ne. Napr¡klad
vlastnos�ou "x je p rne cel� �¡slo\ je ur�en  mno�ina v¨etk�ch p rnych cel�ch �¡sel.

Poznamenajme, �e z rovnosti X = fx; P (x)g e¨te nijako nevypl�va, �e mno�ina X
je nekone�n  { rovnako dobre m��e by� aj kone�n , dokonca pr zdna.

Na tomto mieste je potrebn� poznamena�, �e uveden� princ¡p, ktor� n m umo�¤uje
zad va� mno�iny ak�miko�vek vlastnos�ami ich prvkov, vedie k logick�m sporom, a
je preto v uvedenej intuit¡vnej a neobmedzenej podobe nepou�ite�n�. Ke��e sa v¨ak
nehodl me p£¨�a� do jeho upres¤ovania, �o by si vy�iadalo vybudova� z klady axio-
matickej te¢rie mno�¡n, nezost va n m ne� �itate�ovi vopred zaru�i�, �e v¨etky pr¡pady



4 0. Z�KLADN� POJMY Z LOGIKY A TE�RIE MNO��N

pou�itia tohto princ¡pu, ktor� sa v tomto texte vyskytn£, bud£ plne leg lne z h�adiska
te¢rie mno�¡n, a po�iada� ho o d�veru. Zatia� sta�¡, ak prezrad¡me, �e v¨etky mno�iny
netvoria mno�inu, t. j. neexistuje mno�ina v¨etk�ch mno�¡n. To znamen , �e vlast-
nos�ou "x je mno�ina\ nie je vymedzen  nijak  mno�ina.

Naj�astej¨ie budeme spom¡nan� princ¡p pou�¡va� na vymedzovanie podmno�¡n ne-
jakej vopred danej mno�iny pomocou vlastnost¡ pop¡san�ch matematick�mi formu-
lami. AkM je mno�ina a P (x) je nejak  (matematick ) vlastnos�, tak existuje mno�ina
X v¨etk�ch t�ch prvkov x mno�iny M , ktor� maj£ vlastnos� P (x), t. j. mno�ina

X = fx 2 M ; P (x)g = fx; x 2M & P (x)g:

Nech X, Y s£ �ubovo�n� mno�iny. Prienikom, zjednoten¡m, a rozdielom mno�¡n X,
Y naz�vame porade nasleduj£ce mno�iny:

X \ Y = fx; x 2 X & x 2 Y g;

X [ Y = fx; x 2 X _ x 2 Y g;

X r Y = fx; x 2 X & x =2 Y g:

Mno�iny X, Y naz�vame disjunktn�, ak X \ Y = ;. �itate�ovi prenech vame, aby si
s m premyslel z kladn� vlastnosti uveden�ch mno�inov�ch oper ci¡.

Pod usporiadanou dvojicou objektov x, y rozumieme objekt ozna�ovan� (x; y),
tak�, �e pre v¨etky x, y, u, v plat¡:

(x; y) = (u; v) , (x = u & y = v):

Uvedomme si, �e nepotrebujeme vedie�, �o je "naozaj\ usporiadan  dvojica (x; y),
d�le�it  je len uveden  vlastnos�. Analogicky zav dzame pre �ubovo�n� cel� �¡slo n � 2
usporiadan£ n-ticu (x1; : : : ; xn) tak, �e pre v¨etky x1; : : : ; xn, y1; : : : ; yn plat¡

(x1; : : : ; xn) = (y1; : : : ; yn) , (x1 = y1 & : : : & xn = yn):

Mno�iny

X � Y = f(x; y);x 2 X & y 2 Y g;

X1 � : : : �Xn = f(x1; : : : ; xn); x1 2 X1 & : : : & xn 2 Xng

naz�vame kartezi nskym s£�inom mno�¡nX, Y , resp. mno�¡nX1; : : : ;Xn. V pr¡pade,
�e X1 = � � � = Xn = X, p¡¨eme

X1 � : : :Xn = Xn:

Pre £plnos� e¨te kladieme

X1 = X; X0 = f;g:

Xn naz�vame n-tou kartezi nskou mocninou mno�iny X.
Po�et prvkov kone�nej mno�iny X budeme zna�i� #X. Taktie� pr zdna mno�ina

je kone�n  a plat¡ # ; = 0. Pre nekone�n£ mno�inu X p¡¨eme #X =1. Zrejme pre
�ubovo�n� kone�n� mno�iny X, Y plat¡
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#(X [ Y ) = #X +#Y �#(X \ Y );
#(X � Y ) = #X �#Y:

Z poslednej rovnosti vypl�va, �e

#
�
Xn
�
= (#X)n

pre ka�d� cel� �¡slo n � 0 a kone�n£ mno�inu X.

0.3. Zobrazenia

Zobrazen¡m alebo tie� funkciou z mno�iny X do mno�iny Y rozumieme �ubovo�n�
predpis, ktor� ka�d�mu prvku x mno�iny X prirad¡ jednozna�ne ur�en� prvok y
mno�iny Y . Z pis f : X ! Y ozna�uje, �e f je zobrazenie (funkcia) z X do Y . Ten
jednozna�ne ur�en� prvok y 2 Y , ktor� zobrazenie f prirad¡ prvku x 2 X, budeme
zna�i� f(x), pr¡padne len fx alebo fx. Vo vz�ahu y = f(x) naz�vame x nez visle pre-
mennou alebo argumentom a y z visle premennou alebo funk�nou hodnotou funkcie
f . P¡¨eme tie� f : x 7! y.

Dve zobrazenia f; g : X ! Y sa rovnaj£, ak pre ka�d� x 2 X plat¡ f(x) = g(x).
Mno�inu v¨etk�ch zobrazen¡ z mno�iny X do mno�iny Y budeme ozna�ova� Y X ;

teda
Y X = ff ; f : X ! Y g:

Toto ozna�enie je motivovan� vzorcom pre po�et prvkov mno�iny Y X . Pre kone�n�
mno�iny X, Y toti� plat¡

#
�
Y X
�
= (#Y )(#X):

(Samostatne si rozmyslite pre�o!)
Zobrazenie f : X ! X sa naz�va transform ciou mno�iny X alebo tie� un rnou

(t. j. jednomiestnou) oper ciou na mno�ine X.
Zobrazenie f : X ! Y sa naz�va prost� alebo tie� injekt¡vne �i injekcia, ak r�znym

prvkom x1; x2 2 X prira�uje r�zne prvky f(x1); f(x2) 2 Y , t. j. ak plat¡

(8x1; x2 2 X)(x1 6= x2 ) f(x1) 6= f(x2)):

Uveden£ podmienku mo�no ekvivalentne vyjadri� v tvare

(8x1; x2 2 X)(f(x1) = f(x2) ) x1 = x2):

Zobrazenie f : X ! Y sa naz�va zobrazenie na mno�inu Y alebo tie� surjekt¡vne
�i surjekcia, ak na ka�d� prvok mno�iny Y sa zobraz¡ nejak� prvok mno�iny X, t. j.
ak plat¡

(8 y 2 Y )(9x 2 X)(y = f(x)):

Hovor¡me, �e f : X ! Y je prost� zobrazenie X na Y alebo tie� bijekt¡vne zobrazenie
�i bijekcia, ak f je z rove¤ prost� a na, t. j. injekt¡vne i surjekt¡vne. E¨te inak to
m��eme vyjadri� podmienkou

(8 y 2 Y )(9!x 2 X)(y = f(x)):

Namiesto uveden�ch pojmov niekedy tie� hovor¡me, �e f je vz jomne jednozna�n�
zobrazenie mno�iny X na mno�inu Y .
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Ak f : X ! Y je bijekcia, tak existuje jednozna�ne ur�en� zobrazenie g : Y ! X,
ktor� ka�d�mu y 2 Y prirad¡ ten jedin� prvok x 2 X, pre ktor� plat¡ y = f(x). Toto
zobrazenie naz�vame inverzn�m zobrazen¡m k zobrazeniu f a ozna�ujeme ho f�1.
Zrejme f�1 : Y ! X je tie� bijekcia a pre v¨etky x 2 X, y 2 Y plat¡

f�1
�
f(x)

�
= x; f

�
f�1(y)

�
= y:

Nech f : X ! Y , g : Y ! Z s£ zobrazenia. Kompoz¡ciou zobrazen¡ f , g alebo aj
zlo�en�m zobrazen¡m z f a g rozumieme zobrazenie ozna�en� ako g �f : X ! Z, dan�
pre ka�d� x 2 X predpisom

(g � f)(x) = g(f(x)):

Zlo�en� zobrazenie mo�no zn zorni� pomocou tzv. komutat¡vneho diagramu

X Y

Z

f

gg � f

(V¨imnite si, �e zobrazenie g � f zapisujeme "v obr tenom porad¡\ { najprv toti� na
prvok x aplikujeme f a a� potom g. N£ti n s k tomu zau�¡van  konvencia, pod�a ktorej
argument x p¡¨eme napravo od funkcie f . Poznamenajme, �e niektor¡ autori d vaj£
prednos� "prirodzen�mu poradiu\ a kompoz¡ciu zobrazen¡ f : X ! Y , g : Y ! Z,
zapisuj£ ako f � g. Kv�li tomu v¨ak op£¨�aj£ spom¡nan£ konvenciu a namiesto f(x)
p¡¨u xf . V tomto duchu funguj£ napr. niektor� kalkula�ky.)

Skladanie zobrazen¡ je asociat¡vne v nasleduj£com zmysle: ak f : X ! Y , g : Y ! Z
a h : Z !W s£ zobrazenia, tak

h � (g � f) = (h � g) � f:

�ahko toti� nahliadneme, �e jedno i druh� zobrazenie prirad¡ prvku x 2 X prvok
h(g(f(x))) 2W .

Na ka�dej mno�ine X m me de�novan� identick� zobrazenie idX : X ! X, naz�-
van� tie� identita na X, tak�, �e

idX(x) = x

pre ka�d� x 2 X. Zrejme idX je bijekcia pre ka�d� X, a pre �ubovo�n� zobrazenie
f : X ! Y plat¡

f � idX = f = idY �f:

Pre f : X ! X kladieme f2 = f � f , f3 = f � f � f , at�. Kv�li £plnosti de�nujeme
aj f1 = f , f0 = idX . Zobrazenie fn naz�vame n-tou iter ciou zobrazenia f .

Ak f : X ! Y je bijekcia, tak k nej inverzn� zobrazenie f�1 : Y ! X teraz m��eme
charakterizova� rovnos�ami

f�1 � f = idX ; f � f�1 = idY :

�itate� s m �ahko nahliadne, �e pre �ubovo�n� zobrazenia f : X ! Y , g : Y ! Z
plat¡:
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(a) Ak f , g s£ injekt¡vne, tak aj g � f je injekt¡vne.
(b) Ak f , g s£ surjekt¡vne, tak aj g � f je surjekt¡vne.
(c) Ak f , g s£ bijekt¡vne, tak aj g � f je bijekt¡vne.
(d) Ak g � f je injekt¡vne, tak aj f je injekt¡vne.
(e) Ak g � f je surjekt¡vne, tak aj g je surjekt¡vne.
(f) Ak g � f je bijekt¡vne, tak f je injekt¡vne a g je surjekt¡vne.
Podmienka (c) n s opr v¤uje zavies� pre bijekcie f : X ! X aj z porn� iter cie

f�n =
�
f�1

�n =
�
fn
��1

:

Nech f : X ! Y je nejak� zobrazenie a A � X. Z£�en¡m zobrazenia f na mno�inu
A naz�vame zobrazenie f �A : A! Y tak�, �e

(f �A)(x) = f(x)

pre ka�d� x 2 A. Obrazom mno�iny A v zobrazen¡ f naz�vame mno�inu

f(A) = ff(x); x 2 Ag � Y:

�peci lne, mno�inu f(X) naz�vame obrazom zobrazenia f a zna�¡me ju

Im f = f(X) = ff(x); x 2 Xg:

Pre f : X ! Y a A � X plat¡ Im(f �A) = f(A); zrejme f je surjekcia pr ve vtedy,
ke� Im f = Y ,

Podobne, vzorom mno�iny B � Y v zobrazen¡ f : X ! Y naz�vame mno�inu

f�1(B) = fx 2 X; f(x) 2 Bg � X:

Pre �ubovo�n� A � X, B � Y mo�no jednoducho overi� inkl£zie

A � f�1
�
f(A)

�
; f

�
f�1(B)

�
� B:

0.4. Bin rne oper cie

Ak X, Y , Z s£ mno�iny, tak zobrazenie f : X � Y ! Z naz�vame bin rnou (t. j.
dvojmiestnou) oper ciou na mno�in ch X, Y s hodnotami v mno�ine Z. Bin rne
oper cie v��¨inou ozna�ujeme znakmi umiest¤ovan�mi medzi hodnoty argumentov,
ako napr +, �, �, � a pod. Hodnotu takej oper cie na dvojici prvkov x 2 X, y 2 Y
potom ozna�ujeme x + y, x � y (pr¡padne len xy), x � y, x � y a pod.

Podobn�m sp�sobom mo�no zavies� aj n-miestne oper cie X1 � : : : � Xn ! Y ,
pr¡padne Xn ! Y , �i Xn ! X pre �ubovo�n� cel� �¡slo n � 0.

Naj�astej¨ie budeme pracova� s bin rnymi oper ciami tvaru f : X �X ! X, ktor�
naz�vame jednoducho bin rnymi oper ciami na mno�ine X.

Bin rna oper cia � na mno�ine X sa naz�va asociat¡vna, ak pre v¨etky x; y; z 2 X
plat¡

x � (y � z) = (x � y) � z:
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Asociativita oper cie n m dovo�uje vynech va� z tvorky a p¡sa� len x�y � z. Podobne
si mo�no po�¡na� i v pr¡pade viacer�ch argumentov.

Bin rna oper cia � na mno�ine X sa naz�va komutat¡vna, ak pre v¨etky x; y 2 X
plat¡

x � y = y � x:

Prvok e 2 X sa naz�va neutr lny prvok bin rnej oper cie � na mno�ine X, ak pre
v¨etky x 2 X plat¡

x � e = e � x = x:

Zrejme neutr lny prvok oper cie � (ak existuje) je ur�en� jednozna�ne. Keby toti�
e1; e2 2 X boli dva neutr lne prvky, tak nevyhnutne

e1 = e1 � e2 = e2:

Ak bin rna oper cia � na mno�ine X m  neutr lny prvok e a k dan�mu prvku
x 2 X existuje prvok y 2 X tak�, �e

x � y = y � x = e;

hovor¡me, �e y je inverzn� prvok k prvku x. Ak � je asociat¡vna bin rna oper cia naX,
tak aj inverzn� prvok k dan�mu prvku x 2 X (pokia� existuje) je ur�en� jednozna�ne.
Keby toti� y1; y2 boli dva inverzn� prvky k x, tak

y1 = y1 � e = y1 � (x � y2) = (y1 � x) � y2 = e � y2 = y2:

Napr¡klad pre �ubovo�n£ mno�inu X kompoz¡cia � je asociat¡vna bin rna oper cia
na mno�ine XX v¨etk�ch transform ci¡ mno�iny X. Zrejme ak #X � 2, tak t to
oper cia nie je komutat¡vna. Identick� zobrazenie idX 2 XX je neutr lnym prvkom
oper cie �. K dan�mu zobrazeniu f 2 XX existuje inverzn� prvok pr ve vtedy, ke� f
je bijekcia; v tom pr¡pade je n¡m inverzn� zobrazenie f�1 2 XX .

Bin rnu oper ciu � na kone�nej mno�ine X mo�no zada� pomocou tzv. multiplika-
t¡vnej tabu�ky, ktorej st�pce i riadky s£ ozna�en� prvkami mno�inyX. Do po�a tabu�ky
le�iaceho v priese�n¡ku x-t�ho riadku a y-t�ho st�pca vp¡¨eme hodnotu x � y.

Napr. tabu�kami

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

� 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

s£ zadan� dve asociat¡vne a komutat¡vne oper cie + a � na mno�ine f0; 1; 2; 3; 4g.
�alej 0 je neutr lny prvok oper cie + a 1 je neutr lny prvok oper cie � . Navy¨e ku
ka�d�mu prvku a tejto mno�iny existuje inverzn� prvok vzh�adom na oper ciu + :
k prvkom 0, 1, 2, 3, 4 s£ to postupne prvky 0, 4, 3, 2, 1. Pokia� ide o oper ciu � ,
vid¡me, �e k prvku 0 neexistuje inverzn� prvok; k prvkom 1, 2, 3 v¨ak inverzn� prvky
existuj£: s£ to postupne 1, 3, 2.



0. Z�KLADN� POJMY Z LOGIKY A TE�RIE MNO��N 9

Komutativitu bin rnej oper cie mo�no �ahko nahliadnu� z jej multiplikat¡vnej ta-
bu�ky { prejav¡ sa symetriou tabu�ky pod�a hlavnej diagon ly sp jaj£cej �av� horn� a
prav� doln� roh. Taktie� neutr lny prvok mo�no odhali� na prv� poh�ad, lebo v jeho
riadku i st�pci sa zreproduje riadok resp. st�pec zo z hlavia tabu�ky. Ak u� pozn me
neutr lny prvok, mo�no overi� aj existenciu inverzn�ho k dan�mu { treba n js� neu-
tr lny prvok v riadku i v st�pci dan�ho prvku. Ak sa n m to podar¡ pre dvojicu pol¡
tabu�ky, ktor� le�ia v st�pci resp. riadku toho ist�ho prvku, tak ide o h�adan� inverzn�
prvok. Asociat¡vnos�, �ia�, tak jednoducho nahliadnu� nemo�no.

0.5. Permut cie

K�m znalos� predch dzaj£cich paragrafov je nevyhnutn�m predpokladom, aby �itate�
mohol za�a� so ¨t£diom kapitoly 1, tento paragraf budeme potrebova� a� nesk�r, ke�
za�neme prebera� determinanty.

Nech X je �ubovo�n  mno�ina. Permut ciou mno�iny X rozumieme �ubovo�n� bi-
jekt¡vne zobrazenie � : X ! X. Mno�inu v¨etk�ch permut ci¡ mno�iny X zna�¡me
S(X). Ak X je kone�n  mno�ina, tak po�et prvkov mno�iny S(X) je dan� zn mym
vz�ahom

#S(X) = (#X)! ;

kde n! = 1 � 2 � : : : � n je faktori l prirodzen�ho �¡sla n (pritom 0! = 1! = 1).
Uvedomme si, �e transform cia f : X ! X kone�nej mno�iny X je injekt¡vna

pr ve vtedy, ke� je surjekt¡vna. Jedna i druh  podmienka toti� hovor¡, �e mno�ina
f(X) � X m  rovnak� po�et prvkov ako X. Teda u� jedna z uveden�ch podmienok
je posta�uj£ca na to, aby f bola permut ciou kone�nej mno�iny X.

Ke��e zlo�enie � � � dvoch permut ci¡ �; � 2 S(X) d va op�� permut ciu mno�iny
X, kompoz¡cia � je asociat¡vna bin rna oper cia na mno�ine S(X). �ahko sa mo�no
presved�i�, �e { okrem pr¡padu, ke� #X � 2, { t to oper cia nie je komutat¡vna. Zrej-
me idX 2 S(X) je neutr lny prvok tejto oper cie a inverzn�m prvkom k permut cii
� 2 S(X) je inverzn  permut cia ��1 2 S(X).

Pre X = f1; 2; : : : ; ng namiesto S(X) p¡¨eme Sn. Permut ciu � 2 Sn zvy�ajne
zapisujeme v tvare

� =
�

1 2 : : : n
�(1) �(2) : : : �(n)

�
:

Prvky mno�iny S3, t. j. permut cie mno�iny f1; 2; 3g, si m��eme predstavi� ako
symetrie rovnostrann�ho trojuholn¡ka s vrcholmi ozna�en�mi �¡slami 1, 2, 3.

Ak si identick£ permut ciu tejto mno�iny ozna�¡me ako �, oto�enia okolo �a�iska
trojuholn¡ka proti smeru resp. v smere hodinov�ch ru�i�iek o uhol �=3 ako % resp.
%�1, a osov£ s£mernos� pod�a osi prech dzaj£cej i-t�m vrcholom a stredom proti�ahlej
strany ako �i, pre i = 1; 2; 3, tak mno�ina permut ci¡ S3 bude pozost va� z permut ci¡

� =
�
1 2 3
1 2 3

�
; % =

�
1 2 3
2 3 1

�
; %�1 =

�
1 2 3
3 1 2

�
;

�1 =
�
1 2 3
1 3 2

�
; �2 =

�
1 2 3
3 2 1

�
; �3 =

�
1 2 3
2 1 3

�
:
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1 2

3

%

%�1

�3

�2 �1

Obr. 0.1. Symetrie rovnostrann�ho trojuholn¡ka

Multiplikat¡vna tabu�ka bin rnej oper cie � na mno�ine S3 vyzer  takto:

� � % %�1 �1 �2 �3
� � % %�1 �1 �2 �3
% % %�1 � �3 �1 �2
%�1 %�1 � % �2 �3 �1
�1 �1 �2 �3 � % %�1

�2 �2 �3 �1 %�1 � %
�3 �3 �1 �2 % %�1 �

Permut ciu � 2 S(X) naz�vame transpoz¡ciou, ak existuj£ x; y 2 X tak�, �e x 6= y,
�(x) = y, �(y) = x a �(z) = z pre ka�d� z 2 X r fx; yg. Inak povedan�, transpoz¡cia
je v�mena dvoch prvkov mno�iny X.

Zrejme �1; �2; �3 2 S3 s£ transpoz¡cie.
Z n zoru je zrejm� (d�kaz je v cvi�en¡ 10), �e ka�d£ permut ciu � kone�nej mno�iny

X mo�no z¡ska� postupn�mi v�menami dvoj¡c prvkov, teda ka�d  tak  permut cia
je kompoz¡ciou transpoz¡ci¡. Tento rozklad na transpoz¡cie nie je jednozna�n�: napr.
� 2 S3 mo�no zap¡sa� ako �, t. j. kompoz¡ciu 0 transpoz¡ci¡, a taktie� ako � = �1 ��1 =
�2��2 = �3��3, t. j. aspo¤ troma �al¨¡mi sp�sobmi ako kompoz¡ciu dvoch transpoz¡ci¡.

D��kou permut cie � kone�nej mno�iny X nazveme najmen¨¡ po�et transpoz¡ci¡,
na kompoz¡c¡u ktor�ch mo�no � rozlo�i�, a ozna�¡me ju j�j. Samotn  dl�ka j�j nie je
d�le�it , v�znam m  len parita tohto �¡sla, t. j. vlastne v�raz sgn� = (�1)j�j, ktor�
naz�vame znakom, pr¡padne znamienkom permut cie �.

Permut cia � kone�nej mno�iny X sa naz�va p rna resp. nep rna, ak �¡slo j�j je
p rne resp. nep rne, t. j. ak jej znak je 1 resp. �1.

Z nasleduj£cej vety vypl�va, �e pri ur�ovan¡ znamienka permut cie � m��eme
pou�i� jej �ubovo�n� rozklad na transpoz¡cie � = �1 � : : : � �k a nemus¡me sa stara�
o to, �i tento rozklad je naozaj najkrat¨¡ { pre �ubovo�n� tak� rozklad toti� plat¡

(�1)j�j = (�1)k:
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0.5.1. Veta. Nech X je kone�n  mno�ina. Potom pre �ubovo�n� �; � 2 S(X) plat¡

(�1)j��� j = (�1)j�j � (�1)j� j:

D�kaz. Zrejme sta�¡ dok za� uveden£ rovnos� pre pr¡pad, ke� � je transpoz¡cia a
X = f1; 2; : : : ; ng.

Pre ka�d� � 2 Sn ozna�me p(�) s£�in v¨etk�ch rozdielov tvaru �(j) � �(i), kde
1 � i < j � n. Zrejme pre v¨etky � 2 Sn maj£ v�razy p(�) rovnak£ absol£tnu hod-
notu a l¡¨ia sa nanajv�¨ znamienkom. Toto znamienko z vis¡ od parity po�tu z -
porn�ch �lenov v s£�ine p(�). �len �(j) � �(i) je z porn� pr ve vtedy, ke� i < j a
�(i) > �(j), { ka�d£ tak£ dvojicu (i; j) naz�vame inverziou permut cie �. Identita
idX m  0 inverzi¡ a p(idX) = 1n�1 � 2n�2 � : : : � (n� 1)1 = 1! � 2! � : : : � (n� 1)! > 0.

Sta�¡ teda dok za�, �e po�et inverzi¡ permut ci¡ � a � �� sa l¡¨¡ o nep rnu hodnotu.
Nech 1 � k < l � n s£ tie dva prvky, ktor� vymie¤a transpoz¡cia � . Potom

� =
�

1 : : : k : : : l : : : n
�(1) : : : �(k) : : : �(l) : : : �(n)

�
;

� � � =
�

1 : : : k : : : l : : : n
�(1) : : : �(l) : : : �(k) : : : �(n)

�
:

Inverzie (i; j) permut cie �, v ktor�ch nevystupuje k ani l, s£ tie� inverziami per-
mut cie � � � . Inverzie, v ktor�ch vystupuj£ prvky i; k, a i; l, kde i 6= k; l, alebo obe
s£�asne vznikn£ alebo s£�asne zanikn£ v � � � oproti �. Kone�ne, pokia� (k; l) nebola
inverziou v �, stane sa ¤ou v � � � ; pokia� ¤ou bola, t to inverzia v � � � zanikne.
Teda celkov� rozdiel po�tu inverzi¡ permut ci¡ � a � � � je nep rny.

0.6. Ekvivalencie a rozklady

Podobne ako predo¨l�, i tento paragraf m��e �itate� zatia� presko�i�. Jeho znalos�
bude potrebn  a� nesk�r, v s£vislosti s niektor�mi ot zkami te¢rie gr£p. S pojmom
ekvivalencie sa s¡ce stretneme u� predt�m, dovtedy ho v¨ak nebudeme systematicky
vyu�¡va�.

Nech � je nejak� dvojmiestny vz�ah, do ktor�ho vstupuj£ prvky nejak�ho oboru
objektovM (tento obor m��e, ale nemus¡ by� mno�inou). Z pisom x � y zna�¡me, �e
prvky x; y 2 M sa nach dzaj£ vo vz�ahu �; ak sa x; y 2 M nenach dzaj£ v tomto
vz�ahu, p¡¨eme x 6� y.

Hovor¡me, �e vz�ah � je na obore M
(a) reex¡vny, ak pre v¨etky x 2 M plat¡ x � x;
(b) symetrick�, ak pre v¨etky x; y 2 M plat¡ x � y ) y � x;
(c) tranzit¡vny, ak pre v¨etky x; y; z 2 M plat¡ x � y & y � z ) x � y.

Vz�ah �, ktor� je reex¡vny, symetrick� a tranzit¡vny na obore M, naz�vame vz�a-
hom ekvivalencie alebo len kr tko ekvivalenciou na obore M. Ekvivalencie budeme
v��¨inou zna�i� znakmi �, �, � a pod.

Ka�d� vz�ah ekvivalencie na nejakej mno�ine �i obore objektovM predstavuje ist�
h�adisko, z ktor�ho pova�ujeme niektor� prvky zM za rovnocenn�, t. j. ekvivalentn�,
a in� nie. Napr. na mno�ine v¨etk�ch hrac¡ch guli�iek v danej jamke mo�no zavies�
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vz�ah ekvivalencie, v ktorom sa nach dzaj£ �ubovo�n� dve guli�ky pr ve vtedy, ke�
maj£ rovnak£ farbu. Vz�ah, v ktorom sa nach dzaj£ dve tak�to guli�ky pr ve vtedy,
ke� maj£ rovnak£ hmotnos�, je in�m pr¡kladom ekvivalencie na tejto mno�ine.

Jedn�m dychom v¨ak poznamenajme, �e uveden� pr¡klady neslobodno bra� pr¡li¨
v �ne, lebo rovnocennos� sa v nich mie¨a s podobnos�ou, { "naozajstn�\ ekvivalencie
predstavuj£ len v zna�ne idealizovanom pr¡pade. S reex¡vnos�ou a symetriou nie je
probl�m, v re lnom �ivote v¨ak zvykne zlyha� tranzit¡vnos�. M��eme sa napr¡klad
zhodn£�, �e guli�ky a, b maj£ rovnak£ farbu, a takisto maj£ rovnak£ farbu guli�ky
b, c. No farba guli�iek a, c sa n m u� rovnakou zda� nemus¡. Podobne m��eme v r mci
presnosti na¨ich v h dospie� k z veru, �e guli�ky p, q ako aj guli�ky q, r maj£ rovnak£
hmotnos�. Av¨ak hmotnos� guli�iek p, r sa n m u� v �en¡m m��e podari� rozl¡¨i�. Lep-
¨¡m pr¡kladom ekvivalencie je tak vz�ah na mno�ine v¨etk�ch bankoviek danej meny,
v ktorom sa nach dzaj£ dve bankovky pr ve vtedy, ke� maj£ rovnak£ nomin lnu
hodnotu.

Na rozdiel od re lneho �ivota sa v matematike nemus¡me tr pi� podobn�mi �a�kos-
�ami. V¨etky ekvivalencie, s ktor�mi sa tu stretneme, bud£ ma� v plnej miere v¨etky
tri uveden� vlastnosti. E¨te jeden pr¡klad za v¨etky: vz�ahom

x � y , jxj = jyj

je de�novan  ekvivalencia "ma� rovnak£ absol£tnu hodnotu\ na mno�ine C v¨etk�ch
komplexn�ch �¡sel.

Nech � je ekvivalencia na mno�ine X. Pre x 2 X ozna�me

~x = fu 2 X; u � xg

mno�inu v¨etk�ch prvkov u 2 X ekvivalentn�ch s x, ktor£ naz�vame triedou alebo
blokom ekvivalencie prvku x. Zrejme pre �ubovo�n� x 2 X plat¡ x 2 ~x. �ahko tie�
mo�no dok za� (sk£ste sami), �e

x � y , ~x = ~y , x 2 ~y , y 2 ~x , ~x \ ~y 6= ;

pre v¨etky x; y 2 X. Mno�inu

X=� = f~x; x 2 Xg

v¨etk�ch tried ekvivalencie prvkov mno�iny X naz�vame faktorovou mno�inou mno-
�iny X pod�a ekvivalencie �. (Podot�kame, �e v zhode s paragrafom 0.2 sa ka�d 
trieda ~x nach dza v mno�ine X=� iba raz, i ke� prvkov y 2 X, pre ktor� plat¡ ~x = ~y,
m��e by� mnoho.)

Priraden¡m x 7! ~x je de�novan� surjekt¡vne zobrazenie X ! X=�, ktor� naz�vame
prirodzenou alebo tie� kanonickou projekciou mno�inyX na faktorov£ mno�inuX=�.

Na faktorov£ mno�inu X=� sa mo�no d¡va� dvojak�m sp�sobom. Jednak ako na
v�sledok stoto�nenia �i zlepenia navz jom ekvivalentn�ch prvkov mno�inyX; v takom
pr¡pade sa na bloky ~x d¡vame predov¨etk�m ako na prvky, ktor� vznikli "stiahnut¡m\celej triedy ~x do jedin�ho bodu, a vedome si nev¨¡mame fakt, �e s£ to z rove¤mno�iny.
Pou�it¡m n zvu "faktorov  mno�ina\ nazna�ujeme, �e v danej chv¡li d vame tomuto
poh�adu prednos�. Na druhej strane sa na mno�inu X=� mo�no d¡va� ako na rozklad
mno�iny X na navz jom disjunktn� nepr zdne mno�iny ~x.
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Rozkladom mno�iny X naz�vame �ubovo�n� syst�m (t. j. mno�inu) jej nepr zd-
nych podmno�¡n R tak�, �e ka�d� prvok mno�iny X padne do pr ve jednej mno�iny
zo syst�mu R. In�mi slovami, syst�m R nepr zdnych podmno�¡n mno�iny X je jej
rozkladom pr ve vtedy, ke� sp�¤a nasleduj£ce dve podmienky:
(1) zjednoten¡m v¨etk�ch mno�¡n A 2 R je cel  mno�ina X, t. j.

(8x 2 X)(9A 2 R)(x 2 A);
(2) mno�iny z R s£ navz jom disjunktn�, t. j.

(8A;B 2 R)(A 6= B ) A \B = ;).
�ahko mo�no nahliadnu�, �e faktorov  mno�inaX=�mno�inyX pod�a ekvivalencie

� je z rove¤ rozkladom mno�iny X, ktor� je tvoren� triedami navz jom ekvivalent-
n�ch prvkov. Taktie� naopak, ka�d� rozklad R mno�iny X ur�uje predpisom

x �R y , (9A 2 R)(x; y 2 A)

ekvivalenciu na mno�ine X. Inak povedan�, prvky x; y 2 X s£ vo vz�ahu ekviva-
lencie ur�enej rozkladom R pr ve vtedy, ke� sa nach dzaj£ v tej istej (jednozna�ne
ur�enej) mno�ine z tohto rozkladu. �itate�ovi prenech vame, aby si samostane overil,
�e takto de�novan� vz�ah �R je reex¡vny, symetrick� a tranzit¡vny, t. j. m  v¨etky
tri po�adovan� vlastnosti ekvivalencie, ako aj rovnos� X=�R = R, t. j. �e rozklad
(faktorov  mno�ina) ur�en� ekvivalenciou �R spl�va s p�vodn�m rozkladom R.

0.6.1. Pr¡klad. Rozklad prisl£chaj£ci k spom¡nanej ekvivalencii x � y , jxj = jyj
na mno�ine C je vlastne rozkladom komplexnej roviny na navz jom s£stredn� kru�nice
so stredom v po�iatku 0 a �ubovo�n�m polomerom r � 0 (kru�nicu s nulov�m polo-
merom prirodzene stoto�¤ujeme s jej stredom).

0.7. O matematick�ch d�kazoch

Matematika je veda vybudovan  preva�ne (hoci nie v�lu�ne) dedukt¡vne. To znamen ,
�e v tej-ktorej matematickej te¢rii vych dzame z ur�it�ch z kladn�ch pojmov, ktor�
pova�ujeme za intuit¡vne jasn� v�aka ist�m s nimi spojen�m n zorn�m predstav m.
�al¨ie pojmy potom de�nujeme pomocou pojmov z kladn�ch alebo sk�r de�novan�ch.
Z kladn� pojmy ozna�uj£ z kladn� objekty, ktor� tvoria predmet n ¨ho ¨t£dia, alebo
ur�it� z kladn� vz�ahy medzi nimi. Tieto objekty a vz�ahy s£ charakterizovan� ist�mi
v�chodz¡mi tvrdeniami, ktor�m hovor¡me axi¢my. V najjednoduch¨¡ch pr¡padoch je
platnos� axi¢m jasn  z n zoru, ktor� stoj¡ v pozad¡ pr¡slu¨nej te¢rie. V zlo�itej¨¡ch
pr¡padoch v¨ak m��u n zorn� predstavy zlyha� { vtedy sa na axi¢my d¡vame ako na
implicitn� de�n¡cie z kladn�ch pojmov. To znamen , �e rezignujeme na ot zku, �o

"naozaj\ ozna�uj£ z kladn� pojmy. M��u ozna�ova� �oko�vek, �o sp�¤a dan� axi¢my {
to je v¨etko, �o o nich predpoklad me. Zisk z tak�hoto pr¡stupu spo�¡va v univerz l-
nosti matematiky { aj v�sledky matematick�ch te¢ri¡ sa potom vz�ahuj£ na ve�mi
r�znorod� oblasti reality. Toti� na tie, v ktor�ch mo�no interpretova� z kladn� pojmy
danej te¢rie tak, �e s£ pritom splnen� jej axi¢my.

Pri dedukt¡vnej v�stavbe nejakej te¢rie vyvodzujeme �al¨ie poznatky z jej axi¢m
logick�mi prostriedkami, t. j. dokazujeme ich. T�mto dok zan�m poznatkom hovor¡me
vety, tvrdenia, lemy a d�sledky, �¡m nazna�ujeme r�zny stupe¤ d�le�itosti, ktor� im
pripisujeme. N zvom veta ozna�ujeme tie najd�le�itej¨ie z nich, menej d�le�it� naz�-
vame tvrdeniami a tvrdenia pomocn�ho charakteru ozna�ujeme ako lemy. D�sledky,
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ako u� samotn� n zov napoved , prip jame ako bezprostredn� d�sledky niektor�ch
viet, tvrden¡ �i liem, pokia� ich v�znam nedosahuje £rove¤ viet. Poznamenajme, �e
toto rozdelenie m  zna�ne subjekt¡vny charakter a v�voj ho �asto zvykne prekona�.
Mnoh� vety �asom upadaj£ do zabudnutia, k�m naopak mnoh� lemy postupne nado-
b£daj£ na v�zname.

Z kladn�m prostriedkom odvodzovania nov�ch poznatkov v dedukt¡vnej te¢rii je
d�kaz. V tomto paragrafe sa ve�mi stru�ne zozn mime s hlavn�mi typmi matema-
tick�ch d�kazov: s priamym d�kazom, s nepriamym d�kazom a s d�kazom sporom.
Uvid¡me, �e toto rozdelenie tak trochu s£vis¡ so strat�giou vedenia pr¡slu¨n�ho d�kazu.
V nasleduj£com paragrafe sa e¨te zozn mime s d�kazom matematickou indukciou.

V��¨ina matematick�ch tvrden¡ m  tvar implik cie P ) Q, t. j. tvrd¡ sa v nich,
�e z predpokladu P vypl�va z ver Q. Pritom predpoklad P je �asto konjunkciou
nejak�ch diel�¡ch predpokladov, �i�e m  tvar P1 & : : : & Pn. Na tomto mieste sa
obmedz¡me na nieko�ko pozn mok o d�kazoch tvrden¡ tak�hoto tvaru.

0.7.1. Priamy d�kaz. Pri priamom d�kaze implik cie P ) Q dokazujeme (�i sa
aspo¤ pok£¨ame dok za�) z ver Q z predpokladu P . Spo�iatku sa sna�¡me dok za�
priamo z ver Q z dan�ch axi¢m a u� sk�r dok zan�ch tvrden¡. Postupujeme pri tom
tak �aleko, ako sa len d , pri�om jedn�m o�kom st le po¨ku�ujeme po predpoklade P ,
�i diel�¡ch predpokladoch P1; : : : ; Pn. Vo chv¡li, ke� u� nevieme ako �alej, siahneme
po tom z diel�¡ch predpokladov Pi, ktor� n m umo�n¡ pohn£� sa dopredu. Op�� po-
stupujeme �alej a vo vhodnej chv¡li zasa pou�ijeme niektor� diel�¡ predpoklad Pj (nie
nevyhnutne r�zny od Pi). Ak sme £spe¨n¡, nakoniec sa n m podar¡ dospie� k z veru
Q, �¡m d�kaz kon�¡. Ak sme ne£spe¨n¡, mus¡me to sk£si� inak, pr¡padne sa zamyslie�
nad ot zkou, �i spom¡nan  implik cia v�bec plat¡.

M��e sa sta�, �e pri na¨om £spe¨nom d�kaze sme nepou�ili v¨etky diel�ie pred-
poklady P1; : : : ; Pn, ale povedzme prv� a posledn� z nich sme nepotrebovali. To zna-
men , �e miesto p�vodn�ho tvrdenia (P1 & P2 & : : : & Pn�1 & Pn) ) Q sme
dok zali silnej¨ie tvrdenie (P2 & : : : & Pn�1) ) Q.

0.7.2. Nepriamy d�kaz. Pri nepriamom d�kaze implik cie P ) Q dokazujeme
miesto nej logicky ekvivalentn£ tzv. transponovan£ implik ciu :Q ) :P pr ve
op¡sanou met¢dou priameho d�kazu. Za t�m £�elom b�va �asto u�ito�n� (pokia� to
ide) roz�leni� predpoklad :Q na konjunkciu diel�¡ch predpokladov R1 & : : : & Rm.
Ak p�vodn� predpoklad P bol konjunkciou diel�¡ch predpokladov P1 & : : : & Pn, tak
jeho neg cia :P je ekvivalentn  s alternat¡vou :P1 _ : : : _ :Pn. Potom transponovan 
implik cia :Q ) :P je logicky ekvivalentn  s �ubovo�nou z implik ci¡

(:Q & P1 & : : : & Pi�1 & Pi+1 & : : : & Pn) ) :Pi;

kde 1 � i � n. Nov� z ver :Pi sa, samozrejme, usilujeme vybra� �o najv�hodnej¨ie,
na �o neexistuje jednozna�n� recept, no �asom sa n m azda podar¡ nadobudn£� cit,
ktor�m sa budeme m�c� riadi�.

0.7.3. D�kaz sporom. D�kaz sporom do istej miery pripom¡na nepriamy d�kaz a
�asto sa s n¡m zvykne zamie¤a�. Najm� za�iato�n¡k by mal k nemu siahnu� a� vtedy,
ke� sa mu priamy ani nepriamy d�kaz nedar¡, pr¡padne ke� v ¤om skrsne podozrenie,
�e dokazovan� tvrdenie neplat¡. Namiesto dokazovanej implik cie P ) Q prijmeme
predpoklad P & :Q, ktor� je logicky ekvivalentn� s jej neg ciou :(P ) Q). Tento
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predpoklad sa usilujeme dovies� k sporu, �¡m sa mysl¡ nejak� logicky absurdn� z ver,
ako napr. x 6= x, alebo spor s niektor�m z p�vodn�ch predpokladov P , :Q, pr¡padne
spor s niektorou z axi¢m alebo s niektor�m zo sk�r dok zan�ch tvrden¡.

Na rozdiel od priameho alebo nepriameho d�kazu, d�kaz sporom nem  vopred
stanoven� smer ur�en� nejak�m zn mym z verom { ten by sa mal objavi� a� v jeho
priebehu. Ak sa ani pokus dovies� k sporu predpoklad P & :Q neskon�¡ £spe¨ne, je
namieste pok£si� sa ho dok za�, to znamen  vyvr ti� p�vodn£ hypot�zu P ) Q.

0.7.4. D�kaz ekvivalencie. Niekedy sa n m m��e podari� dok za� ekvivalenciu
P , Q postupnos�ou logicky ekvivalentn�ch krokov, no to je sk�r v�nimka ne�
pravidlo. Vo v¨eobecnosti si jej d�kaz vy�aduje dok za� zvl ¨� ka�d£ z implik ci¡
P ) Q, Q ) P . Pritom na ka�d£ z nich mo�no pou�i� �ubovo�n£ z troch sk�r spom¡-
nan�ch met¢d. �asto sa jedna z uveden�ch implik ci¡ dokazuje priamo a druh  nepria-
mo, teda d�kaz uvedenej ekvivalencie pozost va napr. z priamych d�kazov implik ci¡
P ) Q a :P ) :Q.

V na¨om kurze sa neraz stretneme s vetami, v ktor�ch sa tvrd¡ ekvivalencia via-
cer�ch podmienok P1; : : : ; Pn. V tom je zahrnut�ch n(n � 1) jednotliv�ch implik ci¡
Pi ) Pj pre r�zne i; j � n. Dokazova� ich v¨etky by pre n � 3 bolo zna�ne neefekt¡vne
a taktie� zbyto�n�. Sta�¡ toti� dok za� n implik ci¡ tvoriacich cyklus

P�(1) ) P�(2) ) : : : ) P�(n�1) ) P�(n) ) P�(1);

kde � je �ubovo�n  permut cia mno�iny indexov f1; : : : ; ng, ktor£ si vol¡me tak, aby
to bolo �o najv�hodnej¨ie.

S pr¡kladmi v¨etk�ch uveden�ch typov d�kazov sa budeme v na¨om kurze neust le
stret va�.

0.8. Matematick  indukcia a rekurzia

Mno�inu v¨etk�ch nez porn�ch cel�ch �¡sel zna�¡me N = f0; 1; 2; : : : ; g a naz�vame ju
tie� mno�inou v¨etk�ch prirodzen�ch �¡sel.

0.8.1. D�kaz matematickou indukciou. Platnos� nejak�ho tvrdenia P (n) pre
v¨etky prirodzen� �¡sla, t. j. tvrdenie (8n 2 N)P (n) sa obvykle dokazuje matema-
tickou indukciou. D�kaz indukciou spo�¡va v d�kaze dvoch tvrden¡: nato, aby sme
dok zali, �e ka�d� prirodzen� �¡slo n m  vlastnos� P , sta�¡ dok za�, �e plat¡
1� P (0), t. j. 0 m  vlastnos� P ;
2� (8n 2 N)(P (n) ) P (n+ 1)),

t. j. ak n je �ubovo�n� prirodzen� �¡slo, ktor� m  vlastnos� P , tak aj �¡slo n + 1
m  vlastnos� P .

�trukt£ru d�kazu matematickou indukciou tak mo�no zhrn£� do sch�my
�
P (0) & (8n 2 N)(P (n) ) P (n+ 1))

�
) (8n 2 N)P (n):

Bod 2� vlastne tvrd¡ platnos� v¨etk�ch implik ci¡ P (0) ) P (1), P (1) ) P (2),
P (2) ) P (3), : : : . Z bodu 1� a prvej z nich vypl�va P (1), z toho spolu s druhou
implik ciou dost vame P (2), z �oho pomocou tretej implik cie plynie P (3), at�.

Princ¡p matematickej indukcie je logicky ekvivalentn� so zdanlivo o�ividn�m prin-
c¡pom dobr�ho usporiadania, ktor� tvrd¡, �e ka�d  nepr zdna mno�ina A � N m 
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najmen¨¡ prvok. Ke��e pre v��¨inu ¨tudentov b�va tento princ¡p �ah¨ie prijate�n� ne�
princ¡p indukcie, predvedieme ako mo�no princ¡p indukcie z neho dok za�. D�kaz
princ¡pu dobr�ho usporiadania z princ¡pu indukcie prenech vame na rozmyslenie �i-
tate�ovi.

Predpokladajme teda platnos� princ¡pu dobr�ho usporiadania. Nech P je vlastnos�
tak , �e plat¡ P (0) a (8n 2 N)(P (n) ) P (n + 1)). Ozna�me A = fn 2 N; :P (n)g.
Ak neplat¡ (8n 2 N)P (n), tak A 6= ;. Nech m je najmen¨¡ prvok mno�iny A. Potom
zrejme m 6= 0 a m� 1 =2 A, teda plat¡ P (m� 1). No ke��e P (m� 1) ) P (m), plat¡
P (m), �i�e m =2 A, �o je spor.

Z pedagogick�ch d�vodov sa budeme (najm� spo�iatku) pri d�kazoch indukciou
odvol va� rad¨ej na princ¡p dobr�ho usporiadania ne� na princ¡p indukcie, a tomu
tie� podriadime redakciu d�kazu.

Pozn mka. (a) Niekedy je potrebn� miesto po�iato�n�ho tvrdenia 1� osobitne dok za�
nieko�ko prv�ch tvrden¡ P (0); P (1); : : : ; P (k) a potom prejs� k d�kazu modi�kovan�ho
tvrdenia 2�, toti� (8n � k)(P (n) ) P (n+ 1)).

(b) Indukciou mo�no dokazova� aj tvrdenia tvaru (8n � m)P (n), kde m je nejak�
pevn� prirodzen� �¡slo. Sta�¡ dok za� mierne upraven� verzie tvrden¡ 1� a 2�: P (m) a
(8n � m)(P (n) ) P (n+ 1)).

(c) Pri d�kaze indukciou mo�no bod 2� nahradi� tvrden¡m

(8n 2 N)
�
(P (0) & : : : & P (n)) ) P (n+ 1)

�
:

Inak povedan�, pri d�kaze z veru P (n+1) v bode 2� sa nemus¡me opiera� len o pred-
poklad P (n), ale v pr¡pade potreby m��eme ako predpoklady pou�i� v¨etky pred-
ch dzaj£ce tvrdenia P (0); : : : ; P (n). Tak�to d�kaz indukciou sa vlastne riadi sch�mou

(8n 2 N)
�
(8 k < n)P (k) ) P (n)

�
) (8n 2 N)P (n):

Rozmyslite si, ako je predpoklad 1�, t. j. tvrdenie P (0), u� zahrnut� v predpoklade
novej sch�my pre n = 0, t. j. v tvrden¡ (8 k < 0)(P (k) ) P (0)). �alej si premyslite,
ako mo�no transpoz¡ciou uvedenej implik cie priamo dosta� matematick£ formul ciu
princ¡pu dobr�ho usporiadania.

0.8.2. Rekurzia. Princ¡p matematickej indukcie sa pou�¡va nielen na d�kazy tvrden¡
o prirodzen�ch �¡slach. Mo�no ho pou�i� aj na kon¨trukciu r�znych, �i u� kone�n�ch
alebo nekone�n�ch postupnost¡. V takom pr¡pade miesto indukcie budeme rad¨ej ho-
vori� o postupnosti de�novanej �i zostrojenej rekurziou.

Nech X je mno�ina a F je zobrazenie, ktor� ka�dej kone�nej postupnosti, (usporia-
danej n-tici) (x1; : : : ; xn) prvkov z X (akejko�vek d��ky n 2 N) prirad¡ nejak� prvok
F (x1; : : : ; xn) 2 X. Pomocou zobrazenia F mo�no zostroji� nekone�n£ postupnos�
(an)1n=0 prvkov z X tak, �e polo�¡me

a0 = F (;); an+1 = F (a0; a1; : : : ; an)

pre ka�d� n 2 N. V takom pr¡pade, hovor¡me, �e postupnos� (an) je de�novan 
rekurziou pomocou zobrazenia F .

Druh£ rovnos� mo�no samozrejme zap¡sa� v tvare an = F (a0; a1; : : : ; an�1) pre
n > 0. Taktie� mo�no de�n¡ciu rekurziou obmedzi� len na nejak� po�iato�n� £sek
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0; 1; : : : ; n mno�iny prirodzen�ch �¡sel a dosta� tak rekurziou kone�n£ postupnos�
(a0; a1; : : : ; an). Niekedy rekurziu za�¡name nie od nuly ale od jednotky, pr¡padne
od �ubovo�n�ho prirodzen�ho �¡sla k.

Prv�m �lenom postupnosti (an) zostrojenej rekurziou pomocou zobrazenia F je
prvok a0 = F (;) 2 X. �al¨ie �leny potom vyzeraj£ takto: a1 = F (a0), a2 = F (a0; a1),
a3 = F (a0; a1; a2), : : : , an = F (a0; : : : ; an�1), an+1 = F (a0; : : : ; an), at�.

Naj�astej¨ie sa stret me s pr¡padom, ke� sa pri rekurz¡vnej kon¨trukcii �lena an+1
nepou�¡va cel  predch dzaj£ca �as� postupnosti (a0; : : : ; an) ale len jej posledn� �len
an. Napr¡klad v aritmetickej postupnosti re lnych �¡sel s po�iato�n�m �lenom a0 a
diferenciou d plat¡ an+1 = an+d; podobne rekurentn� vz�ah pre geometrick£ postup-
nos� re lnych �¡sel s po�iato�n�m �lenom a0 a kvocientom q m  tvar an+1 = qan.

In�m zn mym �¡seln�m pr¡kladom je tzv. Fibonacciho postupnos� (�n)1n=0, ktorej
rekurz¡vna de�n¡cia

�0 = �1 = 1; �n+2 = �n + �n+1

pou�¡va dva predch dzaj£ce �leny. Rozmyslite si, ako t to de�n¡cia zapad  do na¨ej
v¨eobecnej sch�my.

0.8.3. Pr¡klad. Bellove �¡sla s£ de�novan� rekurziou

B0 = 1; Bn+1 =
nX

k=0

�
n

k

�
Bk;

pri ktorej sa vyu�¡vaj£ v¨etky predch dzaj£ce �leny. Pre istotu pripom¡name, �e
�
n

k

�
=

n!
k!(n� k)!

=
n(n � 1) : : : (n � k + 1)

k!

ozna�uje binomick� koe�cient alebo kombina�n� �¡slo ud vaj£ce po�et v¨etk�ch
k-prvkov�ch podmno�¡n n-prvkovej mno�iny.

Vypo�¡tame nieko�ko po�iato�n�ch hodn�t Bellov�ch �¡sel:

B0 = 1; B1 =
�
0
0

�
B0 = 1; B2 =

�
1
0

�
B0 +

�
1
1

�
B1 = 2;

B3 =
�
2
0

�
B0 +

�
2
1

�
B1 +

�
2
2

�
B2 = 5;

B4 =
�
3
0

�
B0 +

�
3
1

�
B1 +

�
3
2

�
B2 +

�
3
3

�
B3 = 15;

B5 =
�
4
0

�
B0 +

�
4
1

�
B1 +

�
4
2

�
B2 +

�
4
3

�
B3 +

�
4
4

�
B4 = 52;

B6 =
�
5
0

�
B0 +

�
5
1

�
B1 +

�
5
2

�
B2 +

�
5
3

�
B3 +

�
5
4

�
B4 +

�
5
5

�
B5 = 203; : : :
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Matematickou indukciou teraz dok �eme, �e po�et v¨etk�ch rozkladov n-prvkovej
mno�iny (teda aj ekvivalenci¡ na n-prvkovej mno�ine) je rovn� �¡slu Bn. Zrejme na
pr zdnej mo�ine existuje jedin� rozklad R = ;. Predpokladajme teraz, �e pre ka�d�
k � n existuje pr ve Bk rozkladov k-prvkovej mno�iny. V¨etky rozklady (n + 1)-
prvkovej mno�iny f0; 1; : : : ; ng mo�no z¡ska� nasleduj£cim sp�sobom:
(1) zvol¡me si �ubovo�n� k � n a �ubovo�n£ k-prvkov£ podmno�inu A mno�iny

f1; : : : ; ng { to pre dan� k mo�no urobi� pr ve
�
n

k

�
sp�sobmi;

(2) vezmeme �ubovo�n� rozklad R mno�iny A { ten pod�a induk�n�ho predpokladu
mo�no vybra� pr ve Bk sp�sobmi { a mno�inu A0 = f0; 1; : : : ; ng r A prid me
k p�vodn�mu rozkladu R.

Zrejme sme takto z¡skali nejak� rozklad RA = R [ fA0g (n + 1)-prvkovej mno�iny
f0; 1; : : : ; ng, pri�om ka�d� rozklad S mno�iny f0; 1; : : : ; ng m  tvar S = RA pre
jednozna�ne ur�en£ dvojicu (R; A). V¨etk�ch rozkladov (n + 1)-prvkovej mno�iny
teda je

Pn

k=0

�
n

k

�
Bk = Bn+1.

Cvi�enia

1. Pre �ubovo�n� mno�iny X, Y s£ nasleduj£ce ¨tyri podmienky ekvivalentn�:
(i) X � Y , (ii) X \ Y = X, (iii) X [ Y = Y , (iv) X r Y = ;.
Dok �te.

2. Vz�ah inkl£zie je reex¡vny a tranzit¡vny, t. j. pre �ubovo�n� mno�iny X, Y , Z plat¡:
(a) X � X; (b) X � Y & Y � Z ) X � Z

Dok �te. N jdite pr¡klad dosved�uj£ci, �e nie je symetrick�.

3. NechZ= f: : : ;�2;�1; 0; 1; 2; : : :g ozna�uje mno�inu v¨etk�ch cel�ch �¡sel. Pre ka�d� 0 6= n 2Z

ozna�me nZ= fnx; x 2Zgmno�inu v¨etk�ch cel�ch �¡sel delite�n�ch �¡slom n. Dok �te, �e pre
�ubovo�n� nenulov� cel� �¡sla m, n plat¡
(a) mZ� nZ, m je n sobkom n;
(b) mZ= nZ, jmj = jnj;
(c) mZ\ nZ= kZ, kde k je najmen¨¡ spolo�n� n sobok �¡sel m a n;
(d) M��e pre niektor�m, n nasta� rovnos� mZ\nZ= ;, pr¡padnemZ\nZ= f0g? Zd�vodnite.

4. Pre �ubovo�n� mno�iny X, Y , Z plat¡

X \ Y = Y \X; X [ Y = Y [X;

X \ (Y \ Z) = (X \ Y ) \ Z; X [ (Y [ Z) = (X [ Y ) [ Z;

X \X = X; X [X = X;

X \ ; = ;; X [ ; = X;

X \ (Y [ Z) = (X \ Y ) [ (X \ Z); X [ (Y \ Z) = (X [ Y ) \ (X [ Z);

X rX = ;; X r ; = X;

X \ (Y rX) = ;; X [ (Y rX) = X [ Y;

(X \ Y ) r Z = (X r Z) \ (Y r Z); (X [ Y ) r Z = (X r Z) [ (Y r Z);

X r (Y \ Z) = (X r Y ) [ (X r Z); X r (Y [ Z) = (X r Y ) \ (X r Z);

(X r Y ) r Z = X r (Y [ Z); X r (Y r Z) = (X r Y ) [ (X \ Z);

(X r Y ) \ Z = (X \ Z)r Y; (X r Y ) [ Z = (X [ Z) r (Y r Z):
Dok �te. Pomenujte niektor� z uveden�ch vlastnost¡ bin rnych oper ci¡ \, [ a r (komu-
tat¡vnos�, asociat¡vnos�, : : : ).

5. Pre �ubovo�n� mno�iny X, Y , Z plat¡
X � (Y \ Z) = (X � Y ) \ (X � Z); X � (Y [ Z) = (X � Y ) [ (X � Z);

X � (Y r Z) = (X � Y ) r (X � Z); X � ; = ;:

Dok �te. Nap¡¨te analogick� vz�ahy "distribut¡vnosti\ kartezi nskeho s£�inu vzh�adom na ope-
r cie prieniku, zjednotenia a mno�inov�ho rozdielu pri n soben¡ sprava.
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6. Nech X, Y , Z s£ �ubovo�n� mno�iny. N jdite �o najprirodzenej¨iu bijekciu a k nej inverzn�
zobrazenie medzi ka�dou z nasleduj£cich dvoj¡c mno�¡n (mno�ina P(X) v¨etk�ch podmno�¡n
mno�iny X z �asti (f) sa naz�va poten�n  mno�ina mno�iny X):

(a) X � Y , Y �X; (b) X � (Y � Z), (X � Y ) � Z;

(c) (X � Y )Z , XZ � Y Z ; (d) XY�Z ,
�
XY

�Z ;
(e) Xn, Xf1;:::;ng; (f) f0; 1gX , P(X) = fA; A � Xg;

(g) XY[Z , XY �XZrY ; (h) XY �XZ , X(Y�f0g)[(Z�f1g) .

7. Nech R ozna�uje mno�inu v¨etk�ch re lnych �¡sel. Funkcie f; g; h : R! R s£ dan� predpismi
f(x) = (x + 1)2, g(x) = 1 � sin2x, h(x) = e�x. Nap¡¨te a zjednodu¨te predpisy pre zlo�en�
funkcie f � f , f � g, g � f , f � h, h � f , g � h, h � g, f � g � h, h � g � f , g � f � h a g � h � f .

8. Nech f : X ! Y je �ubovo�n� zobrazenie. Potom pre v¨etky A; B � X, C; D � Y plat¡

(a) A � B ) f(A) � f(B); (b) C � D ) f�1(C) � f�1(D);

(c) f(A \B) � f(A) \ f(B); (d) f�1(C \D) = f�1(C) \ f�1(D);

(e) f(A [B) = f(A) [ f(B); (f) f�1(C [D) = f�1(C) [ f�1(D);

(g) f(A r B) � f(A) r f(B); (h) f�1(C rD) = f�1(C) r f�1(D);

(i) f�1(f(A)) � A; (j) f
�
f�1(C)

�
� C.

Dok �te. Na pr¡kladoch sa presved�te, �e inkl£zie v pr¡padoch (c), (g), (i) a (j) nemo�no zameni�
rovnos�ami. Uk �te, �e rovnos� pre v¨etky A; B � X je v �ubovo�nom z pr¡padov (c), (g) a (i)
ekvivalentn  s injekt¡vno�ou zobrazenia f . Podobne je rovnos� pre ka�d� C � Y v pr¡pade (j)
ekvivalentn  so surjekt¡vnos�ou f .

9. Nech f : X ! Y , g : Y ! Z s£ bijekt¡vne zobrazenia. Potom (g � f)�1 = f�1 � g�1. Dok �te.
10. (a) Sformulujte pojmy �av�ho a prav�ho neutr lneho prvku bin rnej oper cie � na mno�ine X.

(b) Nech x . y = y pre v¨etky x; y 2 X. Je t to bin rna oper cia na mno�ine X asociat¡vna
resp. komutat¡vna? N jdite v¨etky �av� a v¨etky prav� neutr lne prvky oper cie ..
(c) Predpokladajme, �e e je jedin�m neutr lnym prvkom (�i u� �av�m, prav�m alebo oboj-
strann�m) bin rnej oper cie � na mno�ine X. Sformulujte pojmy �av�ho a prav�ho inverzn�ho
prvku k dan�mu prvku x 2 X.
(d) Pomocou multiplikat¡vnej tabu�ky n jdite pr¡klad (neasociat¡vnej) bin rnej oper cie � na
mno�ine X, ktor  m  jedin� (obojstrann�) neutr lny prvok e, pri�om niektor� prvok a 2 X
m  jedin� �av� inverzn� a dva r�zne prav� inverzn� prvky, a in� prvok b 2 X m  jedin� �av�
inverzn� no �iadny prav� inverzn� prvok. Ak� situ cie m��u e¨te nasta�? (Pozri cvi�enie 16.)

11. Nech % =
�
1 2 3 4
3 4 1 2

�
, � =

�
1 2 3 4
2 3 1 4

�
s£ permut cie mno�iny f1; 2; 3; 4g. Vypo�¡tajte permut cie

��1, %�1 � � %, % � �, � � %�1, % � ��1 a %�1 � � � %.
12. Nech 1 � i � n 2 N. Permut cia � 2 Sn sa naz�va i-cyklus, ak na nejakej i-prvkovej mno�ine

fa1; a2; : : : ; aig � f1; 2; : : : ; ng operuje cyklicky pod�a sch�my � : a1 7! a2 7! : : : 7! ai 7! a1
a na zvy¨ku mno�iny f1; : : : ; ng identicky, t. j. �(a) = a pre a 2 f1; : : : ; ng r fa1; : : : ; aig.
Skr tene p¡¨eme � = (a1; : : : ; ai). Dva cykly � = (a1 ; : : : ; ai), � = (b1 ; : : : ; bj) sa naz�vaj£
disjunktn�, ak s£ disjunktn� mno�iny fa1 ; : : : ; aig, fb1 ; : : : ; bjg. Zrejme identick£ permut ciu
mo�no pova�ova� za 1-cyklus a ka�d  transpoz¡cia je 2-cyklus. Dok �te postupne nasleduj£ce
tvrdenia:
(a) Nech �; � 2 Sn s£ dva cykly. Potom ��� = � �� pr ve vtedy, ke� cykly �, � s£ disjunktn�
alebo aspo¤ jeden z nich je 1-cyklus.
(b) Ka�d  permut cia � 2 Sn, je kompoz¡ciou disjunktn�ch cyklov � = �1 � : : : � �k. Ak do
tejto kompoz¡cie zahrnieme aj v¨etky 1-cykly, tak uveden� rozklad je ur�en� jednozna�ne a� na
poradie jednotliv�ch cyklov. (N vod : Vytvorte cyklus (1; �(1); �2(1); : : : ; �i�1(1)). Na zvy¨ku
mno�iny f1; : : : ; ng, ak nejak� zostal, postup opakujte.)
(c) Ka�d� cyklus je kompoz¡ciou transpoz¡ci¡ (napr. (1; 2; : : : ; n) = (1; n) � : : : � (1; 3) � (1; 2)).
(d) Ka�d  permut cia � 2 Sn je kompoz¡ciou transpoz¡ci¡.
(e) D��ka i-cyklu � je j�j = i � 1 a jeho znak je sgn� = (�1)i�1 .
(f) Nech � = �1 � : : : ��k je rozklad permut cie � na disjunktn� cykly, pri�om �j je ij -cyklus.
Potom d��ka permut cie � je j�j = i1 + : : : + ik � k a jej znak je sgn� = (�1)i1+:::+ik�k. Ak
uveden� rozklad zahª¤a aj v¨etky 1-cykly, tak j�j = n� k a sgn� = (�1)n�k.
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13. (a) Rozlo�te ka�d£ z permut ci¡ zo zadania aj v�sledkov v cvi�en¡ 11 na kompoz¡ciu disjunkt-
n�ch cyklov (vr tane 1-cyklov) a pre ka�d£ z nich ur�te jej d��ku a znamienko.
(b) Spo�¡tajte pre ka�d£ z uveden�ch permut ci¡ po�et jej inverzi¡ a porovnajte s jej d��kou.
Presved�te sa, �e obe �¡sla sa nemusia rovna�, no v�dy maj£ rovnak£ paritu.
(c) Rozlo�te permut ciu � = (1; 3; 5; 7) � (1; 2) � (2; 4; 6; 8) � (4; 5; 6) 2 S10 na disjunktn� cykly
(vr tane 1-cyklov) a ur�te jej d��ku a znamienko.

14. (a) Nech n 2 Z(pozri cvi�enie 3). Dok �te, �e vz�ahom x �n y , x � y 2 nZje de�no-
van  ekvivalencia na mno�ineZ. T£to ekvivalenciu zna�¡me tie� x � y mod n a naz�vame ju
kongruenciou modulo n.
(b) Predpokladajme, �e n > 0, a ozna�meZn = f0; 1; : : : ; n� 1g = fx 2Z; 0 � x < ng. Potom
(8x 2Z)(9!z 2Zn)(x �n z). Dok �te. Toto jednozna�ne ur�en� z 2Zn naz�vame zvy¨kom po

delen¡ �¡sla x �¡slom n.
(c) Pre �ubovo�n� n 2Zplat¡ (8x; y; u; v 2Z)(x �n y & u �n v ) x+u �n y+v & xu �n yv).
(d) Ako vyzeraj£ triedy rozkladu mno�inyZpod�a kongruencie �n?

15. Matematickou indukciou dok �te nasleduj£ce vzorce:
(a)

Pn
i=1 i = 1 + 2 + : : :+ n = 1

2
n(n+ 1);

(b)
Pn

j=1 j(j + 1) = 1 � 2 + 2 � 3 + : : :+ n(n + 1) = 1
3
n(n+ 1)(n + 2);

(c)
Pn

k=1 k
2 = 12 + 22 + : : :+ n2 = 1

6n(n + 1)(2n + 1);

(d)
Pn

k=0 q
k = 1+ q + q2 + : : :+ qn = qn+1�1

q�1
, (q 6= 1);

(e)
Pn

p=1 sinpx = sinx+ sin2x + : : :+ sinnx = sin(nx=2) sin((n+1)x=2)
sin(x=2)

, (x 6= 2k�, k 2Z);

(f)
Pn

p=0 cos px = cos 0 + cosx+ : : : + cosnx = cos(nx=2) sin((n+1)x=2)
sin(x=2) , (x 6= 2k�, k 2Z);

(g) �n =
�
1+
p
5
�
n+1�

�
1�p5

�
n+1

2n+1
p
5

, (�n s£ Fibonacciho �¡sla).

16. (a) Priamym v�po�tom overte, �e binomick� koe�cienty
�n
k

�
= n!

k!(n�k)! vyhovuj£ okrajov�m

podmienkam
�n
0

�
=

�n
n

�
= 1 a pravidlu Pascalovho trojuholn¡ka

�n+1
k+1

�
=

�n
k

�
+
� n
k+1

�
pre

0 � k < n.
(b) Ozna�me C(n; k) po�et v¨etk�ch k-prvkov�ch podmno�¡n n-prvkovej mno�iny (tzv. kom-

bina�n� �¡slo). Kombinatorickou £vahou dok �te, �e aj kombina�n� �¡sla C(n; k) vyhovuj£
rovnak�m okrajov�m podmienkam C(n; 0) = C(n; n) = 1 a pravidlu Pascalovho trojuholn¡ka
C(n+ 1; k + 1) = C(n; k) + C(n; k + 1) pre 0 � k < n.
(c) Na z klade (a) a (b) odvo�te zn my vzorec C(n; k) =

�n
k

�
. Kde treba pritom pou�i� mate-

matick£ indukciu?
(d) Pre k > n dode�nujme

�n
k

�
= C(n; k) = 0. Predpisom n � k = C(n; k) je tak de�novan 

bin rna oper cia na mno�ine N. Je t to oper cia komutat¡vna resp. asociat¡vna? M  nejak�
�av� resp. prav� neutr lny prvok? (Pozri cvi�enie 10.) Ako je to s pr¡padn�mi �av�mi �i prav�mi
inverzn�mi prvkami?
(e) Rie¨te £lohu (d) aj pre bin rnu oper ciu n � k = C(n + k; k) na mno�ine N.

17. Matematickou indukciou dok �te princ¡p dobr�ho usporiadania mno�iny N (t. j. ka�d  ne-
pr zdna podmno�ina A mno�iny N m  najmen¨¡ prvok). (N vod : Transponujte implik ciu
(8n 2 N)

�
(8k < n)P (k) ) P (n)

�
) (8n 2 N)P (n), a nahra�te vlastnos� P (n) vlastnos�ou

n =2 A.)


