4. LINEÁRNÍ PODPROSTORY a LINEÁRNÍ NEZÁVISLOST

4.1. Lineární podprostory vektorového prostoru

Mno¿ina S ⊆ V se nazýva lineární podprostor vektorového prostoru V , pokud S ≠ ∅ a pro vźechny skaláry a ∈ K a vektory x, y ∈ S platí ax ∈ S a x + y ∈ S.

Jinak øeèeno, neprázdná podmno¿ina S ⊆ V je lineární podprostor právì tehdy, kdy¿ je uzavøená na operace skalárního násobku a souètu vektorù.

Tvrzení 1. Nechż S je lineární podprostor

vektorového prostoru V . Pak 0 ∈ S a S s operacemi souètu vektorù a skalárního násobku zú- ¿enými z V na S tvoøí vektorový prostor nad èíselným tìlesem K. 1

V ka¿dém vektorovém prostoru V jsou {0} a V lineární podprostory (v pøípadì, kdy¿ V = {0}, dokonce splývají, v opaèném pøípadì jde o dva rùzné podprostory) { {0} nazývame triviální nebo té¿ nulový a V nevlastní alebo té¿ plný lineární podprostor.

Tedy pro vlastní netriviální lineární podprostor S ⊆ V platí {0} ≠ S ≠ V . Napø. ve vektorovém prostoru R^3 netriviální vlastní podprostory jsou právì vźechny pøímky a roviny procházející poèátkem 0.

Následující tvrzení charakterizuje lineární podprostory jako mno¿iny uzavøené na lineární kombinace.

Tvrzení 2. Pro libovolnou podmno¿inu S

vektorového prostoru V jsou následující podmínky ekvivalentní:

(i) S je lineární podprostor ve V ;

(ii) S ≠ ∅ a pro vźechny skaláry a, b ∈ K a vektory x, y ∈ S platí ax + by ∈ S;

(iii) pro ka¿dé n ∈ N a pro vźechny skaláry a_1, . . . , an ∈ K a vektory x_1, . . . , xn ∈ S platí

a_1x_1 + . . . + anxn ∈ S.

(a) Oznaème K^{(X)} mno¿inu vźech funkí f X → K takových, ¿e mno¿ina {x ∈ X; f (x) ≠ 0} je koneèná. Pro libovolnou lineární kombinaci funkcí f, g ∈ K^(X^) platí {x ∈ X; af (x) + bg(x) ≠ 0} ⊆ {x ∈ X; f (x) ≠ 0} ∪ {x ∈ X; g(x) ≠ 0}. Z toho vyplývá, ¿e K^{(X)} je lineární podprostor vektorového prostoru K^X. Je-li X je koneèná, tak K^{(X)} = K^X, je-li X je nekoneèná, tak K^{(X)} je netrivální vlastní podprostor v K^X.

(b) Nechż X ⊆ R je libovolná mno¿ina reálných èísel. Potom C(X, R ), nebo jen struènì C(X) oznaèuje mno¿inu vźech spojitých funkcí f X → R . Proto¿e lineární kombinace spojitých funkcií je zøejmì opìt spojitá funkce, C(X) je lineární podprostor v R^X .

4.2. Lineární obal mno¿iny vektorù

Mno¿inu vźech lineárních kombinací vektorù z podmno¿iny X vektorového prostoru V nazýváme lineárním obalem mno¿iny X a oznaèujeme ji [X]. Tedy

[X] = { a_1x_1 + . . . + anxn; n ∈ N & a_1, . . . , an ∈ K & x_1, . . . , xn ∈ X}. Je-li X = {x_1, . . . , xn} koneèná mno¿ina, tak místo [{x_1, . . . , xn}] píźeme jen [x_1, . . . , xn].

Zøejmì tento zápis má smysl i pro libovolou uspoøádanou n-ticu (ne nutnì rùzných) vektorù (x_1, . . . , xn), a platí [x_1, . . . , xn] = {a_1x_1 + . . . + anxn; a_1, . . . , an ∈ K}.

Tvrzení 3. Nechż X je podmno¿ina vek-

torového priestoru V . Potom lineární obal [X] mno¿iny X je nejmenźí lineární podprostor vektorového prostoru V takový, ¿e X ⊆ [X].

Dokázané tvrzení nás opravòuje nazývat lineární obal [X] mno¿iny X ⊆ V té¿ lineárním podprostorem generovaným mno¿inou X. Pokud [X] = S, øíkáme, ¿e X generuje lineární podprostor S, pøípadnì, ¿e X je generující mno¿ina nebo té¿ mno¿ina generátorù lineárního podprostoru S ⊆ V . Je-li S = V , t. j. je-li [X] = V , h mluvíme o generující mno¿inì. Pou¿ívá se té¿ název vytváøející mno¿ina.

Kvùli pøehlednosti jeźtì shrneme základní vlastnosti operace lineárního obalu X → [X].

Tvrzení 4. Pro libovolné podmno¿iny X, Y

vektorového prostoru V a v ∈ V platí: (a) [∅] = [0] = {0}; (b) X ⊆ [X];

(c) X ⊆ Y ⇒ [X] ⊆ [Y ];

(d) X je lineární podprostor vo V právì tehdy, kdy¿ X = [X];

(e) [[X]] = [X];

(f) v ∈ [X] ⇔ [X ∪ {v}] = [X].

4.3. Prùnik a souèet lineárních podprostorù

Nechż X, Y jsou libovolné podmno¿iny vektorového prostoru V .

Potom mno¿inu

X + Y = {x + y; x ∈ X & y ∈ Y } nazýváme souètem mno¿in X, Y .

Tvrzení 5. Nechż S, T jsou lineární podpro-

story vektorového prostoru V . Potom i S ∩ T a S + T jsou lineární podprostory ve V . Navíc platí S + T = [S ∪ T ], t. j. S + T je nejmenźí lineární podprostor ve V , který obsahuje S i T .

Sjednocení dvou lineárních podprostorù S, T vektorového prostoru V nemusí být lineárním podprostorem. Pøesnìji, S ∪ T je lineární podprostor ve V právì tehdy, kdy¿ S ⊆ T nebo T ⊆ S. Souèet lineárních podprostorù S, T vektorového prostoru V nazýváme pøímý nebo té¿ direktní souèet, pokud S ∩ T = {0}; píźeme pak S ⊕ T . Tvrzení 6. Nechż S, T jsou lineární podpro-

story vektorového prostoru V . Následující podmínky jsou ekvivalentní:

(i) S ∩ T = {0}, t._j. souèet S + T je direktní;

(ii) ka¿dý vektor z ∈ S + T má jednoznaèné vyjádøení ve tvaru z = x + y, kde x ∈ S, y ∈ T .

4.4. Lineární nezávislost

Nechż u_1, . . . , un ∈ V . Øíkáme, ¿e uspoøádaná n-tice vektorù (u_1, . . . , un) je lineárnì závislá, pokud existují skaláry c_1, . . . , cn ∈ K tak, ¿e (c_1, . . . , cn) ≠ 0 a c_1u_1 + . . . + cnun = 0. V opaèném pøípadì øíkáme, ¿e uspoøádaná n-tice vektorù (u_1, . . . , un) je lineárnì nezávislá. Pro n = 0 kvùli úplnosti dodávame, ¿e uspoøádanou 0- ticu (t. j. prázdnou posloupnost) vektorù pova¿ujeme za lineárnì nezávislou.

Místo þlineárnì (ne)závislá uspoøádaná n-tice vektorù (u_1, . . . , un)ß budeme èasto mluvit jen o lineárnì (ne)závislých vektorech u_1, . . . , un.

Podle de˛nice lineární nezávislosti jsou vektory u_1, . . . , un lineárnì nezávislé právì tehdy, kdy¿

(∀ c_1, . . . , cn ∈ K)(c_1u_1+. . .+cnun = 0 ⇒ c_1 = . . . = cn = 0).

Ètyøi jednoduchá pozorování:

(a) jediný vektor u je lineárnì nezávislý právì tehdy, kdy¿ u ≠ 0;

(b) vektory u, v jsou lineárnì závislé právì tehdy, kdy¿ jeden z nich je násobkem druhého;

(c) je-li nìkterý z vektorù u_1, . . . , un roven 0, pak jsou tyto vektory lineárnì závislé;

(d) pokud se nìkteré dva z vektorù u_1, . . . , un rovnají, pak jsou tyto vektory lineárnì závislé.

Jinak øeèeno, pouze uspoøádaná n-tice nenulových a navzájem rùzných vektorù, z kterých ¿ádný není násobkem druhého, mù¿e (ale stále jeźtì nemusí) být lineárnì nezávislá. 11

Tvrzení 7. Pre libovolné n ∈ N a u_1, . . . , un ∈

V jsou následující podmínky ekvivalentní:

(i) vektory u_1, . . . , un jsou lineárnì závislé;

(ii) nìkterý z vektorù u_k, k ≤ n, je lineární kombinací pøedcházejících;

(ii’) nìkterý z vektorù u_k, k ≤ n, je lineární kombinací nasledujících;

(iii) nìkterý z vektorov u_k, k ≤ n, je lineární kombinace ostatních.

Ka¿dý vektor x z lineárního obalu [u_1, . . . , un] mù¿eme vyjádøit ve tvaru x = c_1u_1 + . . . + cnun pro nìjakou n-ticu skalárù (c_1, . . . , cn).

Vìta 8. Vektory u_1, . . . , un jsou lineárnì ne-

závislé právì tehdy, kdy¿ ka¿dý vektor x ∈ [u_1, . . . , un] mù¿eme vyjádøit ve tvaru x = c_1u_1 + . . . + cnun pro jedinou uspoøádanou n-tici (c_1, . . . , cn) ∈ K^n.

Tvrzení 9. Nechż u_1, . . . , un, v ∈ V , pøièem¿

vektory u_1, . . . , un jsou lineárnì nezávislé. Potom následující podmínky jsou ekvivalentní:

(i) v ∈ [u_1, . . . , un];

(ii) vektory u_1, . . . , un, v jsou lineárnì závislé;

(iii) [u_1, . . . , un, v] = [u_1, . . . , un].

Vìta 10. Nechż u_1, . . . , un, v_1, . . . , vm ∈ V ,

prièem¿ vektory u_1, . . . , un jsou lineárnì nezávislé. Potom z mno¿iny {1, . . . , m} mù¿eme vybrat indexy i_1 < . . . < i_k tak, ¿e vektory u_1, . . . , un, v_{i1}, . . . , v_{ik} jsou lineárnì nezávislé a generují stejný podprostor jako vektory u_1, . . . , un, v_1, . . . , vm.