3. SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC

3.1. Maticový zápis soustavy

lineárních rovnic

Lineární rovnicí o n neznámych x_1, . . . , xn nad èíselným tìlesem K rozumíme formuli tvaru a_1x_1 + a_2x_2 + . . . + anxn = b, kde a_1, a_2, . . . , an, b ∈ K, v promìnných x_1, x_2, . . . , xn.

Soustavou m lineárních rovnic o n neznámých

x_1, x_2, . . . , xn nad èíselným tìlesem K rozumíme

konjunkci formulí tvaru

a_{11}x_1 + a_{21}x_2 + . . . + a_1nxn = b_1 a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + . . . + a_2nxn = b_2

. . . . . am_1x_1 + am_2x_2 + . . . + amnxn = bm, kde a_{ij}, b_i, pro 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, jsou skaláry z tìlesa K.

Matici A = (a_{ij}) ∈ K^m�^n nazýváme maticí soustavy, sloupcový vektor b = (b_1, . . . , bm)^T ∈ K^m nazýváme její pravou stranou. Rozźíøenou maticí soustavy nazýváme blokovou matici (A | b) ∈

Km�(n+1). Soustava sa nazývá_{homogenní}, je-li

b = 0; v opaèném pøípadì sa nazývá nehomogenní.

Uvedenou soustavu mù¿eme struènì a úspornì zapsat v maticovém tvaru

A · x = b,

resp., pokud jde o homogenní soustavu, v tvaru

A · x = 0.

Øeźením soustavy A·x = b nazýváme libovolný vektor-sloupec x = (x_1, x_2, . . . , xn)^T ∈ K^n, jeho¿ slo¿ky vyhovují ka¿dé z rovnic této soustavy, t. j. platí pro ni A · x = b. Vyøeźiż soustavu znamená najít vźechna její øeźení, t. j. popsat mno¿inu vźech jejích øeźení.

Dvì sestavy A · x = b a B · x = c, kde A, B ∈

Km�n,_{b, c ∈ K}m�1, se nazývají_{ekvivalentní},

pokud mají stejnou mno¿inu øeźení, t. j. pokud pro vźechna x ∈ K^n platí A · x = b právì tehdy, kdy¿ B · x = c.

Metoda øeźení

Rozźíøenou matici (A | b) soustavy A · x = b budeme upravovat tak, abychom dostali nìjakou inou matici (B |c), která odpovídá nové soustavì B · x = c, pøièem¿ tato splòuje nasledujúcí dvì podmínky:

(a) Je ekvivalentní s pùvodní soustavou A · x = b, t. j. má stejnou mno¿inu øeźení.

(b) Vźechna její øeźení mù¿eme pøímo vyèíst z její rozźíøené matice (B | c).

Pak øíkáme, ¿e soustava B · x = c je vyøeźená.

3.2. Redukovaný stupòovitý tvar matice

Øíkáme, ¿e prvek a_{ij} matice A ∈ K^m�^n je vedoucí prvek i-tého øádku matice A, pokud a_{ij} ≠ 0, a j = 1 nebo a_{il} = 0 pre vźechny 1 ≤ l < j.

Jinak øeèeno, vedoucí prvek nenulového øádku je první nenulový prvek tohoto øádku. Nulový øádek nemá vedoucí prvek.

Øekneme, ¿e matice A = (a_{ij}) ∈ K^m�^n je v redukovaném stupòovitém tvaru, pokud splòuje nasledující ètyøi podmínky:

(a) Je-li r_i(A) ≠ 0 a r_k(A) = 0, pak i < k;

t. j. ka¿dý nenulový øádek matice A le¿í nad ka¿dým jejím nulovým øádkem.

(b) Jsou-li a_{ij}, a_{kl} vedoucí prvky i-tého resp.

k-tého øádku a i < k, pak platí j < l;

t. j. vedoucí prvek vyźźího øádku le¿í více vlevo ne¿ vedoucí prvek ni¿źího øádku.

(c) Je-li a_{ij} vedoucí prvek i-tého øádku, pak aij = 1; t. j. vedoucí prvek ka¿dého nenulového øádku je 1.

(d) Je-li a_{ij} vedoucí prvek i-tého øádku, tak akj = 0 pro ka¿dé k ≠ i;

t. j. v sloupci, v kterém sa nachází vedoucí prvek nìjakého øádku, jsou vźechny ostatní prvky rovné 0.

Pokud matice A splòuje pouze podmínky (a), (b), øíkáme, ¿e je v stupòovitém tvaru. Pou¿ívá se té¿ název (redukovaný) schodovitý tvar. 6

Pøíklad

Matice nejsou ve stupòovitém tvaru

0
B@^{0 2 1}

1 0 0 0 0 0

1
CA

    0
    B
    B@

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1
C
CA

Matice jsou ve stupòovitém tvaru, ale nejsou v redukovaném stupòovitém tvaru.

0
B@^{2 3 0 1}

0 0 1 4 0 0 0 0

1
CA

    0
    B
    B@

1 2 3 4 0 1 2 3 0 0 1 2 0 0 0 1

1
C
CA

Matice jsou v redukovaném stupòovitém tvaru.

0
B@^{0 1 0 0}

0 0 1 0 0 0 0 1

1
CA

    0
    B
    B@

1 0 1 0 0 1 2 0 0 0 0 1 0 0 0 0

1
C
CA

Jednotková a nulová matice jsou v redukovaném stupòovitém tvaru.

Pøíklad

(B | c) =

0
B@^{1 0 −2 0 0}

0 1 6 0 0 0 0 0 1 0

1
CA_=

  0
  B@^3_0

1

1
CA

je matice v redukovaném stupòovitém tvaru nad R . Tato matica odpovídá soustavì x_1 − 2x_3 = 3 x_2 + 6x_3 = 0 x_4 = 1

v neznámých x_1, x_2, x_3, x_4, x_5. Tato soustava má nekoneènì mnoho øeźení. Ka¿dé volbì parametrù s, t ∈ R zodpovídá jedno øeźení

x_1 = 3 + 2s x_2 = − 6s x_3 = s x_4 = 1 x_5 = t. 8

3.3. Elementární øádkové a sloupcové operace (ERO a ESO)

Elementární øádkovou operací (transformací), zkrácenì ERO, na matici A ∈ K^m�^n rozumíme

I. Výmìnu dvou øádkù matice A;

II. Vynásobení nìkterého øádku matice A nenulovým skalárem z èíselného tìlesa K;

III. pøiètení skalárního násobku nìkterého øádku matice A k jejímu jinému øádku.

Matice A, B ∈ K^m�^n sa nazývají øádkovì ekvivalentní, oznaèení A ∼ B, pokud jednu z nich mù¿eme upravit na druhou koneèným poètem elementárních øádkových operací. 9

Analogické pojmy { elementární sloupcové ope-

race (ESO) a sloupcová ekvivalence matic, ozna-

èení A ≀ B.

Výmìna i-tého a k-tého øádku v matici

A =

0

B
B
B
B
B
@

r_1(A) . ri(A) . rk(A) . rm(A)

1

C
C
C
C
C
A

dostaneme matici

0

B
B
B
B
B
@

r_1(A) . rk(A) . ri(A) . rm(A)

1

C
C
C
C
C
A

Vynásobením i-tého øádku matice A skalárem

c ≠ 0 dostaneme matici

0

B
B
B
B
B
@

r_1(A) . cri(A) . rk(A) . rm(A)

1

C
C
C
C
C
A

.

Pøiètením c-násobku i-tého øádku matice A k je-

jímu k-tému øádku z ní dostaneme matici

0

B
B
B
B
B
@

r_1(A) . ri(A) . rk(A) + cri(A) . rm(A)

1

C
C
C
C
C
A

.

Je-li A � x = b soustava s rozźíøenou maticí

(A | b) a bloková matica (A0 | b0) vznikne z (A | b)

provedením jedné (nezále¿í které) ERO, pak soustava A0 · x = b0 je ekvivalentní s pùvodní soustavou A · x = b. Elementární øádkové operace na matici (A | b) toti¿ odpovídají postupné zámìnì poøadí dvou rovnic soustavy, vynásobením nìkteré rovnice nenulovým skalárem a pøiètením nìjakého násobku jedné rovnice k jiné rovnici (pøesnìji nahrazením dvojice rovnic

ri(A) � x = bi, rk(A) � x = bk

dvojicí rovnic

ri(A) � x = bi, (rk(A)+cri(A)) � x = bk +cbi).

Jde o ekvivalentní úpravy, kterými se mno¿ina øeźení soustavy nezmìní { od nové soustavy

A0_{·x = b}0 se mù¿eme vhodnou ERO vykonanou

na její rozźíøené matici opìt vrátit k pùvodní soustavì A · x = b.

Tvrzení 1. Nechż K je èíselné tìleso, A, B ∈ Km�n,_{b, c ∈ K}m. Jsou-li blokové matice_{(A | b)},

(B | c) øádkovì ekvivalentní, pak jsou i soustavy

lineárních rovnic A·x = b, B·x = c ekvivalentní.

Vìta 2. Ka¿dá matice nad èíselným tìlesem

K je øádkovì ekvivalentní s nìjakou maticí v redukovaném stupòovitém tvaru.

Tvrzení 3. Nechż A ∈ K^m�^n, b ∈ K^m a

m < n, t. j. soustavy A·x = 0, A·x = b obsahují ménì rovnic ne¿ neznámých. Potom

(a) homogenní soustava A · x = 0 má s øeźením x_0 = 0 alespoò jedno øeźení x ≠ 0;

(b) pokud existuje aspoò jedno øeźení soustavy A · x = b, pak má tato soustava více ne¿

jedno øeźení.