2. ZÁKLADY MATICOVÉHO POÈTU

2.1. Matice nad danou mno¿inou 2.1.1. Typy matic

Nechż X je libovolná mno¿ina a m, n ∈ N . Maticí typu m × n, nebo té¿ m × n-rozmìrnou maticí nad mno¿inou X rozumíme obdélníkovou tabulku

A = a_{11} a_{12} . . . a_1n a_{21} a_{22} . . . a_2n

. . ... . am_1 am_2 . . . amn ,

sestávající z prvkù mno¿iny X. Zkrácenì té¿ píźeme A = (aij)m×n, nebo pouze A = (aij).

Prvky a_{ij} ∈ X, kde 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, se nazývají prvky matice A.

Prvek aij, který se nachází v i-tém øádku a j-tém sloupci matice A nazýváme té¿ prvek v místì (na pozici) (i, j), resp. (i, j)-tý prvek matice A. Mno¿inu vźech m × n-rozmìrných matic nad mno¿inou X znaèíme X^m�^n (nìkdy té¿ Matm,n(X)). Pokud m = n, mluvíme o ètvercových maticích øádu n nad mno¿inou X. Poznamenejme, ¿e v pøípadì, kdy¿ nìkteré z èísel m, n je 0, mno¿ina X^m�^n sestáva z jediné a to prázdné matice ∅. Dále se budeme v¿dy bavit jen o maticích kladných rozmìrù m × n.

Dvì matice nad mno¿inou X pova¿ujeme za navzájem stejné neboli toto¿né, pokud mají stejné rozmìry a stejné prvky na pøísluźných místech. 2

To znamená, ¿e pro matice A = (aij)m×n, B = (bij)p×q nad X klademe A = B právì tehdy, kdy¿ m = p, n = q a pro vźechny i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n platí aij = bij. Mno¿ina matic typu 1 × n nad X splývá s mno- ¿inou X^n, pokud uspoøádané n-tice prvkù z X zapisujeme do øádku. Podobnì, pokud uspoøádané m-tice prvkù z X zapisujeme do sloupce, tak mno¿ina matic typu m × 1 nad X splývá s mno¿inou X^m.

2.1.2. Øádky a sloupce matice

Nechż A = (a_{ij}) ∈ X^m�^n. Uspoøádanou n-tici ri(A) = (ai_1, ai_2, . . . , ain) ∈ X^1×n,

kde 1 ≤ i ≤ m, nazýváme i-tým øádkem matice A. Podobnì, uspoøádanou m-tici

sj(A) = a_1j a_2j . amj ,

kde 1 ≤ j ≤ n, nazýváme j-tým sloupcem matice A.

Matici A tak mù¿eme ztoto¿nit jak se sloupcem slo¿eným z jejích øádkù tak s øádkem slo- ¿eným z jejích sloupcù, t. j.

A = a_{11} a_{12} . . . a_1n a_{21} a_{22} . . . a_2n

. . ... . am_1 am_2 . . . amn

= r_1(A) r_2(A) . rm(A)

=^( s_1(A), s_2(A), . . . , sn(A)^) .

2.1.3. Transponovaná matice

Matici, kterou získáme z matice A = (aij)m×n zámìnou jejích øádkù a sloupcù, nazývame transponovanou maticí k matici A a znaèíme ji AT . Tedy

AT = a_{11} a_{21} . . . am_1 a_{12} a_{22} . . . am_2

. . ... . a_1n a_2n . . . amn .

To znamená, ¿e A^T ∈ X^n�^m a prvek na pozici (i, j) matice AT je aji.

Zøejmì pro libovolnou matici A ∈ X^m�^n platí

(AT )T = A.

Transpozicí matic-øádkù z X^1×n dostaneme matice-sloupce z Xn×^1 a transpozicí maticsloupcù z Xm×^1 matice-øádky z X^1�^m.

Na základì této poznámky lze snadno vidìt, ¿e

pro libovolnou matici A ∈ Xm×n a 1 ≤ i ≤

m, 1 ≤ j ≤ n platí

si(AT ) = ri(A)T , rj(AT ) = sj(A)T .

Ètvercová matice A ∈ Xn×n se nazývá symetrická, pokud A = AT , t. j. pokud aij = aji pro vźechny indexy i, j = 1, . . . , n.

Posloupnost prvkù (a_{11}, a_{22}, . . . , ann) nazýváme diagonálou ètvercové matice A. Transponovanou matici k ètvercové matici A zøejmì získámé þosovou soumìrnostíß jejich prvkù podle diagonály. 7

2.1.4. Blokové matice

Nìkdy bude u¿itoèné spojit dvì matice A ∈ Xm×n^1, B ∈ Xm×n^2 se stejným poètem øádkù do jedné matice tak, ¿e pøísluźné tabulky jednoduźe napíźeme vedle sebe. Výsledná matice je typu m × (n_1 + n_2) a znaèíme ji (A, B), pøípadnì (A | B).

Podobnì mù¿eme spojit dvì matice A ∈ Xm^1×n, B ∈ Xm^2×n se stejným poètem sloupcù do jedné matice tak, ¿e pøísluźné tabulky napíźeme pod sebe. Výsledná matice je typu (m_1+m_2)×

n a znaèíme ji A B pøípadnì ( A B ) .

Právì popsané konstrukce jsou pøíklady tzv. blokových matic. Pùvodní matice, ze kterých takto vytváøíme blokovou matici, potom nazývame jejími bloky. Samozøejmì mù¿eme vedle sebe resp. pod sebe zaøadit vìtźí poèet blokù ne¿ pouze dva.

Naopak, nìkdy mù¿e být úèelné vyznaèit v dané matici nìjaké menźí obdélníkové èasti jako její bloky. Pak mluvíme o tzv. blokovém tvaru dané matice. Pøíkladom toho byl zápis matice A ∈ Xm×n jako øádku slo¿eného z jejích sloupcù, pøípadnì jako sloupce slo¿eného z jejích øádkù.

Uvedená dvì schemata vytváøení blokových matic þvedle sebeß a þpod sebeß mù¿eme kombinovat.

Napø. z matic A_{11} ∈ X^{m1}�^{n1}, A_{12} ∈ X^{m1}�^{n2},

A_{21} ∈ Xm^2�n^1, A_{22} ∈ Xm^2�n^2 mù¿eme vytvoøit

blokovou matici A_{11} A_{12} A_{21} A_{22} typu (m_1 + m_2) × (n_1 + n_2).

Tuto konstrukci mù¿eme zøejmým zpùsobem

zevźeobecnit i na vìtźí systémy matic a zapsat

ve tvaru A = (Aij)k×l = A_{11} . . . A_1l

. ... . Ak_1 . . . Akl , pøièem¿ jednotlivé bloky Aij jsou matice nad X rozmìrù mi ×nj, kde (m_1, . . . , mk), (n_1, . . . , nl) jsou nìjaké koneèné posloupnosti pøirozených èísel. Matici nad mno¿inou X z této þmatice maticß dostaneme tak, ¿e si v A odmyslíme vnitøní závorky oddìlující její jednotlivé bloky Aij.

2.2. Matice nad daným èíselným tìlesem

V celém odstavci K oznaèuje pevnì zvolené, jinak vźak libovolné èíselné tìleso. V souladu s pøedeźlým odstavcem K^m�^n, kde m, n ∈ N , oznaèuje mno¿inu vźech matic typu m × n nad èíselným tìlesem K.

2.2.1. Vektorový prostor matic

Pre pevné m, n ∈ N budeme na mno¿inì matic

Km�n de˛novat po slo¿kách operace souètu

a skalárního násobku. Tedy pro matice A = (aij)m×n, B = (bij)m×n nad K a c ∈ K po- lo¿íme A + B = (aij + bij)m×n, cA = (caij)m×n.

Souèet matic A + B je de˛novaný jen pre matice A, B stejného typu a samotná matice A+B je tého¿ typu jako A a B. Neutrálním prvkem operace sèítání na K^{m×n} je matice typu

m × n, její¿ vźechny prvky jsou nulové; nazýváme ji nulová matica typu m×n a oznaèujeme ji 0m,n, resp. 0, je-li její rozmìr jasný z kontextu nebo na nìm nezále¿í. Opaèným prvkem k matici A = (a_{ij})_{m×n} je zøejmì matice −A = (−aij)m×n. Matice pevného typu m × n nad èíselným tìlesem K s takto de˛novanými operacemi souètu a skalárního násobku tvoøí vektorový prostor nad èíselným tìlesem K tj. K^m�^n bude dále oznaèovat pøísluźný vektorový prostor.

2.2.2. Násobení matic

Nejprve sa nauèíme násobit nìkteré dvojice vektorù.

Souèinem x·y øádkového vektoru x = (x_1, . . . , xn) ∈ K^1×n a sloupcového vektoru y = (y_1, . . . , yn)T ∈ Kn×^1 rozumíme skalár x · y = (x_1, . . . , xn) · y_1 . yn = x_1y_1 + . . . + xnyn =^∑ni_{=1} xiyi .

V tomto pøípadì jde o bì¿ný þskalární souèinß vektorù x, y ∈ K^n.

Pro takto de˛novaný souèin vektorù jsou spl-

nìné dobøe známé vlastnosti þskalárního sou-

èinuß. Snadno se ovìøí, ¿e pre vźechna n ∈ N ,

c ∈ K a x, x0 ∈ K^1�n, y, y0 ∈ Kn�^1 platí

x · (y + y′) = x · y + x · y′, (x + x′) · y = x · y + x′ · y, x · cy = c(x · y) = cx · y, x · y = yT · xT .

Øíkáme, ¿e násobení øádkových a sloupcových vektorù je distributivní (z obou stran) vzhledem ke sèítání a komutuje, t. j. je zamìnitelné s operací skalárního násobku. Poslední rovnost mù¿eme chápat jako þkomutativituß tohoto souèinu; vdìèíme za ni komutativitì násobení v èíselném tìlese K.

Nechż m, n, p ∈ N a A = (a_{ij})_m�_n, B = (b_{jk})_n�_p.

Souèinem matic A, B rozumíme matici

A · B = (ri(A) · sk(B))m×p.

Vźimnìme si, ¿e souèin matic A, B je de˛novaný, pouze pokud se poèet sloupcù matice A rovná poètu øádkù matice B, t. j. práve tehdy, kdy¿ øádky matice A a sloupce matice B mají stejný rozmìr.

Souèin matic typù m × n a n × p je matice typu m × p, co¿ si mù¿eme lehce zapamatovat v symbolickém tvaru [m × n] · [n × p] = [m × p], pøipomínajícím rozmìrové vztahy ve fyzice.

Prvek na pozici (i, k) matice A · B dostaneme jako souèin i-tého øádku matice A a k-tého sloupce matice B, tedy jako výraz

ri(A) · sk(B) = (a_1, . . . , an) · b_1k . bnk = ai_1b_1k + . . . + ainbnk = ∑n j=1 aijbjk . Snadno pak ovìøíme následující rovnosti

ri(A · B) = ri(A) · B, sk(A · B) = A · sk(B).

Násobení matic je (z obou stran) distributivní

vzhledem ke sèítání. To znamená, ¿e pro li-

bovolné m, n ∈ N a matice A, A0 ∈ K^m�^n,

B, B0 ∈ Kn�p platí

A · (B + B′) = A · B + A · B′, (A + A′) · B = A · B + A′ · B.

Z distributivity souèinu vektorù vzhledem k jejich souètu je toti¿ jasné, ¿e (i, k)-tý prvek matice A · (B + B0) je ri(A)· sk(B + B′) = ri(A) · (sk(B) + sk(B′)) = ri(A) · sk(B) + ri(A) · sk(B′), tedy sa rovná (i, k)-tému prvku matice A·B+ A · B′. Podobnì pro druhou rovnost.

Podobnì, s vyu¿itím zamìnitelnosti souèinu vektorù a skalárního násobku mù¿eme dokázat, ¿e pre libovolný skalár c ∈ K a vźechny matice A ∈ Km�n, B ∈ Kn�p platí A · cB = c(A · B) = cA · B.

Øíkáme pak, ¿e násobení matic komutuje, t. j. je zamìnitelné s operací skalárního násobku. 18

Násobení matic je té¿ asociatívní : pro m, n, p, q ∈ N a A ∈ Km�n, B ∈ Kn�p, C ∈ Kp�q platí

A · (B · C) = (A · B) · C.

Pro dùkaz toho si staèí uvìdomit, ¿e pro libovolné vektory x = (x_1, . . . , xn) ∈ K^1�^n, y = (y_1, . . . , yp)T ∈ Kp�^1 platí

x · (B · y) = (x_1, . . . , xn) · ∑p k=1 b_1kyk . ∑p k=1 bnkyk = ∑n j=1 xj (∑p k=1 bjkyk ) = = ∑p k=1 (∑ n j=1 xjbjk ) yk

= (∑ n j=1 xjbj_1, . . . , ∑n j=1 xjbjp ) · y_1 . yp = (x · B) · y.

Pak pro 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ l ≤ q, je i-tý prvek na pozici (i, l) matice A · (B · C)

ri(A) · sl(B · C) = ri(A) · (B · sl(C)) = (ri(A) · B) · sl(C) = ri(A · B) · sl(C),

tedy sa rovná (i, l)-tému prvku matice (A·B)·C.

Ètvercovou matici øádu n, která má vźechny prvky na diagonále rovné 1 a mimo diagonálu 0, oznaèujeme In a nazývame jednotková matice øádu n.

S pou¿itím tzv. Kroneckerovho symbolu δij = { 1, pro i = j, 0, pro i ≠ j, mù¿eme psát

In = (δij)n�n = 1 0 . . . 0 0 0 1 . . . 0 0 . . ... . . 0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 0 1 .

Jednotkové matice hrají úlohu neutrálních prvkù pro násobení matic. Pro ka¿dou matici A ∈

Km�n platí

Im · A = A = A · In.

Mno¿ina K^n�^n vźech ètvercových matic øádu n je kromì struktury vektorového prostoru vybavená asociativní operací násobení, která je (z obou stran) distributivní vzhledem ke sèítání matic, komutuje s operací skalárního násobku a jednotková matica In je její neutrální prvek. To nám, podobnì jako pro prvky èíselného tìlesa K, umo¿òuje zavést i mocniny ètvercových matic.

Pre A ∈ K^n�^n, klademe A^0 = In a Ak = A · . . . · A k-krát , pro 0 < k ∈ N ; tedy A^1 = A, A^2 = A · A,

A^3 = A · A · A, atd. 21

Uvìdomme si, ¿e pro n > 1 { naproti komutativitì násobení v èíselném tìlese K { násobení matic z pozièních dùvodù není komutativní na

Kn�n. Napøíklad ( 1 1 0 1 ) · ( 0 1 1 1 ) = ( 1 1 + 1 1 1 )

( 0 1 1 1 ) · ( 1 1 0 1 ) = ( 0 1 1 1 + 1 ) .

Naproti tomu komutativita násobení v èíselném tìlese K má za dùsledek, ¿e pre vźechna m, n, p a matice A ∈ Km�n, B ∈ Kn�p platí rovnost

(A · B)T = BT · AT .

Toti¿

ri(A) · sk(B) = sk(B)T · ri(A)T = rk(BT ) · si(AT ).

2.2.3. Operace s blokovými maticemi

Operace maticového souètu a skalárního násobku mù¿eme na blokových maticích rozlo- ¿it na jednotlivé bloky. Jsou-li A = (A_{ij})_k�_l,

B = (Bij)k�l blokové matice nad èíselným tì-

lesem K a odpovídající si si bloky A_{ij}, B_{ij} se stejným typem m_i×n_j, tak jejich souèet je opìt bloková matica

A + B = (Aij + Bij)k×l s bloky stejných typù. S operací skalárnho násobku je to jeźtì jednoduźźí, toti¿ nemusíme se starat o shodnost rozmìrù jednotlivých blokù.

Pre c ∈ K dostaneme cA = (cAij)k�l. Bloková struktura sa pøenáźí i na souèin matic za podmínky, ¿e sloupce první matice jsou ve stejném poøadí rozdìleny na stejný poèet stejnì velkých skupin, øeknìme n_1 +n_2 +. . .+nν, jako sloupce druhé matice. Tedy pokud A =

(Aij)μ�ν, B = (Bjk)ν�ϑ jsou blokové matice nad K, pøièem¿ blok Aij je typu mi × nj a blok Bjk typu n_j ×p_k, tak jejich souèin je bloková matice tvaru A · B = (C_{ik})_μ�_ϑ, kde blok

Cik = Ai_1 · B_1k + Ai_2 · B_2k + . . . + Ain · Bnk

je typu m_i×p_k. Blokové matice násobíme stejnì jako þobyèejnéß matice, jen s tím rozdílem, ¿e souèet resp. souèin v èíselném tìlese K nahradíme souètem resp. souèinem matic.