1. VEKTOROVÉ

PROSTORY

1.1. Základní èíselné obory

N { mno¿ina vźech pøirozených èísel, Z { mno¿ina vźech celých èísel, Q { mno¿ina vźech racionálních èísel, R { mno¿ina vźech reálnych èísel, C { mno¿ina vźech komplexních èísel. Nulu pova¿ujeme za pøirozené èíslo, t. j. 0 ∈ N . Imaginární jednotku (která je prvkem C \ R ) budeme znaèit ı. 1

Prvky výźe uvedených èíselných oborù Q , R , C nazýváme èasto skaláry. V dalźím budeme pøedpoklad, ¿e mno¿ina K je rovna nìkterému z èíselných oborù Q , R , C a budeme mluvit o èíselném tìlese.

Na ka¿dé z tìchto mno¿in jsou de˛nované dvì binárneí operace, sèítání + a násobení · a obì tyto operace jsou asociativní a komutativní. (∀ x, y, z ∈ K)(x + (y + z) = (x + y) + z)), (∀ x, y ∈ K)(x + y = y + x). Navíc, násobení je (z obou stran) distributivní vzhledem ke sèítání, t. j. pro vźechny prvky x, y, z pøísluźné mno¿iny platí x(y + z) = xy + xz, (x + y)z = xz + yz. Èíselný obor N je v porovnání s obory Z, Q , R a C jaksi chudźí { rovnice tvaru x + a = b mají v oborech Z, Q , R , C øeźení x = b − a pro libovolná a, b, ale v N je takováto rovnice øeźitelná pouze pro a ≤ b.

Obory Q , R a C jsou vźak bohatźí nejen v porovnání s N , ale i s Z { rovnice tvaru ax = b mají v oborech Q , R , C øeźení pro libovolná a ≠ 0 a b, ale v N èi Z jsou øeźitelné pouze pokud je a dìlitelem b. 2

1.2. Geometrická interpretace vektorù v rovinì a v tøírozmìrném prostoru

Vektory v rovinì èi v prostoru si pøedstavujeme jako orientované úseèky, t. j. úseèky, jejich¿ jeden krajní bod pova¿ujeme za poèáteèní a druhý za koncový { ten je oznaèený obvykle źipkou.

Pøitom dvì stejnì dlouhé, rovnobì¿né a souhlasnì orientované úseèky pøedstavují ten stejný vektor { øíkáme, ¿e jsou umístìní tého¿ vektoru.

Zvolíme-li si nìjaký pevný bod O, pak vźechny vektory v rovinì èi v prostoru mù¿eme jednoznaènì reprezentovat jako orientované úseèky −→ OA s poèátkem v O, prièem¿ jejich koncem mù¿e být libovolný bod A roviny èi prostoru, bod O nevyjímaje { orientovaná úseèka −−→ OO toti¿ pøedstavuje tzv. nulový vektor. 3

Vektory v rovinì èi v prostoru mù¿eme sèítat pomocí tzv. vektorového rovnobì¿níku. Souèet vektorù u = −→OA, v = −−→OB je potom znázornìný orientovanou uhlopøíèkou u+v = −−→OC rovnobì¿- níka, jeho¿ dvì pøilehlé strany tvoøí úseèky OA, OB.

u v u_+ v O A

B C

Vektory mù¿eme rovnì¿ násobit libovolnými skaláry, t. j. v naźem pøípadì reálnými èísly: pokud c ∈ R a v je vektor, tak cv je vektor, t. j. orientovaná úseèka s poèátkem v O, její¿ délka je |c|-násobkom délky úseèky v, le¿í na té stejné pøímce jako v a je orientovaná souhlasnì s v, pokud c > 0, resp. nesouhlasnì s v, pokud c < 0, (je-li c = 0 nebo v je nulový vektor, tak, samozøejmì, i cv je nulový vektor, tak¿e nezále¿í na jeho smìru ani orientaci).

Pokud si mimo poèátku O zvolíme v rovinì èi priostoru jeźtì dvì resp. tøi souøadné osy, t. j. navzájem kolmé pøímky procházející poèátkem, a na ka¿dé z nich jeden bod ve stejné jednotkové vzdálenosti od poèátku, dostaneme pravouhlý souøadnicový systém v rovinì èi v prostoru. Ka¿dý bod roviny èi prostoru je potom jednoznaènì urèený uspoøádanou dvojicí, resp. trojicí svých souøadnic a naopak, ka¿dá dvojice resp. trojice souøadnic jednoznaènì urèuje nìjaký bod roviny èi prostoru. 5

Rovnì¿ ka¿dý vektor v rovinì èi v prostoru je potom jednoznaènì urèený souøadnicemi svého koncového bodu a naopak libovolná uspoøádaná dvojice resp. trojice souøadnic jednoznaènì urèuje nìjaký vektor v rovinì èi prostoru. Pøi pevném souøadnicovém systému tak mù¿eme mno¿inu vźech vektorù v rovinì ztoto¿nit s mno- ¿inou R^2 a mno¿inu vźech vektorù v prostoru s mno¿inou R^3.

Jsou-li (pøi takovémto ztoto¿nìní) u = (u_1, u_2) ∈

R^2, v = (v_1, v_2) ∈ R^2 dva vektory v rovinì,

tak snadno ovìøíme, ¿e pro jejich souèet u+v,

daný vektorovým rovnobì¿níkem, platí

u + v = (u_1, u_2)+(v_1, v_2) = (u_1 +v_1, u_2 +v_2).

Je-li c ∈ R , pak pro skalární násobek cu do-

stáváme

cu = c(u_1, u_2) = (cu_1, cu_2).

Podobnì to mù¿eme ovìøit pro vektory v prostoru, t. j. uspoøádané trojice reálných èísel.

Navíc si vźimnìme, ¿e pøedpoklady kolmosti souøadných os a rovnosti jednotkových délek v jednotlivých smìrech nehrály v naźich úvahách ¿ádnou roli. Staèí, aby systém souøadných os tvoøily dvì rùznobì¿né pøímky (v rovinì) resp. tøi pøímky nele¿ící v rovinì (v priestore) protínající se v poèátku O. Za jednotkové délky ve smìrech jednotlivých souøadných os mù¿eme zvolit délky libovolných (ne nutnì stejnì dlouhých) úseèek.

1.3. Vektorové prostory

Buï K èíselné tìleso. Vektorovým nebo té¿ lineárním prostorem nad K nazývame mno¿inu V s význaèným prvkem 0 a dvìma binárními operacemi { sèítáním + : V × V → V a násobením · : K × V → V { takovými, ¿e platí

(∀ x, y, z ∈ V )(x + (y + z) = (x + y) + z)), (∀ x, y ∈ V )(x + y = y + x), (∀ x ∈ V )(x + 0 = x), (∀ x ∈ V )(∃ y ∈ V )(x + y = 0), (∀ a, b ∈ K)(∀ x ∈ V )(a · (b · x) = (ab) · x), (∀ x ∈ V )(1 · x = x), (∀ a ∈ K)(∀ x, y ∈ V )(a · (x + y) = (a · x) + (a · y)), (∀ a, b ∈ K)(∀ x ∈ V )((a + b) · x = (a · x) + (b · x)).

Skaláry znaèíme þobyèejnýmiß malými latinskými písmeny a vektory tuènými malými latinskými písmeny.

Poznámka. I kdy¿ sèítání skalárù v èíselném

tìlese K a sèítání vektorù znaèíme stejným znakem +, jde o rùzné operácie. Podobnì násobení v èíselném tìlese a násobení vektoru skalárem jsou rùzné operace, aèkoliv obì znaèíme · . Pozdìji tento pøístup dovedeme jeźtì dále, kdy¿ budeme stejnì znaèit pøísluźné operace a nuly v rùzných vektorových prostorech.

Z formálního hlediska pøipomínají axiómy vektorového prostoru vlastnosti èíselného tìlesa K: sèítání vektorù je opìt asociativní a komutativní binární operace na V s neutrálním prvkem 0 ∈ V , operace násobení vektoru skalárem splòuje jakousi podmínku þasociativnostiß,

1 ∈ K je její þneutrální prvekß a platí dva þdis-

tributívní zákonyß.

Jeden podstatný rozdíl { násobení v èíselném tìlese K je binární operací na mno¿inì K, t. j. zobrazením · : K × K → K, násobení ve vektorovém prostoru V nad èíselným tìlesem K není binární operace na V , ale binární operace · : K × V → V . To nám vźak nebrání zavést obdobné dohody jako pro operace v èíselném tìlese: násobení má pøednost pøed sèítáním a znak násobení budeme vìtźinou vynechávat, t. j. budeme napø. psát ax+y namísto (a·x)+y. Rovnì¿ budeme vynechávat závorky, jejich¿ umístìní neovlivní výslednou hodnotu výrazù jako napø. v abx nebo a_1x_1 + . . . + anxn. Poslední výraz budeme takté¿ znaèit n∑ i=1 aixi a nazývat lineární kombinací vektorù x_1, . . . , xn s koe˛cienty a_1, . . . , an.

Speciálnì pro n = 1 to znamená^{∑1}i_{=1} aixi = a_1x_1; kvùli úplnosti pro n = 0 jeźtì klademe prázdnou lineární kombinaci^{∑0}i_{=1} aixi rovnou 0. Tvrzení 1. Nechż V je vektorový prostor

nad èíselným tìlesem K. Pak pro libovolné n ∈ N , a, b, a_1, . . . , an ∈ K a x, y, z, x_1, . . . , xn ∈ V platí

(a) x + y = x + z ⇒ y = z, (b) (ax = ay & a ≠ 0) ⇒ x = y,

(ax = bx & x ≠ 0) ⇒ a = b,

(c) a0 = 0 = 0x, (d) ax = 0 ⇒ (a = 0 ∨ x = 0), (e) −x = (−1)x, (f) a(x − y) = ax − ay,

(a − b)x = ax − bx,

(g) a(x_1 + . . . + xn) = ax_1 + . . . + axn,

(a_1 + . . . + an)x = a_1x + . . . + anx.

Prvek y ∈ V takový, ¿e x + y = 0, je k danému x ∈ V urèený jednoznaènì { znaèíme ho −x a nazývame opaèný vektor k x. 11

1.4. Pøíklady vektorových prostorù

1. Èíselná tìlesa

Zøejmì ka¿dé èíselné tìleso K mù¿eme pova- ¿ovat za vektorový prostor nad sebou samým.

2. n-rozmìrné øádkové a sloupcové vektory nad daným èíselným tìlesem K

Pro libovolné èíselné tìleso K a n ∈ N mno¿ina Kn = {(x_1, . . . , xn); x_1, . . . , xn ∈ K} vźech uspoøádaných n-tic prvkù z K spolu s operacemi

x + y = (x_1, . . . , xn) + (y_1, . . . , yn) = (x_1 + y_1, . . . , xn + yn), cx = c(x_1, . . . , xn) = (cx_1, . . . , cxn), kde x = (x_1, . . . , xn) ∈ K^n, y = (y_1, . . . , yn) ∈ K^n a c ∈ K, tvoøí vektorový prostor nad èíselným tìlesem K. 12

Zøejmì uspoøádaná n-tice 0n = (0, . . . , 0) hraje úlohu nulového vektoru v K^n. Pokud bude potøebné rozliźit nulové vektory v prostorech K^n pro rùzná pøirozená èísla n, budeme pro nulový vektor v K^n pou¿ívat oznaèení 0n. Opaèný prvok k x = (x_1, . . . , xn) ∈ K^n je zøejmì −x = −(x_1, . . . , xn) = (−x_1, . . . , −xn) Øíkáme, ¿e operace na K^n jsou de˛novány po souøadnicích. Prvky tohoto vektorového prostoru nazývame n-rozmìrné øádkové vektory nad èíselným tìlesem K. Kvùli úplnosti poznamenejme, ¿e vektorový prostor K^0 se skládá z jediného prvku ∅, pøedstavujícího þuspoøádanou nulaticiß, je¿ je nutnì nulou v K^0.

Nìkdy je výhodnìjźí pracovat s n-rozmìrnými sloupcovými vektory nad èíselným tìlesem K, t. j. s vektory tvaru x = x_1 . . xn , kde x_1, . . . , xn ∈ K. De˛nice pøísluźných operací je opìt po souøadnicích. I tento priestor budeme oznaèovat K^n.

3. Polynomy nad daným èíselným tìlesem

Polynomem nebo té¿ mnohoèlenem f stupnì n, kde −1 ≤ n ∈ Z, v promìnné x nad èíselným tìlesem K rozumíme formální výraz tvaru

f (x) = a_0 + a_1x + . . . + an�_1xn�^1 + anxn = n∑ i=0 aixi, kde a_0, a_1, . . . , a_n�_1, an ∈ jsou skaláry, nazývané koe˛cienty polynomu f, a an ≠ 0; nulu 0 ∈ K pova¿ujeme za polynom stupnì −1 a nenulové skaláry a ∈ K za polynomy stupnì 0. Mno¿inu vźech polynomù v promìnné x nad K stupnì nanejvýź n, kde −1 ≤ n ∈ Z, budeme znaèit K^(n^)[x]; mno¿inu vźech polynomù v promìnné x

nad K znaèíme K[x]. Libovolný polynom g(x) = ∑m i=0 bixi ∈ K[x] stupnì m < n mù¿eme psat

ve tvaru

g(x) = b_0 + b_1x + . . . + bmxm + 0xm^{+1} + . . . + 0xn,

t. j. ve tvaru g(x) =^{∑n}_{i=0} b_ix^i, kde b_i = 0 pro m < i ≤ n. 15

S pou¿itím této konvence mù¿eme de˛novat souèet f +g polynomù f =^{∑n}_{i=0} a_ix^i, g =^{∑m}_{i=0} b_ix^i z K[x] pøedpisem

(f + g)(x) = f (x) + g(x) = max(m,n) ∑ i=0 (ai + bi)xi. Pro c ∈ K klademe

(cf )(x) = cf (x) = n∑ i=0 caixi.