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Abstrakt přednášky

V této kapitole zavedeme takový pojem
podprostoru, který by např. v

�

zahrňoval
všechny přı́mky a roviny, tj. nejen ty
procházejı́cı́ počátkem.
Zavedeme tedy definici pojmu afinnı́ho
podprostoru nebo též lineárnı́ variety a pojmu
afinnı́ho zobrazenı́ .
Těžištěm kapitoly bude klasifikace vzájemné
polohy lineárnı́ch variet ve vektorovém prostoru.
V celé kapitole označuje pevné těleso,
označuje nějaký pevný, ale jinak libovolný,
vektorový prostor nad tělesem , �, � jsou
přirozená čı́sla.
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�

8 Afinnı́ podprostory 4
8.1 Body a vektory . . . . . . . . . . .

�

8.2 Afinnı́ podprostory . . . . . . . . .

�
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Body a vektory I

Afinnı́ podprostory a afinnı́

zobrazenı́

�
�

�

Body a vektory

Na vektory se dı́váme jako na orientované úsečky

s počátkem v bodě

�

. Celý prostor chápeme jako

homogennı́, t. j. všechny body považujeme za

rovnocenné a nevyčleňujeme v něm žádný pri-

vilegovaný bod za počátek.��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � �! �" � �! # � �%$ &'� � )* (



Body a vektory II

Afinnı́m prostorem nad tělesem rozumı́me
vektorový prostor nad tı́mto tělesem (prvky sa
z vektorů staly opět body a počátek, t. j. nulový
vektor, ztratil svoje výsadnı́ postavenı́ – stal se
z něho bod jako každý jiný).
Přesněji:

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � �! �" � �! # � �%$ &'� � )* (



Body a vektory III

Afinnı́m prostorem se zaměřenı́m
rozumı́me množinu spolu se zobrazenı́m� � daným

� ��� � �	� � � tak, že
platı́.

1. � 
 � � pro všechny body � �

2. � � �  � � � � � � � pro všechny
vektory � �  � , � �

3. pro každé dva body ��� � � existuje právě
jeden vektor � � takový, že � � � �.
Značı́me jej

�� � nebo ��� �.
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Body a vektory IV

Běžně budeme užı́vat značenı́ � � mı́sto� � , tj. nebudeme rozlišovat mezi afinnı́m
prostorem a jeho nosnou množinou.
Uvědomme si, že mezi vektory z a body z
existuje vzájemně jednoznačná korespondence,
můžeme tedy bez újmy na obecnosti ztotožnit
s .
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Afinnı́ podprostory I

�
�

�

Afinnı́ podprostory

Pı́smeny �, �, � budeme (i s indexy) značit
výlučně body, �, �,  označujı́ zase výlučně
vektory, �, �, � mohou podle potřeby označovat
body i vektory.
Rovněž se dohodneme, že rozdı́l dvou bodů
budeme chápat jako vektor a součet bodu a
vektoru jako bod.
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Afinnı́ podprostory II

Necht’ ��� � � , � � �. Přı́mkou procházejı́cı́
nebo též určenou body ��� � rozumı́me množinu

� � � � � � , kterou dostaneme tak, že do bodu �

umı́stı́me všechny možné skalárnı́ násobky
vektoru ��� �.
Typický bod přı́mky

� � ��� � � má tedy tvar

� � � � � �� � � � ��� � � � � � ��

kde

� � , tj.

� � ��� � � � � � � � �� � � � � � � � � �

�
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Afinnı́ podprostory III

Tento výraz má smysl i pro � � �, tehdy však
nejde o přı́mku ale o jednobodovou množinu

� � � � � � � � � �

.

Z uvedeného tvaru ihned vidı́me, že

� � ��� � � � � � �� � �

pro libovolné ��� � � .
��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� (� )* (



Afinnı́ podprostory IV

Podmnožinu vektorového prostoru
nazýváme jeho afinnı́m podprostorem nebo též
lineárnı́ varietou ve , pokud � �

a pre
všechna ��� � � platı́

� � ��� � � .

Lineárnı́ kombinaci, t. j. výraz tvaru

��� � � ��� � � � � �

��
� � � � �
� � �

��� � � �

kde � � , � � � � � � � � � � ,

� � � � � � � � � � ��
� � ,

nazýváme afinnı́ kombinacı́ bodů � � � � � � � � � � � � ,
pokud platı́

� � � � � � �

�
� � �

.
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Afinnı́ podprostory V

Afinnı́ kombinacı́ bodů budeme chápat jako bod;
jiné lineárnı́ kombinace bodů než afinnı́ se
v našich úvahách nevyskytujı́.
Každá afinnı́ kombinace je neprázdná, t. j.
obsahuje alespoň jeden člen.
Tvrzenı́ 8.2.1 Pro libovolnou neprázdnou
množinu jsou následujı́cı́ podmı́nky
ekvivalentnı́:
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Afinnı́ podprostory VI

(i) je afinnı́ podprostor ve ;

(ii) pro libovolné ��� � � , � � platı́

� � ��� � � � � � �

(iii) pro každé � � a libovolné� � � � � � � � � � � � � ,
�� � �� � � � � ��
� � takové,

že

� � � � � � �

�
� � � � platı́

��� � � � � � � � � �

�
� � � �
�
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Afinnı́ podprostory VII

Věta 8.2.2 Necht’ . Potom je afinnı́
podprostor ve právě tehdy, když existuje bod� � a lineárnı́ podprostor

�

tak, že

� � � � � � � � � � � �
�

V tomto přı́padě pro všechny �� � � , � � �

platı́

��� � � �� � � � � � � ��

� � �
� � �� � � � � �
� � � � �� � � �

�
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Afinnı́ podprostory VIII

Důsledek 8.2.3 Každý lineárnı́ podprostor

�

vektorového prostoru je jeho afinnı́m
podprostorem. Afinnı́ podprostor vektorového
prostoru je jeho lineárnı́m podprostorem právě
tehdy, když

� � .

Zaměřenı́m nebo též směrovým
podprostorem afinnı́ho podprostoru
nazýváme lineárnı́ podprostor

�
� � �
� � � � �� � � �

�
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Afinnı́ podprostory IX

�
� je jediný lineárnı́ podprostor ve takový,

že � � �
� pro nějaké (pro každé) � � .

Pro každé � � platı́

�
� � �
� � � � � � �

�

Zejména je tedy každý afinnı́ podprostor afinnı́m
prostorem ve smyslu odstavce 1.
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Afinnı́ podprostory X

Pro libovolnou uspořádanou

� � � �
-tici bodů� � � � � � � � � � �

, vektorového prostoru , přı́padně
pro jeho konečnou podmnožinu

� � � � � � � � � � � � �

,
označme

� � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � �

��
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � �

��
� � � �

množinu všech afinnı́ch kombinacı́ bodů� � � � � � � � � .
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Afinnı́ podprostory XI

Z právě dokázaného tvrzenı́ vyplývá, že

� � � � � � � � � � � �

je nejmenšı́ afinnı́ podprostor ve ,
který obsahuje všechy body � � � � � � � � � ;
nazýváme ho afinnı́ obal bodů nebo i afinnı́
podprostor generovaný body � � � � � � � � � .

Pro každou neprázdnou množinu
můžeme definovat jejı́ afinnı́ obal

� � �

,
nazývaný též afinnı́ podprostor generovaný
množinou , jako množinu všech (konečných)
afinnı́ch kombinacı́ bodů z .
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Afinnı́ podprostory XII

Opět platı́, že

� � �

je nejmenšı́ afinnı́ podprostor
ve tak, že

� � �

.

Tvrzenı́ 8.2.4 Necht’ � � � � � � � � � � � � � . Potom

� � � � � � � � � � � � � � � � � � [ � � � � � � � � � � � � � � � ]�

�
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Afinnı́ podprostory XIII

Dimenzı́ nebo též rozměrem afinnı́ho
podprostoru , pı́šeme

� � � , nazýváme
dimenzi jeho zameřenı́, tedy

� � � ���

�

Body � � � � � � � � � � � � vektorového prostoru
nazýváme afinně nezávislé, pokud vektory� � � � � � � � � � � � � � � jsou lineárně nezávislé.
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Afinnı́ podprostory XIV

Z následujı́cı́ho očividného tvrzenı́ vyplývá, že
body � � � � � � � � � � � � � jsou afinně nezávislé
právě tehdy, když pro nějaké (pro každé)
 � � vektory ��� � ��� , kde


 � � a

� � �

,
jsou lineárně nezávislé.

Tvrzenı́ 8.2.5 Body � � � � � � � � � � � � � jsou
afinně nezávislé právě tehdy, když

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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Afinnı́ podprostory XV

Zřejmě 0-rozměrné afinnı́ podprostory ve jsou
právě všechny body � � (přesněji, všechny
jednobodové podmnožiny ve ). Tyto afinnı́
podprostory nazýváme též triviálnı́.

Jednorozměrné afinnı́ podprostory ve
nazýváme přı́mkami. Každá přı́mka má
skutečně tvar

� � ��� � � pro nějaké afinně nezávislé
(t. j. různé) body ��� � � .

Dvojrozměrné afinnı́ podprostory ve nazýváme
rovinami .
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Afinnı́ podprostory XVI

Samotný prostor je svým nevlastnı́m afinnı́m
podprostorem.

Pokud

� � � � �, tak

� � � � �
-rozměrné afinnı́

podprostory ve nazýváme nadrovinami.

Pojmy „bod“, „přı́mka“ a „rovina“ jsou absolutnı́
v tom smyslu, že závisı́ jen na dimenzi
přı́slušného afinnı́ho podprostoru.
Pojem nadroviny je relativnı́, protože závisı́ na
vztahu dimenzı́ afinnı́ho podprostoru a celého
prostoru.
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Afinnı́ podprostory XVII

Pokud

� � � � �

(t. j. pokud samotné je
přı́mka), tak každý bod ve je zároveň
nadrovinou.
Nadrovinami v dvojrozměrném prostoru (t. j.
v rovině) jsou zase všechny přı́mky.
V trojrozměrném prostoru pojmy roviny a
nadroviny splývajı́.
V čtyřrozměrném prostoru jsou nadrovinami
trojrozměrné podprostory; atd.
V 0-rozměrném (t. j. jednobodovém) prostoru
nejsou přı́mky, roviny ani nadroviny.
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Průnik a spojenı́ AP I

�
�

�

Průnik a spojenı́ afinnı́ch
podprostorů

Tvrzenı́ 8.3.1 Necht’ � jsou afinnı́
podprostory. Potom

�

je afinnı́ podprostor
ve právě tehdy, když

� � �

. V tomto
přı́padě

�
�

� � � � �
� � �
� �

Neprázdnost průniku

�

můžeme zaručit za
předpokladu, že lineárnı́ prostor

�
�

�
� je

dostatečně velký.
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Průnik a spojenı́ AP II

Tvrzenı́ 8.3.2 Necht’ � jsou afinnı́
podprostory. Potom

�
�

�
� � � � �

�

Spojenı́m afinnı́ch podprostorů � ,
pı́šeme

�

, nazýváme afinnı́ obal jejich
sjednocenı́. Tedy

� � � � � �
�

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� �* )* (



Průnik a spojenı́ AP III

Zřejmě

�

je nejmenšı́ afinnı́ podprostor ve
, který obsahuje i , a pro lineárnı́

podprostory

�� platı́

� � � �

.

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Průnik a spojenı́ AP IV

Tvrzenı́ 8.3.3 Necht’ � jsou afinnı́
podprostory.
(a) Pokud

� � �

, tak

�
�

� � � � �
�

�
� �

� � �
� � �
� �

(b) Pokud

� � �
, tak pro � � , � � platı́

�
�

� � � � [ �� �] �
�

�
� �

� � �

[ ��� �] �
�

� �

�

[ �� �] �
�

�
�

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Průnik a spojenı́ AP V

Poznámka Obě rovnosti z (b) jsou splněné i za
předpokladu

� � �

.

V tomto přı́padě však pro libovolné � � �

platı́

�� � � �
� � � � � ��� �

� � �
�

�
� �

takže vektor �� � můžeme vynechat.
��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � 	 )* (



Průnik a spojenı́ AP VI

Důsledek 8.3.4 Necht’ � jsou konečně
rozměrné afinnı́ podprostory. Potom

�� � � �� � �	�

��


�� � �� �� � ��� �� � � �� � ��� pro

� � � �� �

,�� � �� �� � ��� �� � �� ��� � � � ��� � � � �� pro

� � �� ���

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� �� )* (



Průnik a spojenı́ AP VII

Přı́klad 8.3.5 Ve vektorovém prostoru
uvažujme konečně rozměrné afinnı́ podprostory

� � [ �� � � � � � ��� ]� � � [ � � � � � � � � � ] �

Potom

� �
�

�����
�������

� �
�� � � � � � ��� � � � � � � � � � � 	 �

pro

� � �

,
� � �� ��� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 �

pro

� � �

,

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � ( )* (



Průnik a spojenı́ AP VIII

� � � � � � �
�

����
������

� � � � �� � � � � � �� � � � � � � � � � � 	 �

pro

� � �
,

� � � � ��� ��� �� � � � � � �� � � � � � � � � � � 	 �

pro
� � �

.
��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Průnik a spojenı́ AP IX

Pokud předpokládáme, že jak vektory � � � � � � � � �

tak vektory � � � � � � � � � jsou lineárně nezávislé, pak

� � � � � � � � � � � � pro

� � �

,

� � � � � � pro

� � �

,

kde

� � � � � � � � � � � � � � ��� 	 � � � � � � � � � � � 	 �

.
��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Průnik a spojenı́ AP X

Přı́klad 8.3.6 V sloupcovém prostoru
�

jsou
dané vektory � � ��� � � � � � � � �

, � � � 
 � � � � � � � � � �

,

� � ��� � � � 
 � 
 � �

, � � � 
 � � � � �� � � �
, � � � � � � � � � � � �

,

 � � 
 � 
 � � � � � �

a blı́že neurčené body �, �.
Potom

� � �
�� � � �

	

, � �
�� � �  	 jsou lineárnı́

podprostory a � � �

, � � jsou afinnı́
podprostory v

�

.

Najdeme dimenze lineárnı́ch podprostorů

�

,

� �

a afinnı́ch podprostorů

�

,

�

v závislosti na �, �.

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Průnik a spojenı́ AP XI

Lineárnı́ podprostor

�

je generovaný sloupci
blokové matice

��
��
��
�

� � �

�

�
� �

� � �

�

�
� �

��
�	
��
��
��
��
�	
��
��
�

��
�	
��
��
��
��
�	
��
��
�

� � �

�
� 
 �

� � �

� � �

��
��
��
�


přičemž sloupce levého bloku generujı́ lineárnı́
podprostor

�
a sloupce pravého bloku lineárnı́

podprostor .

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Průnik a spojenı́ AP XII

Tato matice je řádkově ekvivalentnı́ s následujı́cı́
blokovou maticı́

��
��
��
�

� � �

� �

�
�

� � �

� � �

��
�	
��
��
��
��
�	
��
��
�

��
�	
��
��
��
��
�	
��
��
�

� � �

�

�
� �

�
� � �

� � �

��
��
��
�

ve stupňovitém tvaru, jejı́ž řádky majı́ vedoucı́
prvky ve sloupcı́ch 1, 2, 3 a 6.

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� �* )* (



Průnik a spojenı́ AP XIII

Vidı́me, že vektory �� � � � tvořı́ bázi
�

a vektory

�� � � � �  bázi

�

. Doupravenı́m pravého
bloku na řádkově ekvivalentnı́ stupňovitý tvar

��
��
�	
�

�

�
� �

� � �

� � �

� � �

��
��
�	
�

se můžeme přesvědčit, že i vektory �� � �  jsou
lineárně nezávislé, tedy tvořı́ bázi .

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Průnik a spojenı́ AP XIV

Celkem

� � � � � � � � � �

,

� � � � � � � �

.

Odtud dle věty o dimenzi součtu a průniku
vyplývá

� � � � � � � � � � � � � �

.

Tedy

� � �

. Odtud pak

� � �

.

Proto

� � � � � � � � � � � � � � � �

. Odtud

� � � � � � � � � � � � � � �

.
��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Vzájemná poloha AP I

�
�

�

Vzájemná poloha afinnı́ch
podprostorů

Polohu netriviálnı́ch vlastnı́ch afinnı́ch
podprostorů (lineárnı́ch variet) �

budeme klasifikovat na základě dvou kritériı́:
��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � 	 )* (



Vzájemná poloha AP II

(A) Pokud platı́

�
�

�
� � �
�

�
� ,

řı́káme, že , jsou rovnoběžné a pı́šeme

�

.
V opačném přı́padě, t. j. pokud platı́

�
�

�
�

�
�

�
� , řı́káme, že

, nejsou rovnoběžné, a pı́šeme

�

.
��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� �� )* (



Vzájemná poloha AP III

(B) Pokud platı́

� � �

, řı́káme, že , se
protı́najı́.
V opačném přı́padě, t. j. pokud

� � �

,
řı́káme, že , se neprotı́najı́, neboli, že
jsou disjunktnı́.

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � ( )* (



Vzájemná poloha AP IV

Celkově tedy dostáváme čtyři možnosti:

(1)

� � � �

, tj. , jsou
rovnoběžné a protı́najı́ se.
V tomto přı́padě platı́

�
�

�
� a

�
�

�
� .

Tedy nebo . Řı́káme, že jedna
z lineárnı́ch variet , je podvarietou
druhé, neboli, že , jsou ve vztahu
inkluze.

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Vzájemná poloha AP V

(2)

� � � �

, tj. , jsou
rovnoběžné a neprotı́najı́ se.
Tento přı́pad nazýváme vztahem pravé
rovnoběžnosti.

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Vzájemná poloha AP VI

(3)

� � � �

, tj. , nejsou
rovnoběžné a protı́najı́ se.
Řı́káme, že , jsou různoběžné.

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Vzájemná poloha AP VII

(4)

� � � �

, tj. , nejsou
rovnoběžné a neprotı́najı́ se.
V tomto přı́padě ještě rozlišujeme dvě dalšı́
možnosti:

(4a) Ak

�
� � �
� � � � �

, řı́káme, že ,
jsou mimoběžné.

(4b) Pokud

�
� � �
� � � � �

, řı́káme, že ,
jsou částečně rovnoběžné.

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Vzájemná poloha AP VIII

Tvrzenı́ 8.4.1 Necht’ � jsou částečně
rovnoběžné lineárnı́ variety. Potom

� � � �

,

� � � �

a

� � � �

.
Na druhé straně v libovolném vektorovém
prostoru dimenze

�

nenı́ těžké najı́t přı́klady
částečne rovnobežných lineárnı́ch variet. Např.

� ��� � � � � 	 � � � �

��� � � � �
	

jsou částečně rovnoběžné roviny v

�

.

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� �* )* (



Afinnı́ zobrazenı́ I

�
�

�

Afinnı́ zobrazenı́

Necht’ , jsou vektorové prostory nad tı́mž
tělesem .
Řı́káme, že je afinnı́ zobrazenı́, pokud
pro libovolné body ��� � � a skalár � � platı́

� � � ��� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � �

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Afinnı́ zobrazenı́ II

Tvrzenı́ 8.5.1 Necht’ , jsou vektorové
prostory nad tělesem . Potom zobrazenı́

je afinnı́ právě tehdy, když pro každé

� � , všechny body � � � � � � � � � � a skaláry

� � � � � � � �
� � takové, že

� � � � �

��
� � �

, platı́

� � � � � � � �

�
� � � � � ���

� � � �
� � �

��
�

� � � �
�

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Afinnı́ zobrazenı́ III

Posunutı́m neboli translacı́ vektorového
prostoru o vektor � � nazýváme zobrazenı́

dané předpisem �� � �.
Zřejmě kompozicı́ posunutı́ o vektor � � a
posunutı́ o vektor � � je posunutı́ o vektor

� �. Každé posunutı́ je bijektivnı́ zobrazenı́;
inverznı́ zobrazenı́ k posunutı́ o vektor � je
posunutı́ o opačný vektor � �.

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � 	 )* (



Afinnı́ zobrazenı́ IV

Věta 8.5.2 Necht’ , jsou vektorové prostory
nad tělesem . Potom zobrazenı́ � je
afinnı́ právě tehdy, když existuje vektor � � a
lineárnı́ zobrazenı́ � � takové, že pro
každé � � platı́

�
�

� � �
�

�
�

� �

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� �� )* (



Afinnı́ zobrazenı́ V

Důsledek 8.5.3 Necht’ , jsou vektorové
prostory nad tělesem . Potom

��� �

Libovolná translace prostoru je afinnı́
zobrazenı́;

� � �

libovolné lineárnı́ zobrazenı́ � � je
afinnı́;

��� �

afinnı́ zobrazenı́ � je lineárnı́ právě
tehdy, když

� � � � �

.

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � ( )* (



Afinnı́ zobrazenı́ VI

Zřejmě vektor � � a lineárnı́ zobrazenı́ � jsou
podmı́nkou věty určené jednoznačně. Zobrazenı́

� � � � � �

nazývame lineárnı́ částı́ a vektor

� � � � �

absolutnı́m členem afinnı́ho zobrazenı́
.

Pı́šeme též � � �.
Afinnı́ zobrazenı́ jsou zevšeobecněnı́m funkcı́� tvaru

��� � � �� �

, kde �� � � ,
které (v přı́padě � ) v matematické analýze
nazýváme lineárnı́mi.

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Afinnı́ zobrazenı́ VII

Tvrzenı́ 8.5.4 Necht’ , , jsou vektorové
prostory nad tělesem a � � , �

jsou afinnı́ zobrazenı́. Potom i jejich kompozice

� � � je afinnı́ zobrazenı́.

�
� �

� �
�

� � �
� �

�
� � � � � �

� �

� �
�

�
�

� � � � �

Pro lineárnı́ zobrazenı́ � , � � a
vektory � � , � � platı́

�
� �

�
�

� � � � �
� �

� �
�

� � � �
�

�

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Afinnı́ zobrazenı́ VIII

Tvrzenı́ 8.5.5 Necht’ , jsou vektorové
prostory nad tělesem , � je afinnı́
zobrazenı́ a , jsou afinnı́
podprostory. Potom

� �

je afinnı́ podprostor
v a �

� � �

je afinnı́ podprostor ve nebo
prázdná množina.

Protože každé posunutı́ je bijekce, afinnı́
zobrazenı́ � � � � s lineárnı́ částı́ � je
injektivnı́ právě tehdy, když � je injektivnı́.
Podobně, je surjektivnı́ právě tehdy, když � je
surjektivnı́.

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Afinnı́ zobrazenı́ IX

Věta 8.5.6 Necht’ � je afinnı́ zobrazenı́,
přičemž je konečně rozměrný vektorový
prostor. Potom pro libovolné � � � � platı́

� � � � � � � �
� �

�
� � � � � � �

Afinnı́ transformacı́ vektorového prostoru
nazýváme libovolné afinnı́ zobrazenı́ � .

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Afinnı́ zobrazenı́ X

Důsledek 8.5.7 Necht’ � je afinnı́
transformace konečně rozměrného vektorového
prostoru . Potom je injektı́vnı́ právě tehdy,
když je surjektivnı́.

Tvrzenı́ 8.5.8 Necht’ � je afinnı́
zobrazenı́ s lineárnı́ částı́ � a � � � � �

. Potom
je bijektivnı́ právě tehdy, když � je bijektı́vnı́.
V tomto přı́padě i inverznı́ zobrazenı́ �

� �

je afinnı́ a platı́ �
� � � �
� � � �
� �

�
�

�

Tedy �
�

je kompozicı́ lineárnı́ho zobrazenı́ � �
�

a
posunutı́ o vektor � � �

� �
�

�

.

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� �* )* (



Afinnı́ zobrazenı́ XI

Necht’ , jsou konečně rozměrné vektorové
prostory a �, jsou báze v resp. ve .
Rozšı́řenou maticı́ afinnı́ho zobrazenı́� s lineárnı́ částı́ � a absolutnı́m členem

� vzhledem na báze , � nazýváme blokovou
matici � �

��� � � � �
�

�
��� � � �

�
�

�
�

�

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Afinnı́ zobrazenı́ XII

Pokud

� � � � �,

� � � � �, � �
�

�
��� � je

matice lineárnı́ho zobrazenı́ � v bazı́ch

� � � � � � � � � � � �

, � a � � �
�

�
� je vektor souřadnic

vektoru � v bázi �, tak rozšı́řenou maticı́ afinnı́ho
zobrazenı́ v bazı́ch , � je bloková matice

� �
��� � � � �

�
� � � � �

� � � � � � �
�

� � � � �
�

� �
�

�
�

� � � �
�

�
�

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � � )* (



Afinnı́ zobrazenı́ XIII

Souřadnice bodu � � v bázi a souřadnice
jeho obrazu

�
�

� � v bázi � jsou tak spojené
rovnostı́

� �
�

� �
� � �

�
�

�� � � �
�

� � �
�

�
� � � �

�
� � � �

Je-li lineárnı́ zobrazenı́, t. j. pokud � � a

� � �

, nemá význam rozšiřovat matici

�
�

�
��� �

o nulový sloupec.

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� � 	 )* (



Afinnı́ zobrazenı́ XIV

Tvrzenı́ 8.5.9 Necht’ , , jsou konečně
rozměrné vektorové prostory nad tělesem a �,

, jsou nějaké báze prostorů , , resp. .

��� �

Jsou-li � � , � afinnı́
zobrazenı́, které majı́ v přı́slušných bazı́ch
rozšı́řené matice

�
�

� �� � � � � � �

,� �
� � � � � �

�
�

, tak jejich kompozice

� � � má v bazı́ch , � rozšı́řenou
matici

�
� �

�
��� � � � � � � � �

�
�

��� ��� � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � ! � " � �! # � �%$ &'� * � )* (



Afinnı́ zobrazenı́ XV

� � �

Je-li � afinnı́ bijekce s rozšı́řenou
maticı́

� �
� � � � � �
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v bazı́ch , �, tak k nı́
inverznı́ zobrazenı́ je afinnı́ bijekce

�
� � , která má v bazı́ch �,

rozšı́řenou matici
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