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Abstrakt přednášky

Abstrakt

V této kapitole sa seznámı́me s pojmem báze
vektorového prostoru. To nám umožnı́ ve
vektorových prostorech zavést souřadnice. Dále
budeme definovat dimenzi vektorového prostoru
a odvodı́me si některé jeho základnı́ vlastnosti.

V následujı́cı́ kapitole si potom mimo jiné
dokážeme, že dimenze je základnı́ strukturnı́
invariant tzv. konečně rozměrných vektorových
prostorů.
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Steinitzova věta I

Báze a dimenze

�
�

�

Steinitzova věta a konečně
rozměrné prostory

Věta 5.1.1 Steinitzova věta Necht’ ���� � � �� �	� �


��� � � �� 
� � . Jsou-li vektory ��� � � �� ��� lineárně
nezávislé a všechny patřı́ do lineárnı́ho obalu� 
 �� � � �� 
� �

, pak � �.
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Steinitzova věta II

Tvrzenı́ 5.1.2 Pro libovolný vektorový prostor
jsou nasledujı́cı́ podmı́nky ekvivalentnı́:

� � �

existuje konečná množina tak, že� �
� ;

� � � �

každá lineárně nezávislá množina je
konečná.
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Steinitzova věta III

Řı́káme, že vektorový prostor je konečně
rozměrný (konečně dimenzionálnı́), pokud
splňuje některou (tedy nutně obě)
z ekvivalentnı́ch podmı́nek (i), (ii) právě
dokázaného tvrzenı́.

V opačném přı́padě řı́káme, že je nekonečně
rozměrný (nekonečně dimenzionálnı́) vekto-

rový prostor.
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Báze a dimenze I

�
�

�

Báze a dimenze konečně
rozměrného prostoru

Necht’ je konečně rozměrný vektorový prostor.
Bázı́ prostoru nazýváme každou lineárně
nezávislou uspořádanou �-tici

� ���� � � �� ��� �

vektorů z , která generuje celý prostor .

Řı́káme pak, že vektory ��� � � �� �� tvořı́ bázi
prostoru .
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Báze a dimenze II

Následujı́cı́ tvrzenı́ je důsledkem věty 4.4.4.
Tvrzenı́ 5.2.1 Necht’ je konečně rozměrný
vektorový prostor. Potom

��� �

libovolnou lineárně nezávislou uspořádanou�

-tici

� ��� � � �� ��� �

vektorů z můžeme
doplnit do nějaké báze

� ���� � � �� � � � � � �� ��� �

prostoru ;

� � �

z libovolné generujı́cı́ uspořádané �-tice

� 
 �� � � �� 
� �

vektorů z můžeme vybrat
nějakou bázi

� 
��	� � � � �� 
� 

�

prostoru .
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Báze a dimenze III

Věta 5.2.2 Necht’ je konečně rozměrný
vektorový prostor. Potom

��� �

má alespoň jednu bázi;

� � �

libovolné dvě báze prostoru majı́ stejný
počet prvků.

Právě dokázaná věta nám umožňuje korektně
definovat dimenzi nebo též rozměr konečně
rozměrného vektorového prostoru jako počet
prvků jeho libovolné báze. Dimenzi vektorového
prostoru značı́me

�

.
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Báze a dimenze IV

Pokud

� � �, řı́káme, že je �-rozměrný
vektorový prostor. Pokud je nekonečně
rozměrný prostor, klademe

� � .
V přı́padě, že bude potřebné zdůraznit úlohu
čı́selného tělesa , budeme použı́vat
podrobnějšı́ označenı́

�

� .
Tedy je konečně rozměrný právě tehdy, když

�

.
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Báze a dimenze V

Tvrzenı́ 5.2.3 Necht’

� � � � �, 
 � � � � �� 
� � .
Potom libovolné dvě z následujı́cı́ch podmı́nek
implikujı́ třetı́:

� � �

vektory 
� � � � �� 
� jsou lineárně nezávislé;

� � � � � 
� � � � �� 
� �
� ;

� � � � � � � �.

To kromě jiného znamená, že na ověřenı́, zda �

vektorů 
� � � � �� 
 � tvořı́ bázi �-rozměrného
vektorového prostoru , stačı́ ověrit jen jednu (a
to libovolnou) z podmı́nek (i), (ii).
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Souřadnice vektoru I

�
�

�

Souřadnice vektoru vzhledem na
danou bázi

Následujı́cı́ věta je speciálnı́m přı́padem věty
4.4.2.

Věta 5.3.1 Vektory �� � � � �� ��� tvořı́ bázi
vektorového prostoru právě tehdy, když každý
vektor � � můžeme jednoznačně vyjádřit
ve tvaru lineárnı́ kombinace � � �� �� � � � �� �� .

��� � ��� ��� �� �� � � ��  " !"#



Souřadnice vektoru II

Existence aspoň jednoho vyjádřenı́

� � �� �� � � � �� �� je ekvivalentnı́ s podmı́nkou,
že vektory �� � � � �� �	� generujı́ . Jednoznačnost
tohoto vyjádřenı́ je zase ekvivalentnı́ s lineárnı́
nezávislostı́ vektorů �� � � � �� ��� .

Tedy � �
� �� � � � �� ��� �

je bázı́ tehdy a jen
tehdy, když pro každé � � existuje právě jedno

� �
�

�� � � � �� �� � � � �
tak, že

� � �� �� � � � �� �� � ��� � �
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Souřadnice vektoru III

Uvědomme si, že

� � ��� � �
��� � � � � �� � � �

�

���
���

...

�	�



 �
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Souřadnice vektoru IV

Tento jednoznačně určený sloupcový vektor

� � �

budeme nazývat souřadnice vektoru �

vzhledem na bázi � a označovat

� �
�

�
�

� �

Tedy každá báze � v �-rozměrném vektorovém
prostoru definuje souřadnicové zobrazenı́

�� �
�

�
� z do sloupcového vektorového

prostoru

�

.
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Souřadnice vektoru V

Tvrzenı́ 5.3.2 Necht’ � �
� �� � � � �� ��� �

je báze
konečně rozměrného vektorového prostoru .
Potom přı́slušné souřadnicové zobrazenı́

� � �
� � �

je bijektivnı́ a zachovává lineárnı́
kombinace, t. j. pro libovolná �� � � , �� � �

platı́

� � � � � �
� � � �

�
�

�

� ��� �
� �

K němu inverznı́ zobrazenı́

� � ��� �
� � �

je
dané předpisem � � �� �.
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Souřadnice vektoru VI

Zejména tedy pro libovolné � � , � � �
platı́

� � ��

�
�

�
� �

� ��� � �
� � � �

Prvnı́ rovnost ukazuje, jak je možno vektor �

zrekonstruovat z dané báze � a jeho souřadnic

�
�

�
� v této bázi; druhá, že souřadnice lineárnı́

kombinace

�
� ��

�� �� v báze ��� � � �� �	� tvořı́
právě vektor

�
�� � � � �� �� � �

.
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Souřadnice vektoru VII

Takto zavedené souřadnice můžeme nazvat
sloupcovými souřadnicemi vzhledem k dané
bázi.

Podobným způsobem můžeme zavést i řádkové
souřadnice a dokázat pro ně analogická tvrzenı́
jako pro sloupcové.
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Souřadnice vektoru VIII

Přı́klad 5.3.3 Označme �
��� �

� � � � ��
�

� � �

sloupcový vektor skládajı́cı́ ze samých nul,
mimo

�

-té složky, která je 1.

Potom 	
��� �

�
� �

�� �

 � � � �� �

��� �
�

�
je báze

sloupcového vektorového prostoru

�

.

Nazýváme ji kanonickou bázı́ tohoto
prostoru. Můžeme ji ztotožnit s jednotkovou
maticı́

�
� .
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Souřadnice vektoru IX

Občas budeme hornı́ index

� � �

vynechávat a
přı́slušnou bázi označovat stručně

	 �
� ��� � � �� � � �

.
Pro libovolný vektor � �

� � � � � � �� � � � � � �

platı́

� � �� �� � � � � � ��� �

proto

�
�

�
� � �, t. j. každý vektor � � �

splýva se
svými vlastnı́mi souřadnicemi v kanonické bázi.
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Souřadnice vektoru X

Kanonická báze řádkového vektorového
prostoru

�

je tvořená řádky jednotkové matice

� � a značı́me ji stejně jako v předcházejı́cı́m
přı́padě 	 � � �

�
� �

� � �

� � � � �� �
� � �

� � �
nebo stručně

	 �
� ��� � � �� � � � �

, s tı́m rozdı́lem, že 	 � � �

� 	 je
sloupec vektorů a každé �� je řádek skládajı́cı́ se
ze samých nul, mimo

�
-té pozice, na které je 1.

Věta 5.3.4 Pro libovolné � � platı́

� � � � � �.

��� � ��� ��� �� �� � � �� "  !"#



Souřadnice vektoru XI

Přı́klad 5.3.5 Sloupce matice

����
� � � �

� � � �

� � � �

� � � �







tvořı́ bázi � sloupcového vektorového
prostoru

�

.
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Souřadnice vektoru XII

Souřadnice vektoru � �
� � � � ��� � � �� � �
� � � �

v bázi � jsou dané vztahem

� � �
� �

� � �� � � � � �� �� � � �� �� � ���
� �

�

Platı́ totiž

�
���������

	  
	"

	 �
	 �



���������

 	 �
�

���������
�

�
�

�



���������
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�
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�
�

�
�
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Souřadnice vektoru XIII

Přı́klad 5.3.6 Necht’ �� � � . Pro libovolné

� � �,

� � � označme� ��� � �

�� � �� �
�� � � � � � �

� � � matici typu � 	 �

nad tělesem , která sestává ze samých nul,
kromě pozice

� �� � �

, na které je 1.

Zřejmě každou matici �
� � �� � � � � �

lze
jednoznačně vyjádřit ve tvaru

�

�
��
 


�
� 
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Souřadnice vektoru XIV

Z toho vyplývá, že matice

��
�
� �

� � ,
� � �,

� � �, tvořı́ bázi vektorového prostoru

� � �

všech matic typu � 	 � nad tělesem .

Speciálnı́m přı́padem je kanonická báze 	 � � �

v prostoru

�

.

Dostávame tak vztah:
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Dimenze součtu a součinu I

�
�

�

Dimenze součtu a součinu
vektorových prostorů

Věta 5.4.1 Necht’

�
� jsou konečně

rozměrné lineárnı́ podprostory vektorového

prostoru . Potom

� � �

� � �

�

� � �
�
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Dimenze součtu a součinu II

Důsledek 5.4.2 Necht’

�

, jsou konečně

rozměrné lineárnı́ podprostory vektorového

prostoru . Potom

��� �
��� �

, t. j. součet

�

je direktnı́ právě tehdy, když

� � �

� � �

�
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Dimenze součtu a součinu III

Tvrzenı́ 5.4.3 Necht’ , jsou konečně

rozměrné vektorové prostory nad čı́selným

tělesem . Potom pro dimenzi jejich přı́mého

součinu platı́

� �

�

�

� � �

�
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