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Abstrakt prednasky

Abstrakt

V této kapitole se vratime ke studiu
abstraktnich vektorovych prostort nad obecnym
telesem. K tedy bude v celé kapitole oznaCovat
nejaké pevng, jinak libovolné teleso a V' bude
pevne zvoleny vektorovy prostor nad K.
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L inearni podprostory |

4 Linearni prostory alinearni
nezavis ost

41 Linearni podprostory vektoroveho
prostoru

Mnozina S C V se nazyva linearni (vektorovy)
podprostor vektorového prostoru V/, pokud

S = () a pro vSechny skalary a € K a vektory
x,yeSplatiaxe Sax+ye€S.
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L inearni podprostory ||

Jinak receno, neprazdna podmnozina S C V e
linearni podprostor prave tehdy, kdyz je uzaviena
na operace skalarniho nasobku a souctu vektoru.

Tvrzeni 4.1.1 Necht' S je linearni podprostor
vektoroveho prostoru V. Pak 0 € Sa S

s operacemi souctu vektort a skalarniho
nasobku zuzenymi z V na S tvori vektorovy
prostor nad Ciselnym télesem K.
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L inearni podprostory |1

V kazdém vektorovém prostoru V' jsou {0} a V
linearni podprostory (v pripade, kdyz V' = {0},
dokonce splyvaji, v opacnem pripade jde o dva
ruzné podprostory) — {0} nazyvame trivialni
nebo téz nulovy a V' nevlastni alebo téz plny
linearni podprostor.

Tedy pro vliastni netrivialni linearni podprostor
S CVoplati {0} #S # V.
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L inearni podprostory |V

Napr. ve vektorovém prostoru R® netrivialni
vlastni podprostory jsou prave vsechny primky a
roviny prochazejici pocatkem 0.

To si muZzeme graficky vyjadfit pomoci
nasledujiciho obrazku, ktery samozrejme ukaze
pouze nekolik z nekonecnhé mnoha linearnich
podprostoru. Linearni podprostory jsou popsany
pomoci minimalniho poctu generatord.
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L inearni podprostory V
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Nasledujici tvrzeni charakterizuje linearni
podprostory jako mnoziny uzavrené na linearni

kombinace_ 4. LINEARNI PODPROSTORY —

p.8/56



L inearni podprostory V|

Tvrzeni 4.1.2 Pro libovolnou podmnozinu S
vektoroveho prostoru V' jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) S je linearni podprostor ve V;

(ii) S # () a pro vSechny skalary a,b € K a
vektory x,y € S plati ax + by € S;

(iii) pro kazdé n € N a pro vSechny skalary
a, ..., a, € K avektory xq,...,x, € S plati

a1xX1+...+ta,x, €5.
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L inearni podprostory VI

Pfriklad 4.1.3 (a) Oznacme KX) mnozinu v3ech
funki f X — K takovych, ze mnozina
{x € X; f(x) # 0} je koneCna. Pro Iibovolnou

linearni kombinaci funkci f, g € K% plati

{x € X; af(x)+bg(x) # 0} C
1z € X; f(z) #0}U{z € X; g(z) # 0}

Z toho vyplyva, ze KX je linearni podprostor
vektorového prostoru K*. Je-li X je konec¢na, tak
KX = KX je-li X je nekoneéna, tak KX je
netrivalni viastni podprostor V KA wesmst roprrosrony - p1os



L inearni podprostory VII|

(b) Necht' X C R je libovolna mnozina
realnych cCisel. Potom C(X,R), nebo jen
strucné C(X) oznaCuje mnozinu vSech
spojitych funkci f X — R. Protoze linearni
kombinace spojitych funkcii je ziejme opet
spojita funkce, C(X) je linearni podprostor
v R
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L inearni obal |

42 Linearni obal mnoziny vektor U

MnoZinu vSech linearnich kombinaci vektoru z
podmnoziny X vektoroveho prostoru V'
nazyvame linearnim obalem mnoziny X a
oznacujeme ji [ X|. Tedy

X] ={ aixx1+...4+a,x,;n €N
&ai,...,a, € K &xq,...,%x, € X}
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L inearni obal |1

Je-li X = {xq,...,x,} koneCha mnozina, tak
misto [{xi,...,x,}] piSeme jen [xq,...,X,].

Zrejme tento zapis ma smysl i pro libovolou

usporadanou n-tici (ne nutné ruznych) vektoru
(x1,...,Xy), a plati

X1, X, ={ax1 + ...+ axp; a1,...,0, € K}
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L inearni obal 111

Tvrzeni 4.2.1 Necht X je podmnozina
vektorového priestoru V. Potom linearni obal | X|
mnoziny X je nejmensi linearni podprostor
vektorového prostoru V' takovy, ze X C [X].

Dokazané tvrzeni nas opravnuje nazyvat linearni
obal [ X] mnoziny X C V téz linearnim
podprostorem generovanym mnozinou X.
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L inearni obal 1V

Pokud [ X| = S, fikame, Zze X generuje linearni
podprostor S, pripadneg, ze X je generujici
mnoZina nebo téZ mnozina generatorl
linearniho podprostoru S C V.

Je-li S =V, t.j. je-li [X] =V, mluvime
0 generujici mnozine. Pouziva se téz nazev
vytvarejici Ci vytvorujici mnozina.

Kvuli pfehlednosti jesté shrneme zakladni
vlastnosti operace linearniho obalu X — [ X].
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L inear ni obal V

Tvrzeni 4.2.2 Pro libovolné podmnoziny X, Y
vektoroveho prostoru VV a v € V plati:

(a) [0] = [0] = {0};

(b) X C [X];

(c) X CY = [X] C|Y]
)

(d) X je linearni podprostor vo V' prave tehdy,
kdyz X = [ X];

X = [X];
v € | X]| & [ XU{v} =[X].
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Soucet |

4.3 Prunik a soucet linearnich
podprostor U

Necht X, Y jsou libovolné podmnoziny
vektoroveho prostoru V.

Potom mnozinu
X+Y={x+y;xeX&yeY}

nazyvame souctem mnozin X, Y.
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Soucet | |

Tvrzeni 4.3.1 Necht' S, T jsou linearni
podprostory vektorového prostoru V. Potom |
SNT asS + T jsou linearnt podprostory ve V.
Navic plati

S+T=[SUT],

t.]. S + T je nejmensi linearni podprostor ve V,
ktery obsahuje S'17T.

Sjednoceni dvou linearnich podprostort S, T
vektoroveho prostoru IV nemusi byt linearnim
podprostorem.
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Soucet |1

Presneji, S U T je linearni podprostor ve V prave
tehdy, kdyz S C T'nebo T C S.

Soucet linearnich podprostort S, 7' vektorového
prostoru V' nazyvame primy nebo téz direktni
soucet, pokud SNT = {0}; piSeme pak S & T.
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Soucet |V

Tvrzeni 4.3.2 Necht' S, T jsou linearni

podprostory vektorového prostoru V. Nasledujici
podminky jsou ekvivalentni:

(i) SNT = {0}, t]. soucet S + T je direktni;

(ii) kazdy vektor z € S + 17" ma jednoznacné
vyjadreni ve tvaru z = x +y, kde x € S,
yel.
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Zavidost |

4.4 Linearnl hezavidsost

Necht uy, ..., u, € V. Rikame, Ze uspofadana
n-tice vektort (uy, ..., u,) je linearné zavisla,
pokud existuji skalary ¢4, ..., ¢, € K tak, ze
(c1,...,¢p) #0acu +...+c,u, =0.

V opacném pripade rikame, ze usporadana
n-tice vektort (uy,...,u,) je linearné nezavisla.
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Zavisost I

Pro n = 0 kvuli Uplnosti dodavame, Ze
usporadanou 0-tici (t. . prazdnou posloupnost)
vektortl povazujeme za linearné nezavislou.

Misto ,linearneé (ne)zavislé usporadané n-tici
vektoru (uy, ..., u,)" budeme €asto mluvit jen
0 linearne (ne)zavislych vektorech uy, ..., u,.
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Zavidost |11

Podle definice linearni nezavislosti jsou vektory
ui,...,u, linearne nezavislé prave tehdy, kdyz

Ver,...,c € K)
(ctu1+...+cu, =0 = ¢ =...=c¢, =0).

Pro n-tici skalart (ci, ..., c,) = 0 plati

clul—l—...—l—cnun:O

pro libovolnou n-tici vektort (uy,...,u,), bez
ohledu na to, zda je linearné zavisla nebo
neZé.ViSIé.- 4. LINEARNI PODPROSTORY — p.23/56



Zavidost 1V

Pro nékteré n-tice vektoru (uy, ..., u,) muzeme
jako vysledek linearni kombinace

ciuy + ...+ c,u, dostat 0 i S pomoci jiné n-tice
skalart (cq,...,¢,) nezjen0 = (0,...,0) —
takovéto usporadané n-tice (uy,...,u,)
nazyvame linearne zavisleé.

Pro nékteré usporadané n-tice vektoru
(uy,...,u,) je volba (ci,...,c,) =0 jedina
moznost jak pomoci linearni kombinace

ciuy + ... + c,u, Ziskame vysledek 0 — takovéto
n-tice nazyvame linearne nezavisleé.
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Zavidost V

Plati Ctyri jednoducha pozorovant:

(a) jediny vektor u je linearné nezavisly prave
tehdy, kdyz u # 0;

(b) vektory u, v Jsou linearne zavislé prave
tehdy, kdyz jeden z nich je nasobkem

druhého;

(c) je-li néktery z vektort uy, ..., u, roven 0, pak
Jsou tyto vektory linearné zavislé;

(d) pokud se nékteré dva z vektort uy, ..., u,

rovnaji, pak jsou tyto vektory linearne zavislé.
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Zavidost VI

Jinak receno, pouze usporadana n-tice
nenulovych a navzajem ruznych vektoru,

z kterych zadny neni nasobkem druhého, muze
(ale stale jeste nemusi) byt linearné nezavisla.

Nasledujici tabulka shrnuje vztah linearni
zavislosti vzhledem k relaci inkluze.

S CS S1D8
S nezavisla | s, budenezavida | S; mtize byt oboje

S zavisla | s; mézebyt oboje | S, bude zavida
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Zavidost VI

Tvrzeni 4.4.1 Pre libovolné n € N a
ui,...,u, € V jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

(i) vektory uy,...,u, jsou linearné zavislé;

(i) néktery z vektort ug, k < n, je linearni
kombinaci predchazejicich;

(ii”) néktery z vektort ug, k < n, je linearni
kombinaci nasledujicich;

(iii) néktery z vektoru ug, k& < n, je linearni
kombinace ostatnich.

4. LINEARNI PODPROSTORY — p.27/56



Zavidost VII|

Kazdy vektor x z linearniho obalu [uy, ..., u,]
muZeme vyjadfrit ve tvaru

X=cU; +...t+Cc,Uuy,

pro néjakou n-tici skalart (c, ..., c,).

Tvrzeni 4.4.2 Vektory uy, ..., u, Jsou linearnée
nezavisle prave tehdy, kdyz kazdy vektor

X € [uy,...,u,] muzeme vyjadfrit ve tvaru

X = ciuy + ...+ ¢,u, pro jedinou usporadanou
n-tici (¢, ...,c,) € K™
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Zavidost | X

Nasledujici tvrzeni dava do souvislosti linearni
(ne)zavislost s linearnim obalom.

Tvrzeni 4.4.3 Nechtuy,...,u,, v € V, pricemz
vektory uy, ..., u, Jsou linearneé nezavislé. Potom

nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) v € [uy,...,u,l;
(ii) vektory uy,...,u,, v jsou linearné zavislé;

(iii) [ug,...,u,, v] = |ug,...,u,l.
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Zavidost X

Veta 4.4.4 Necht u,,...,u,,v,,...,v,, € V,
pricemz vektory u,, ..., u, Jsou linearne
nezavislé. Potom z mnoziny {1,...,m} muzeme
vybrat indexy i, < ... < 1 tak, ze vektory
u,,...,U,,V;,...,v; Jsoulinearné nezavislé a
generuji stejny podprostor jako vektory
U;,..., Uy, Vi,..., V.
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L inearni obal v K™ |

4.5 Linearni obal alinearni
nezavislost v prostorech K™

Pouziti téze metody upravy matic pomoci ERO
na (redukovany) stupnovity tvar na reseni
nasledujicich tfi otazek:

(1) rozhodnout pre dané vektory
X1,...,X,,y € K™ zda y patfi nebo nepatri
do linearniho obalu [x1, ..., x,];
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Linearni obal v K™ ||

(2) rozhodnout pro dane vektory x;,...,x, € K™
zda jsou linearne zavislé nebo nezavislé;

(3) vybrat z vektort x4, ...,x, € K™ linearné
nezavislé vektory x,,,...,x;, (1 < ... < Ji)
tak, aby vektory x,,, ..., x; generovaly ve V
stejny linearni podprostor jako vektory
X1y y Xy

Zavedeme dale oznaceni, kterého sa budeme
drzet v celém odstavci.
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Linearni obal v K™ |||

Necht x;,...,x,,y € K™ |jsou sloupcové vektory,
pricemz

() ()

OznaCme X = (z;;) € K™ " matici se sloupci

X1,...,Xn, @ (X]|y) € K™+ plokovou matici
sloZzenou z matice X a vektoru y.

Xj:
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Linearni obal v K™ |V

Potom pro c = (ci,...,c,)’ € K" plati:
(D) eax1+...+ex, =y & X-c=Y;
(2) cix1+...+¢,x,=0 < X-c=0.

Jinak receno:

(1) y € [x1,...,%,] pravé tehdy, kdyz soustava
X - ¢ =y S rozSirenou matici (X |y) ma
alespon jedno resenti;
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Linearni obal v K™V

(2) vektory x4, ...,x, Jsou linearné nezavislé
prave tehdy, kdyz homogenni soustava
X - ¢ = 0 ma jediné reseni c¢c = 0; pokud tato
soustava ma | nejaké nenulové resent, tak
vektory x1, ..., x, Jsou linearné zavisle.

Otazku (1) umime resit. Staci pomoci ERO
upravit matici (X | y) na stupnovity tvar. Pokud
vysledna matice obsahuje radek tvaru
(0,...,0]2), kde z #£ 0, tak soustava X - c =y
nemafeSeniay ¢ [xi,...,X,]|.
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Linearni obal v K™ VI

Pokud sa takovyto radek ve vysledné matici
nenachazi, tak soustava ma alespon jedno
freSeniay € [xq,...,X,].

Podobne je tomu s otazkou (2). Opeét stacli
pomoci ERO upravit matici X na stupnovity tvar
a podivat se, zda v kazdem sloupci lezi vedouci
prvek nejakeho radku.

Pokud tento pripad nastane, nemame moznost
zvolit parametry, ¢ = 0 je jedinym feSenim
soustavy X - ¢ = 0 a vektory x4, ...,x, Jsou
linearne nezavisle.
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Linearni obal v K™ VI

V opacném pripadé mame moznost volby
alespon jednoho parametru, soustava ma tedy
nejake nenulové reseni a vektory x4, ..., x, jsou

liInearné zavis

Vedoucim prv
je pravé v (n -

Tedy matice v

é.
kem fadku (0,...,0]|z), kde z #£ 0,

- 1)-nim sloupci lezici prvek z.
stupnovitém tvaru, ktera je

radkove ekvivalentni s (X |y) neobsahuje takovy
radek prave tehdy, kdyz v jejim poslednim

sloupci nelezi

vedouci prvek zadného radku.
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Linearni obal v K™ VIII

Priklad 4.5.1 Uvazme sloupcové vektory

x; = (1,1, -1, -1, xo = (0,1,0, 1)*,

x3 = (3,1,-3,-5)1, x4 = (0,0,1,2)",

y = (3,5,-2, 1), z=(1,1,1,1)F v prostoru R*.
Mame rozhodnout, zda vektory y, z lezi v
linearnim obalu [x1, x2, X3, X4].
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Linearni obal v K™ | X

Oznacme si nasledujici matice

(10 3 0 3\ (1.0 30 1\
B 0 | s R 0 | 1
| RS I I
1 \-11 -5 2|1/
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Linearni obal v K™ X

Matice (X |y), (X |z) jsou radkove ekvivalentni
S maticemi

(1 0 303\ RO 3 ( 1)
01—202resp_01—20 0 |
00 0 11 00 0 1 2

\ 0 0 0| 0 \ 0 0 0| —2 )

Okamzité vidime, ze plati y € [x1,X2,X3,X4] @
Z ¢ [Xla X2, X3, X4]-
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Linearni obal v K™ XI

Priklad 4.5.2 Zjistime, zda sloupce realné

matice
(201 3)
2 1 2 3

0 2 3 1

\ 124 2

Jsou linearneé zavislé nebo nezavisleé.

4. LINEARNI PODPROSTORY — p.41/56



Linearni obal v K™ XI|

Tato matice je radkove ekvivalentni s matici

(12 4 2)

01 10
0011

\ 000 2/

Vidime, ze slouce matice X jsou linearnée

nezavislé.
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Linearni obal v K™ XII|

Z druhé strany, X jakozto matice nad telesem Z;s
je radkove ekvivalentni s matici

(124 2)

01 3 4
0023
\0 00 0

Tedy sloupce matice X, chapané jakozto vektory
z vektorového prostoru Z:, jsou linearné zavislé.
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Linearni obal v K™ XIV

Tvrzeni 4.5.3 Necht X, Y € K™ " jsou radkove
ekvivalentni matice, pricemz matice Y je

ve stupnovitém tvaru. Pro 1 < 5 < n oznacme

x; = 8;(X) j-ty sloupec matice X. Necht

71 < ... < jr jsou indexy vSech sloupct matice
Y, ve kterych lezi vedouci prvky jejich radku.
Potom plati:
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Linearni obal v K™ XV

(a) vektory x;,,...,x;,, |jsou linearné nezavislé;

(b) pokud v j-tém sloupci matice Y nelezi
vedouci prvek zadného jejiho radku (t. .
1<j3<naj#j,...,J) tak vektor x; |e
line&rni kombinaci vektort x;,, . .., x;, kde
[ < k Je nejvetsi index, pro ktery plati j; < 7;

T X | = [x1,...,X,).
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Linearni obal v K™ XVI

VySe uvedene tvrzeni nam dava primy navod na
reseni otazky (3).

StacCl pomoci ERO upravit matici

XI(Xl,..

., X,,) ha matici Y v stupnovitém tvaru

a zjistit v ni indexy j7; < ... < 4 vSech sloupcd,
ve kterych lezi vedouci prv

Potom x;,,..

«y jejich Fadka.

- Xy jSOU h

edané linearni neza-

vislé vektory, které generuji linearni podprostor

X1, ..., Xp].
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Linearni obal v K™ XVII

Priklad 4.5.4 Ze sloupcl realné matice

(113 -11)
ONY. 1 3
RS 2 4
\202 02)

je treba vybrat linearni nezavislé sloupce, které
generuji linearni obal vSech sloupcu matice X.
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Linearni obal v K™ XVIII

Matice X je radkove ekvivalentni s matici

(113 -1 1)
v_|[012 2 -3
INOROE 1 1
\00O0O 0 0

ve stupnovitém tvaru.
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Linearni obal v K™ XIX

Vedouci prvky fadkt matice Y se nachazi

ve sloupcich 1, 2 a 4. Hledané vektory jsou tedy
sloupce 1, 2 a 4 matice X. Zapsané vedle sebe
pak tvori matici

O — DN =

O = O =
|

O NN = =
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Linearni obal v K™ XX

Poznamka. Vy3Se uvedeny postup feseni
otazek (1), (2) a (3) pro prostory sloupcovych
vektort K™ Ize modifikovat na prostory
radkovych vektorti K™ — napf. transponovanim
prislusnych matic radkovych vektort nebo
nahrazenim elementarnich radkovych operaci
sloupcovymi.
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L inear né nezavisle posloupnosti |

4.6 Linearnenezavisle posoupnosti a
mnoziny

Nekonecnou posloupnost

(ug)22, = (ug,ug, ug, ..., u,...) vektort

Z prostoru V' nazyvame linearné nezavislou,
pokud kazda jeji koneCna podposloupnost
(ag,,...,ux ), kde 0 < ky < ... < k,, je linearné
nezavisla.
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L inear né nezavisle posloupnosti ||

Tvrzeni 4.6.1 Nekonecna posloupnost (ug)y,
vektort z V je linearné nezavisla pravé tehdy,
kdyz pro kazdé n € N je jeji poCatecCni usek

(ug, uy,...,u,) linearné nezavisly.

Napfiklad posloupnost (1,z, 2%, ..., 2", ...) vSech
mocnin z je linearne nezavisla posloupnost ve
vektorovém prostoru K[z] vSech polynomu

v promenné z nad télesem K. Polynom

f(x) = a9+ a1z + ...+ a,x™ je (definitoricky)
nulovy prave tehdy, kdyz ag =a; =... = a, = 0.
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Mnozina X C V sa nazyva linearneé nezavisla,
pokud pro libovolné n € N kazda usporadana

n-tice navzajem ruznych vektort (uy,...,u,)
Z mnoziny X je linearné nezavisla.
Kdyby totiZz uy, ..., u, nebyly navzajem rtizné

vektory, nemohly by byt linearne nezavislé.
Linearni zavislost Ci nezavislost usporadané
n-tice vektorti nezavisi na jejich poradi.

4. LINEARNI PODPROSTORY — p.53/56



L inear né nezavisle posloupnosti |1V

Zrejmeé usporadana n-tice (uy, ..., u,) je linearné
nezavisla prave tehdy, kdyz je linearné nezavisla
usporadana n-tice (u, (), ..., U, @y)), kde o je
libovolna permutace mnoziny {1,...,n}.

Tedy, linearni (ne)zavislost usporadané n-tice
(ay,...,u,) navzajem ruznych vektoru je
vlastnosti mnoziny {uy,...,u,}.
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Tvrzeni 4.6.2 Usporadana n-tice (uy,...,uy,)
navzajem ruznych vektort z V je linearné
nezavisla prave tehdy, kdyz mnozina
{uy,...,u,} CV jelinearné nezavisla.
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Tvrzeni 4.6.3 Necht X C V je linearne nezavisla
mnozina a v € V. Potom nasledujici podminky
jsou ekvivalentni:

(i) v e [X];
(ii) mnozina X U{v} je linearne zavisla;
(iii) [X U{v}] =[X].
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