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Abstrakt prednasky

Abstrakt

V této kapitole se seznamime se soustavami
linearnich rovnic nad obecnym télesem K a
naucime se je resit.

Vyuzijeme pfi tom zapis soustavy pomoci jisté
matice. Strukturni vlastnosti mnoziny vsech
feSeni dané soustavy a jejich dusledky budeme
studovat az pozdeji, pote, co se blize seznamime
se strukturou vektorovych prostordl.
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Maticovy zapis|

3 SOUSTAVY LINEARNICH
ROVNIC

3.1 Maticovy zapis soustavy linearnich

rovnic

Zakladni pojem tohoto odstavce je pojem
linearni rovnice.
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M aticovy zapis ||
Linearni rovnici o n neznamych x4, ..., z, nad
ciselnym telesem K rozumime formuli tvaru
a1x1 + asxs + ...+ a,x, =0,

kde a;,a9,...,a,,b € K, Vv promennych
L1y, L2y ...,Lp.
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Maticovy zapis|||

Soustavou m linearnich rovnic o n neznamych
Ty, Ta,...,T, NAd Ciselnym télesem K rozumime

konjunkci formuli tvaru

|
S
—

A1101 aA921L9 . A1nLn

a1 + GpoTo + ... + apnxn, = b,,.
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Maticovy zapis |V

Zde a;j, bj, prol <i <m, 1 < j <n, |sou skalary
Z télesa K.

Matici A = (a;;) € K" nazyvame maticli
soustavy, sloupcovy vektor

b= (bi,...,b,)" € K™ nazyvame jeji pravou
stranou. Rozsifenou matici soustavy
nazyvame blokovou matici (A | b) € Kmx(n+1),
Soustava sa nazyva homogenni, je-li b = 0;

V opacnem pripade sa nazyva nehomogenni.

3. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC — p.7/57



M aticovy zapisV

Uvedenou soustavu muzeme struéné a Gsporné
zapsat v maticovém tvaru

A -x =D,
resp., pokud jde o homogenni soustavu, v tvaru
A -x=0.

Resenim soustavy A - x = b nazyvame takovy
vektor x = (z1, 22, ...,7,)" € K", jehoz slozky
vyhovuji kazdé z rovnic této soustavy, t.|. plati
A - -x=b.
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M aticovy zapis VI

Vyresit soustavu znamena najit vSechna jeji
resent, t.]. popsat mnozinu vsech jejich reseni.

Dve soustavy A - x=b aB - x = c, kde
A, B e K™" b,c e K™, se nazyvaji
ekvivalentni, pokud maji stejnou mnozinu
resent, t.]. pokud pro vsechna x € K" plati
A - x = b prave tehdy, kdyz B - x = c.
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Poznamka |

Poznamka

(a) Podtrhnéme, ze reSenim soustavy rozumime
vzdy sloupcovy vektor x a ne jeho slozky:.

Tak napriklad soustava

22+ 3y = 12
3L — 2y = O
" B . [ 3
nad telesem R ma jediné reseni ( ) = (2) a
Y

nikoliv dve reseni z = 3, y = 2.
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Poznamka | |

Budeme pak fikat, ze soustava ma jediné reseni
= — 2.

(b) VSimneme si, Zze pocet rovnic soustavy a po-
cet neznamych se nemusi rovnat. V obvyklém pri-
pade, kdyz rovnic je stejny pocet jako neznamych,
ocekavame, ze soustava bude mit jediné feseni.
Pokud je rovnic méne nez neznamych, Izee oce-
Kavat, ze soustava bude mi vicero (pripadne i ne-
Konecné mnoho) resent.
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Poznamkalll

Naopak, pokud je rovnic vice nez neznamych,
muZe se stat, Ze soustava nebude mit zadné
reseni. Naproti tomu, ze tato oCekavani vyjadruji
Jpreviadajici trend”, lehce lze najit priklady, kdy
se nemusi spinit.

Poznamenejme, ze homogenni soustava

A - x = 0 ma (bez ohledu na pocCet neznamych a
pocet rovnic) vzdy alespon jedno rfeseni — je jim
nulovy vektor x = 0.

3. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC - p.12/57



Poznamka |V

Neni dulezité, jakymi znaky jsou oznacené
neznameé v soustave A - x = b.

Na jeji reSeni nema vliv, zda si vektor
neznamych oznac¢ime x = (z1,...,z,)’ nebo
y = (y1,...,y,)’ nebo néjak jinak.

To znamena, ze cela informace o této soustave,
potfebna pro nalezeni vSech jejich resent, je
obsazena v rozSifené matici soustavy (A | b),
resp., pokud pujde o homogenni soustavu, jen
vV matici soustavy A.
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Poznamka V

Proto | metoda reseni soustav linearnich rovnic,
se kterou se nyni seznamime, bude zalozena jen
na uprave této matice.

R0zSIfenou matici (A |b) soustavy A -x =Db
pudeme upravovat tak, abychom dostali nejakou
jinou matici (B |c), ktera odpovida nové soustavé
B - x = ¢, pricemz tato splnuje nasledujici dve
podminky:

3. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC — p.14/57



Poznamka V|

(a) Je ekvivalentni s puivodni soustavou
A - x = b, t.|. ma stejnou mnozinu reseni.

(b) VSechna jeji feSeni muzeme primo vycist
Z jeji rozSifené matice (B | c).

Pak rikame, Ze soustava B - x = c Je vyfreSena.
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Redukovany tvar |

3.2 Redukovany stupnovity tvar matice

Rikame, Ze prvek a;; matice A € K" je
vedouci prvek i-teho radku matice A, pokud
a;; # 0, a 7 = 1 nebo a; = 0 pro vSechny

1 <[ <y.

Jinak receno, vedouci prvek nenuloveho radku je
prvni nenulovy prvek tohoto radku. Nulovy radek
nema vedouci prvek.
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Redukovany tvar |1

Rekneme, Ze matice A = (a;;) € K"™*" je

v redukovaném stupnovitém tvaru, pokud

splnuje nasledujici Ctyfi podminky:

(@) Je-lir;(A)#0ar,(A) =0, pak: < k;
t.]. kazdy nenulovy radek matice A lezi nad
kazdym jejim nulovym radkem.

(b) Jsou-li a;;, ax; vedouci prvky :-t€ho resp.
k-teho radku a i < k, pak plati 7 < [;
t.]. vedouci prvek vyssiho radku lezi vice
vlevo nez vedouci prvek nizsiho radku.
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Redukovany tvar |11

(c) Je-li a;; vedouci prvek i-teho fadku, pak
Ajj = 1;
t.]. vedouci prvek kazdeho nenulového radku
je 1.
(d) Je-li a;; vedouci prvek i-tého radku, tak
ap; = 0 pro kazdé k # 1
t.]. v sloupci, v kterém sa nachazi vedouci

prvek nejakého radku, jsou vsechny ostatni
prvky rovne 0.
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Redukovany tvar |V

Pokud matice A splnuje pouze podminky (a), (b),
rikame, ze je v stupnovitém tvaru. Pouziva se
téz nazev (redukovany) schodovity tvar.

Nasledujicl matice nejsou ve stupnovitém tvaru

02 1) (00 0)

1 00 il
010

\ 0 0 0 001

3. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC - p.19/57



Redukovany tvar V

Matice jsou ve stupnovitém tvaru, ale nejsou v
redukovaném stupnovitém tvaru.

/230 1) (123 4)

1 2
0014 O 3
00 1 2

\ 0 00 0/ L0001/
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Redukovany tvar VI

Matice jsou v redukovaném stupnovitém tvaru.

[0100) (101 0)

0120
0010
00 0 1

\ 000 1/ L0000/
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Redukovany tvar V|

Jednotkova a nulova matice jsou v redukovanéem
stupnovitem tvaru.

Priklad

USR] 0\ (3 )
0

Blc)=] 01 6 00 |=

\00 0 10 ) .

Je matice v redukovaném stupnovitém tvaru nad
R.
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Redukovany tvar VIII

Tato matice odpovida soustave

L1 = 2563 =3
To + 6%3 =0
L4 = 1

\Y nezném)'lch X1,T2,X3,T4,T5.
Tato soustava ma nekonec¢né mnoho reseni.
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Redukovany tvar | X

Kazdé volbé parametrt s, ¢ € R zodpovida jedno

reseni

— 3+ 2s

— 0s
S

3. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC - p.24/57



Redukovany tvar X

Preznaceni neznamych za parametry xs = s,

x5 = t a Jejich presun na pravou stranu je natolik
pezprostredni Uprava, ze soustavu prislusnou

K matici (B | ¢) mUZeme povaZovat za vyfeSenou.

Redeni Ize napsat pfimo na zakladé matice
(B|c).

Soustavu linearnich rovnic B - x = ¢ nad télesem
K budeme nazyvat vyresenou soustavou,
pokud jeji rozSifena matice (B |c) je

v redukovanem stupnovitém tvaru.
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Redukovany tvar XI

V pripade homogenni soustavy se staci omezit
pouze na matici B.

Nyni ukazeme, jak muzeme k dané blokové
matici (B | c) v redukovaném stupnovitém tvaru
najit vsechna resni soustavy B - x = c.

Nejprve si ujasnime, kdy je takovato soustava
resitelna, t.j. ma alespon jedno reseni.
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Redukovany tvar Xl |

Soustava B - x = ¢ ma reseni prave tehdy, kdyz
se v matici (B | c) nenachazi radek tvaru

(0,...,01).
e

n-Krat

Takovy fadek odpovida rovnici 0 = 1, ktera
oCividné nema reseni. To, ze nepritomnost
takovéhoto radku je i postacujici podminkou
resitelnosti soustavy, vyplyva z nasledujiciho
postupu, jak toto reseni najit.
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Redukovany tvar XI11

Pokud se v j-tém sloupci matice B nenachazi
vedouci prvek zadného radku, tak si neznamou
z; zvolime za parametr; pokud se v j-tém sloupci
nachadzi vedouci prvek nejakeho radku, tak si
vyjadfime neznamou x; pomoci parametru tak,
Ze sloupce matice B prislusné temto

parametrum ,prehodime s opaénym znaménkem
na druhou stranu®.
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Redukovany tvar X1V

Priklad.

(100 2/3 -1/2| 5
(Blc)=] 010 3/4 0 2
\0 01 —4 -2/5| -2

Je matice v redukovaném stupnovitém tvaru nad
R. Vidime, ze se v ni nenachazi radek tvaru
(0,0,0,0|1), tedy soustava B - x = ¢ by meéla mit
resen.
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Redukovany tvar XV

Vedouci prvky radkt matice B sa nachazaji
ve sloupcich 1, 2 a 3. Za parametry si tedy

zvolime neznamé z, a zs. ReSenim soustavy je
kazdy vektor (z1, zo, 3, 24, 75) € R tvaru

5—%5+%t
2—%5

2!45!%t
S

z,
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Redukovany tvar XVI|

Parametry s,t € R mohou nabyvat libovolné
hodnoty. Zlomku u parametrtl se muZzeme zbauvit.
Je jedno, zda si parametrické promenné zvolime
ve tvaru x4 = s, x5 = t nebo ve tvaru z, = 12s,

xs = 10¢, kde s,t € R. Pri takovéto volbe
parametru dostaneme vSechna feSeni soustavy

r1T = o— 8s +ot

To = 2 —9s

rs = —2436s+ 4t ve tvaru bez zlomkau.
T — 12s

Ly — 10¢
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ERO aESO |

3.3 Elementarni radkové a sloupcové

operace (ERO a ESO)

Elementarni radkovou operaci (transformaci),
zkracene ERO, na matici A € K" rozumime

l. Vymeénu dvou radkt matice A;

Il. Vynasobeni nekterého radku matice A
nenulovym skalarem z Ciselného télesa K;

lIl. Pricteni skalarniho nasobku nékterého
radku matice A k jejimu jinému radku.
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ERO a ESO ||

Matice A, B € K™*" sa nazyvaji radkove
ekvivalentni, oznaceni A ~ B, pokud jednu
z nich muzeme upravit na druhou koneénym
poctem elementarnich radkovych operaci.

Analogické pojmy — elementarni sloupcove
operace (ESO) a sloupcova ekvivalence
matic, oznaceni A B.
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ERO a ESO |11

Vymenou :-tého a k-tého radku v matici

[ ri(A) ) [ ri(A) )
r(A) i(A)
A = : dostaneme matici :
r(A) ri(A)
\ rm(A) \ rm(A)
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ERO aESO |V

Vynasobenim :-tého radku matice A skalarem
c # 0 dostaneme matici

( 1‘1(.A) \

cri(A)
: Vynasobenim :-tého radku této
r,(A) matice skalarem ¢! # 0 Zzis-
kame opéet matici A.
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ERO aESO V

Prictenim c-nasobku :-tého radku matice A
K jejimu k-temu radku z ni dostaneme matici

( ri(A) \
r(A)

r;(A) + cr;(A)
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ERO a ESO Vi

VSimneme si, ze i-ty radek pri teto uprave
zustava nezménény. Matici A z této matice
ziskame prictenim (—c)-nasobku jejiho i-tého
raddku k jejimu k-tému radku.

Poznamenejme, ze, v pripade vymeny opetovnou
vymenou i-tého a k-tého radku v matici vzniklé vy-
menou ¢-tého a k-teho radku, ziskame zase matici
A.
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ERO a ESO VI

Je-li A - x = b soustava s rozsifenou matici

(A | b) a blokova matica (A’ | b") vznikne z (A | b)
provedenim jedné (nezalezi které) ERO, pak
soustava A’ - x = b’ je ekvivalentni s plvodni
soustavou A - x = b.
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ERO a ESO VIII

Elementarni radkové operace na matici (A | b)
totiz odpovidaji postupné zamene poradi dvou
rovnic soustavy, vynasobenim nékteré rovnice
nenulovym skalarem a prictenim nejakého
nasobku jedné rovnice k jiné rovnici.
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ERO aESO I X
Presneji nahrazenim dvojice rovnic
ri(A) -x=0b;,r(A) -x =10
dvojici rovnic

ri(A)-x =0, (ry(A)+cri(A)) -x = bp+cb;.

3. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC - p.40/57



ERO a ESO X

Je-li A - x = b soustava s rozsifenou matici

/ / s B . .
(A |b) a (A" |b’) rozsifena matice nové
ekvivalentni soustavy A’ - x = b’, muZeme se od

nove soustavy vhodnou ERO provedenou na jeji
rozsSifené matici opét vratit k plivodni soustavé

A -x =Db.
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ERO a ESO XI

Tvrzeni 1 Necht K je téleso, A, B € K"*",
b,c € K™. Jsou-li blokové matice (A | b),

(B | c) fadkové ekvivalentni, pak jsou i soustavy
inearnichrovnic A - x=b, B -x=c
ekvivalentni.
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ERO a ESO Xl

Veta 2 Kazda matice nad Ciselnym telesem K je
radkove ekvivalentni s nejakou (prave jednou)
matici v redukovaném stupnovitém tvaru.

Poznamka. Uvedeny redukovany stupriovity
tvar dané matice je jednoznacne urceny.
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ERO a ESO XII|

Priklad 3 Je dana soustava

201 +319 — x4 = 1
3581 ——2562 ——45133 —25134 =5
L1 — I9 ——45133 — Tyq4 == 2

trech rovnic o Ctyrech neznamych nad telesem R.
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ERO a ESO XIV

Jeji rozSifena matice je

(2 3 0 —1|1)
0

\1—14—1 2/

Pri jeji upraveé na redukovany stupnovity tvar
budeme vynechavat nékteré mezikroky a
zaznamename jen nekteré vysledky vicero

provedenych ERO.
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ERO a ESO XV

Posledni radek matice dame na prvni misto,
potom jeho (—2)-nasobek pricteme k puvodnimu
orvnimu fadku, ktery posuneme na druhé misto,
a (—3)-nasobek puvodniho posledniho fadku
pricteme k puvodnimu druhému fadku, ktery
posuneme na treti misto. Dostaneme tak matici

L ] | 2
00 5 -8 1| -3]|.
\0 5 -8 1| —6)
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ERO a ESO XVI

Prictenim (—1)-nasobku druhého radku k tretimu
radku dostaneme matici

/1— s 2\
5 —8 1 .
\o 0 0 O —3/

Z tohoto tvaru vidime, ze soustava odpovidajici
posledni matici nema reseni — obsahuje totiz rov-

nici 0 = —3. Tedy ani puvodni soustava nema
resent.
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ERO a ESO XVII

DokoncCime upravu na redukovany stupnovity
tvar, ktery dostaneme vynasobenim tretiho radku
skalarem —1/3, prictenim (—2)-nasobku resp.
3-nasobku tohoto nového radku k prvnimu resp.
druhému radku a, konecne, vynasobenim
druhého radku skalarem 1/5:

/(10 12/5 6/5 | 0
01 -8/51/5|0 |.
\ 0 0 0 0|1/
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ERO a ESO XVI|I|

Tvrzeni4 Necht A € K", b e K™ a
m < n,tjsoustavy A - x=0,A-x=Db
obsahuji méne rovnic nez neznamych. Potom

(a) homogenni soustava A - x = 0 méa s
feSenim Xy = 0 alespon jedno feSenti
x = 0;

(b) pokud existuje alespon jedno feSeni

soustavy A - x = b, pak ma tato soustava
vice nez jedno reseni.
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Gaussova EM |

3.4 (Gaussova eliminac¢nl metoda

Dale uvedeme tzv. Gaussovu eliminacni
metodu reseni soustav linearnich rovnic.
RozSifenou matici soustavy upravime jen na
stupnovity (tedy ne nutné redukovany
stupnovity) tvar.
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Gaussova EM ||

Z tohoto tvaru muzZzeme snadno urc€it, zda ma
soustava nejaké reseni (prislusna matice nesmi
obsahovat radek tvaru (0,...,0 ] d) [

0#de K).Vtomto prlpade muzeme vSechna
feSeni soustavy ziskat volbou parametrti (opét si
za ne volime neznamé z; takove, ze v j-tém
sloupci se nevyskytuje vedouci prvek zadného
radku) a zpetnym dosazovanim, t.|. eliminaci
neznamych pomoci parametru.
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Gaussova EM |11

Priklad 5 Predpokladejme, ze rozSirenou matici
nejake soustavy nad R jsme si pomoci ERO

upravili na stupnovity tvar

0823 0 -1 4 |1\
000 -2 54|0
\000 0 31|4)
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Gaussova EM 1V

Tato matice odpovida soustave

29 +3x3 — x5 +4xg = 1
—2x4 +5x5 +4xg = 0
35135 - Lg — 4.

Za parametry si zvolime promeénné xq, x3 a xg.
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Gaussova EM V

Zpetnym dosazovanim postupneé dostaneme
vSechna reseni v parametrickém tvaru

T t
vy = Yd—ag) =41t
ze = 3(5ws+4we) =2 — 1t
r3 = S
Ty = %(1—3:63%—:65—43:6):%—%3—%315
T, = T,
kde r, s, t € R.
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Gaussova EM VI

Pfipadné, po trochu ,vhodnéjsi“ volbé parametru,
bude rfeseni v tvaru

rg = 0L,

= % — 2t,

Ty = % — 11,

r3 = 28,

zy = £—3s+ 13,
G T
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Gaussova EM VI

Zpétné dosazovani muzeme nahradit dalSi
Upravou rozsirené matice soustavy pomoci ERO
na redukovany stupnovity tvar.

Stacl totiz vynasobit nenulové radky
prevracenymi hodnotami jejich vedoucich prvku
a prictenim vhodnych nasobku téchto radkui
vynulovat zbyvajici nenulové prvky ve sloupcich
obsahujicich vedouci prvky jednotlivych radku.

3. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC - p.56/57



Gaussova EM VI ||

Gaussova eliminacna metoda je uziteCna
zejmena tehdy, pokud nam nejde ani tak

0 explicitni tvar resenti, ale spise o samotnou
otazku resitelnosti soustavy, pripadne o pocet
parametru, které se v nich vyskytuiji.

Toto vSe je mozné zjistit uz na zaklade nejake
matice ve stupnovitém tvaru, ktera je radkove
ekvivalentni s ptivodni rozSifenou matici
soustavy. V tomto pfipadé si tedy mizeme
odpustit dalsi GUpravu na redukovany stupnovity
tvar i zpéetné dosazovani.
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