2. ZAKLADY MATICOVEHO
POCTU

Jan Paseka

Masarykova Univerzita Brno



Abstrakt prednasky

Abstrakt

V této kapitole se seznamime s maticemi, t. .
obdélnikovymi tabulkami, s jejichz pomoci
budeme kodovat nejriiznéjsi dilezité Gdaje
0 vektorovych prostorech, a nauCime se s nimi
pracovat.
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M atice nad danou mnozinou |

2 Zaklady maticoveho poctu

2.1 Matic® ad danou mnozinou

2.1.1 Typy matic

Necht X je libovolna mnozina a m, n € N. Matici
typu m x n, nebo téz m x n-rozmérnou matici had
mnozinou X rozumime obdélnikovou tabulku
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M atice nad danou mnozinou | |

a1l a2 ... Qip
aos1 A9 ... A9y

A = ,
Ami1 Am2 ... Amn

sestavajici z prvku mnoziny X. Zkraceneé téz
pisSeme A = (a;;)mxn, NEbO pouze A = (aij).
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M atice nad danou mnozinou |||

Prvky a;; € X, kdel <t <m,1 <75 <n,se
nazyvaji prvky matice A.

Prvek a;;, ktery se nachazi v ¢-tém fadku a j-tém
sloupci matice A nazyvame téZ prvek v misté
(na pozici) (¢, 7), resp. (7, j)-ty prvek matice A.
Mnozinu vSech m X n-rozmeérnych matic nad
mnozinou X znacime X """ (nékdy téz

Mat,, ,(X)). Pokud m = n, mluvime

0 Ctvercovych maticich radu n nad mnozinou
X.
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M atice nad danou mnhozinou |V

Poznamenejme, ze v pripade, kdyz nekteré z
¢isel m, n je 0, mnozina X *" sestava z jediné

a to prazdné matice (). Dale se budeme vzdy
pavit jen o maticich kladnych rozmért m X n.

DVE matice nad mnozinou X povaZzujeme za
navzajem stejné neboli totozné, pokud maji
stejné rozmery a stejné prvky na prislusnych
mistech.
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M atice nad danou mnhozinou V

To znamena, Ze pro matice A = (a@;; )mxn,
B = (bjj)px, nad X klademe A = B pravé
tehdy, kdyz m = p, n = q a pro vSechny

i=1,....m,j=1,.

.., nplati a;; = bz’j.

Mnozina matic typu 1 X n nad X splyva

s mnozinou X", pokuc
z X zapisujeme do fac

usporadané n-tice prvku
ku. Podobne, pokud

usporadané m-tice prv

Kl z X zapisujeme do

sloupce, tak mnozina matic typu m X 1 nad X
splyva s mnozinou X",
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M atice nad danou mnhozinou VI

2.1.2 RAdky a sloupce matice
Necht A = (a;;) € X"*". Uspofadanou n-tici

I’Z(A) . (a/z'la A2y - - -y ain) < X1><717

kde 1 <12 < m, nazyvame 2-tym radkem
matice A.
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M atice nad danou mnozinou VI

Podobne, usporadanou m-tici
Sj(A) n | 7

kde 1 < 9 < n, nazyvame j-tym sloupcem
ma-tice A' 2. ZAKLADY MATICOVEHO POCTU—p.10/71



M atice nad danou mnhozinou VI

Matici A tak mUzeme ztotoznit jak se sloupcem
slozenym z jejich fadku tak s fadkem slozenym z
jejich sloupcu, t.|.

ai; Qa1 ... Aip rl(A)

as1 a9 ... Aoy I‘Q(A)

A= —

Ayl Ao - oo Gyl r,(A)

2. ZAKLADY MATICOVEHO POCTU - p.11/71



M atice nad danou mnozinou | X
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M atice nad danou mnozinou X

2.1.3 Transponovana matic®

Matici, kterou ziskame z matice A = (a;;)mxn
zameénou jejich radku a sloupct, nazyvame
transponovanou matici k matici A a znac¢ime ji

Al
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M atice nad danou mnozinou X|

aiip as1 ... ami

a2 a2 ... Am9
Al =

ain, ao2n ... aAm,h

To znamena, ze A1 € X™*™ a prvek na pozici
(i, 7) matice A" je aj;.
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M atice nad danou mnozinou X|

Zfejmé pro libovolnou matici A € X""*" plati

(A" = A.

Transpozici matic-Fadkd z X ' %" dostaneme
matice-sloupce z X"*! a transpozici
matic-sloupcti z X > matice-fadky z X ™™
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M atice nad danou mnozinou Xl |

Na zaklade téeto poznamky Ize snadno videét, ze
pro libovolnou matici A € X" al <1 < m,

1 <9 < nplati

si(AT) =ri(A), (A7) =s;(A)
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M atice nad danou mnozinou XI 11

Ctvercova matice A € X" " se nazyva

symetricka, pokud A = A’ t.j. pokud
a;; = aj; pro vdechny indexy¢,) = 1,...,n.

Posloupnost prvkl (a1, ass, . . ., ny)
nazyvame diagonalou ¢tvercové matice A.

Transponovanou matici k ¢tvercové matici A
zfejme ziskame ,,0sovou soumernosti® jejich
prvkl podle diagonaly.
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M atice nad danou mnozinou XI|V

2.1.4 Blokové matice

Nekdy bude uzitecné spojit dveé matice

A e X" B e X™ "2 ge stejnym poétem
fadkt do jedné matice tak, Ze prislusné tabulky
jednoduse napiseme vedle sebe. Vysledna
matice je typu m X (nq + n9) a znacime ji

(A, B), pfipadné (A | B).
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M atice nad danou mnozinou XV

Podobné muzeme spojit dvé matice

A e X™M*" B e X™2*" ge stejnym pocétem
sloupctl do jedné matice tak, Ze prislusné tabulky
napiseme pod sebe. Vysledna matice je typu

(M1 + msa) X n a znacime ji
A A

pripadne | —
B B
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M atice nad danou mnozinou XV|I

Prave popsané konstrukce jsou priklady tzv.
blokovych matic. Puvodni matice, ze kterych
takto vytvarime blokovou matici, potom
nazyvame jejimi bloky.

Samoziejmé muzeme
zaradit vetsi pocet blo
Naopak, nékdy muze
matici nejaké mensi o
bloky.

vedle sebe resp. pod sebe
KU neZ pouze dva.

oyt tcelné vyznacit v dané

ndélnikoveé casti jako jeji
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M atice nad danou mnozinou XVI|I

Pak mluvime o tzv. blokovém tvaru dané
matice.

PYikladem toho byl zapis matice A € X™*"
jako fadku sloZzeného z jejich sloupcu, pfipadné
jako sloupce slozeného z jejich fadku.

Uvedena dve schemata vytvareni blokovych
matic ,vedle sebe” a ,pod sebe” mizeme
kombinovat.

2. ZAKLADY MATICOVEHO POCTU - p.21/71



M atice nad danou mnozinou XVII|

Napf. z matic A;; € X™M*" Ay € X"1xn2,
Ay € XM22™M - Ay € X222 mIzeme

vytvorit blokovou matici

typu (my

All A12
A21 A22

mg) X (721

TLQ).
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M atice nad danou mnozinou XI X

Tuto konstrukci muzeme ziejmym zpusobem
zevseobecnit | na vetsi systéemy matic a zapsat

ve tvaru

A = (Ay)ixi = |
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M atice nad danou mnozinou XX

pficemz jednotlivé bloky A ;; jsou matice nad X
rozmért m; X n;, kde (my, ..., mg),

(11, - . ., my) jsou néjaké konecné posloupnosti
prirozenych Cisel.

Matici nad mnozinou X z této ,matice matic*
dostaneme tak, Ze si v A odmyslime vnitfni

zavorky oddeélujici jeji jednotlivé bloky A ;;.
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Matice nad danym télesem |

2.2 Matict ad danym Clselnym telesem

Na mnoziné X, nad kterou jsme vytvareli
prislusné matice, jsme doposud nepredpokladall
zadnou dalsi strukturu.

Na mnozinach matic X"**" sa nam pomérné
bohata struktura pfirozenym zpusobem objevila.
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Matice nad danym télesem | |

VSechny doposud zavedené maticoveé operace a
vlastnosti vSak mely vylucne pozicni charakter
— zakladaly sa na reprezentaci kazdé matice jako
orislusné obdeélnikoveé tabulky.

DalsS1 maticové operace a vlastnosti, které
nodlame zavest a pozdeji vyuzivat, uz budou
podminéneé pritomnosti jisté struktury na
mnozine X.
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Matice nad danym télesem ||

N = N "\ /S

druh matic, jimiz se budeme zabyvat, tvori
matice nad nejakym télesem.

V celém odstavci /X oznacuje pevné zvolené,
jinak vsak libovolné téleso.

V souladu s predeslym odstavcem K"**", kde
m,n € N, oznacuje mnozinu vSech matic typu
m X n nad ¢iselnym télesem K.
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Matice nad danym télesem |V

2.2.1 Vektorovy prostor matic

Pro pevné m,n € N budeme na mnoziné matic
K™ " definovat po slozkach operace souctu a
skalarniho nasobku. Tedy pro matice

A = (aid)m<n, B = (b;)mxn nad K ac € K

A+B = (ai+bij)mxn,
= (Cis ) xn-
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Matice nad danym télesem V

Soucet matic A + B je definovany jen pro

matice A, B stejného typu a samotna matice
A + B je téhoz typu jako A a B.

Neutralnim prvkem operace sc¢itani na /™"
Je matice typu m X n, jejiz vsechny prvky jsou
nulove; nazyvame ji nulova matice typu m X n
a oznacujeme ji 0, ,,, resp. 0, je-li jeji rozmér
jasny z kontextu nebo na ném nezalezl.
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Matice nad danym télesem V|

Opaénym prvkem k matici A = (a;;)mxn je
ziejmé matice — A = (—a;; ) mxn-
Matice pevného typu m X n nad télesem K

s takto definovanymi operacemi souctu a
skalarniho nasobku tvori vektorovy prostor nad

télesem K tj. K" bude dale oznacovat
prislusny vektorovy prostor.
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Matice nad danym télesem VI

2.2.2 Nasobeni matic

Nejprve sa naucime nasobit nekteré dvojice
vektoru.
Soucinem x -y radkoveho vektoru

x = (z1,...,7,) € K" asloupcového

vektoruy = (y1,...,9,)" € K™ rozumime
skalar
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Matice nad danym télesem V||

Y1

Yn
= Y1+ ... T TpYp = Z?zl LilYi -

V tomto pripade jde o bézny ,skalarni soucin®
vektori x,y € K".
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Matice nad danym télesem V||

Snadno se overi, ze pre vsechnan € N, c € K a

x,x' € K" y. y' € K™! plati

x-(y+ty) =x-y+x-y,

(x+x)-y = x-y+x'y,
x-cy =c(x-y) = cx-y,
X'y = yT-XT.
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Matice nad danym télesem | X

Pro takto definovany soucin vektort jsou spinéné
dobre zname vlastnosti ,skalarniho soucinu®.

Rikame, Ze nasobeni fadkovych a sloupcovych
vektort je distributivni (z obou stran) vzhledem
ke sCitant a komutuje, t.]. je zameénitelné

s operacl skalarniho nasobku.

Posledni rovnost muzeme chapat jako
_komutativitu“ tohoto soucinu; vdécime za ni
komutativité nasobeni v télese K.
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Matice nad danym télesem X

Necht m,n,p e NaA = (CL@j)an, B = (bjk)nXp-

Soucinem matic A, B rozumime matici

A-B=(ri(A): si(B))mnxp

VSimneme si, Zze soucin matic A, B je
definovany, pouze pokud se pocet sloupcu
matice A rovna poctu radku matice B, t.|. pravé
tehdy, kdyz radky matice A a sloupce matice B
maji stejny rozmer.
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Matice nad danym télesem X|

Soucin matic typu m X n.an X p je matice typu
m X p, coz si muZzeme lehce zapamatovat

v symbolickém tvaru

m X n|-|nXxp]=[mxp,

pripominajicim rozmerove vztahy ve fyzice.

Soucin dvou Ctvercovych matic typu n X n je
tedy opet matice typu n X n.
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Matice nad danym télesem XI|

Prvek na pozici (¢, k) matice A - B dostaneme

jako soucin z-tého fadku matice A a k-tého
sloupce matice B, tedy jako vyraz

b1

I‘Z(A) . Sk(B)Z (az-l, ) am) °

bnk
=a;101k + ... + a;,b, = 2?21 a;ibjk -
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Matice nad danym télesem XI ||

Snadno pak overime nasledujici rovnostsi

r(A-B) = r;(A)B, si(A-B)=A-s,(B).
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Matice nad danym télesem XIV

Nasobeni matic je (z obou stran) distributivni
vzhledem ke scitani. To znamena, ze pro
libovolné m,n € N a matice A, A’ ¢ K™*",
B, B' €¢ K™ plati
A-B+B) =A-B+A.-B,
(A+A')-B =A-B+A'-B.
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Matice nad danym télesem XV

Z distributivity soucinu vektoru vzhledem k jejich
SOouctu je totiz jasné, ze (¢, k)-ty prvek matice
A-(B+B)je

ri(A) s;(B+B') =r;(A) - (sp(B) + s4(B))
=1;(A) - 51(B) + 1i(A) - 51(B),

tedy sa rovna (z, k)-tému prvku matice
A - B + A - B’. Podobné pro druhou rovnost.
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Matice nad danym télesem XVI

Podobne, s vyuzitim zamenitelnosti soucinu
vektort a skalarniho nasobku mtZzeme dokazat,

Ze pre libovolny skalar ¢ € K a vSechny matice

A e K™" B e K" P plati

A-cB=cA-B)=cA-B.

Rikame pak, Ze nasobeni matic komutuje, t.j. je
zamenitelné s operaci skalarniho nasobku.
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Matice nad danym télesem XVI|I

Nasobeni matic je téz asociativni: pro
m,n,p,qg e NaA e K™" Be K"P Ce KP*1
plati

A-(B-C)=(A-B):-C.

Pro dukaz toho si sta¢i uvédomit, Zze pro li-
bovolné vektory x = (z1,...,2,) € K", y =
(y1,...,y,)" € KP*! plati:
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Matice nad danym télesem XVII|

/ > 1 bikyk

x-(B-y)=(x1,...,2,) -

\ Zi:l bnkyk
=D i1 %5 (D bjkYk) = ks (2?21 ijjk> Yk =
(51 )

(2?21 Zjbj1, . . -, Z?zl ijjp) ' :
\ % /

= (x-B) -;
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Matice nad danym télesem XI X

Pakprol <i:<m,1 <[ <gq,|e ity prvek na
pozici (z,7) matice A - (B - C)
ri(A)-s(B-C) =ri(A)- (B-s/(C))
= (ri(A) - B) - 5,(C)
=1;(A-B)-5/(C),

tedy sa rovna (7, [)-tému prvku matice (A -B) - C.

2. ZAKLADY MATICOVEHO POCTU - p.44/71



Matice nad danym télesem XX

Ctvercovou matici fadu n, ktera ma vdechny
prvky na diagonale rovné 1 a mimo diagonalu O,

oznacujeme 1, a nazyvame jednotkova matice
radu n.

S pouzitim tzv. Kroneckerova symbolu

1, proi=j,

52']' =
0, pro: # j,
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Matice nad danym télesem XXI

muZeme psat

1 0 ... 00

01 ... 00
0, =

00 ...10

00 ... 01
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Matice nad danym télesem XXI|

Jednotkové matice hraji tlohu neutralnich prvku
pro nasobeni matic. Pro kazdou matici

A € K™ " plati
I, -A=A=A"'1,

Mnozina K"*"™ vSech Ctvercovych matic radu n je
krome struktury vektorového prostoru vybavena
asociativni operaci nasobeni, ktera je (z obou
stran) distributivni vzhledem ke scitani matic,
komutuje s operaci skalarniho nasobku a
jednotkova matice I, je jeji neutralni prvek.
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Matice nad danym télesem XXI 1|

To nam, podobne jako pro prvky télesa K,
umoznuje zavest i mocniny ctvercovych matic.

Pre A €¢ K™ klademe A’ =1, a
AF=A-...-A,
k-krat
pro0 < ke N;tedy A' = A, A=A - A,
A=A -A-A, atd.
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Matice nad danym télesem XXIV

Uvedomme si, ze pro n > 1 — naproti
komutativité nasobeni v telese K — nasobeni
matic z pozi¢nich divodu neni komutativni na
K™ ™ Napriklad

G-
G-
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Matice nad danym télesem XXV

Naproti tomu komutativita nasobeni v télese K
ma za dusledek, Ze pre vSechna m, n, p a matice
A € K™ B e K"*P plati rovnost

(A-B)f =B . AT
Totiz

ri(A) - s:(B) = sp(B)T - 1i(A)T = ry(BT) - 5,(A7).
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Matice nad danym télesem XXVI

2.2.3 Operace s blokovymi maticeml

Operace maticoveho souctu a skalarniho
nasobku muzZeme na blokovych maticich rozlozit
na jednotlive bloky. Jsou-li A = (A;;)kxi,

B = (B;;)ix; blokové matice nad &iselnym
telesem K a odpovidajici si si bloky A;;, B;; se
stejnym typem m; x n;, tak jejich soucet je opet
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Matice nad danym télesem XXV |

blokova matice
AN Sl B = (AZ] 2 Bz’j)kxl

s bloky stejnych typu. S operaci skalarniho
nasobku je to jeste jednodussi, totiz nemusime
se starat o shodnost rozméru jednotlivych bloku.

CA — (CA@'j)kxl.
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Matice nad danym telesem XXV |

Blokova struktura sa prenasi i na soucin matic za
podminky, ze sloupce prvni matice jsou

ve stejném poradi rozdeleny na ste_’ny pocet
stejne velkych skupin, reknéme n; +no +... +n,,
Jako sloupce druhé matice. Tedy pokud

A = (Ajj)uxv, B = (B,r).xs jSOu blokové matice
nad K, pricemz blok A;; je typu m; x n; a blok
B, typu n; X pg, tak jejich soucCin je blokova
matice tvaru A - B = (Cj),x9, kde blok

Cit = A -Bix+Ajpp-Bor +... 4+ Ay - B

Je typu mi X pk . 2. ZAKLADY MATICOVEHO POCTU - p.53/71



Matice nad danym télesem XXI X

Z\ kit

Blokoveée matice nasobime stejné jako ,obycCejné
matice, jen s tim rozdilem, ze soucet resp.
soucin v Ciselném telese K nahradime souctem
resp. soucinem matic.

Jednotkove matice I,, jsou prikladem tzv.

diagonalnich matic. Ctvercovou matici

A = (a;j)nxn, Nazyvame diagonalni, pokud

a;; = 0 pro vSechy ¢ # 7, t.]. pokud vsechny jeji
prvky mimo diagonalu jsou nuly.
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Matice nad danym télesem XXX

Diagonalni matici, ktera ma na diagonale
postupneé prvky di, ds, ..., d, € K znaCime
diag(dy, ds, . . ., d,). Tedy napf.

I, =diag(1,...,1).

e
n-krat

Podobné muzeme definovat i tzv. blokové
diagonalni matice.
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Matice nad danym télesem XXXI

Pokud A, A,, ..., A jsou ¢tvercové matice fadu
ni, no,...,n, tak blokove diagonalni matici
S bloky A, A, ..., A, nazyvame Ctvercovou
blokovou matici
(A1 0 ... 0 )
0 A, ... O
diag(A1, As,..., Ap)=| ~ 7 T |,
\ 0 0 ... A/

kde 0 nachazejici se na pozici (¢, j) oznacuje
nUIOVOU matiCi Onzn] ] 2. ZAKLADY MATICOVEHO POCTU — 56/71



Matice nad danym telesem XXXI |

Pravidlo o soucinu blokovych matic se redukuje
na zvlast jednoduchy tvar pro blokove diagonalni
matice — nasobeni funguje diagonalné po
slozkach. Pokud A = diag(Aq, ..., Ax),

B = diag(B1, ..., B;) jsou blokové diagonalni
matice, pricemz odpovidajici si bloky A;, B; jsou
ctvercove matice stejného radu n;, jejich soucin
je blokove diagonalni matice tvaru

AB:dlag(AlBl,,AkBk)

s Gtvercovymi bloky radu nq, . .., ny.
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Matice nad danym télesem XXXI ||
Specialne, pro ,obycejneé“ diagonalni matice plati

diag(ay, ..., a,) - diag(by, ..., b,) =
diag(albl, oo anbn)

Platl analogicka pravidla pro soucet a skalarni
nasobek (blokove) diagonalnich matic.
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Matice nad danym télesem XXXIV

A+ B = diag(A; +By,...,A; + By)
cA = diag(cAq,...,cAy)
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Matice nad vektorovym prostorem |

2.3 Matic€ ad vektorovym prostorem

Matice typu m x n nad télesem K jsou
specialnim druS]em blokovych matic.

Matici A = (a;/) & K™ mlizeme povaZovat
jednak za blokovou matici s bloky a;; typu 1 x 1,
jednak se na ni muZzeme divat jako na radek
jejich sloupcu resp. jako na sloupec jejich fadkau.
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Matice nad vekt. prostorem ||

A pak chapeme jako matici typu m x 1 nad
vektorovym prostorem K>, resp. jako matici
typu 1 x n nad vektorovym prostorom K™*!,

Pro libovolné m,n € N a libovolny (abstraktni)
vektorovy prostor V. mame definovanou mnozinu
I/m*" ySech matic nad mnozinou V.

Na mnoziné V™*" muzeme zavést operace
souctu a skalarniho nasobku po slozkach. vV™x»
S temito operacemi tvori vektorovy prostor nad
telesem K.
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Matice nad vekt. prostorem |||

Zobecnime nyni operaci skalarniho nasobku
K x V — V na operaci soucinu mezi maticemi
vhodnych typt nad K a nad V.

Pro matice A = (az-j) S gmxn,
a = (ujx) € V**P klademe
A.-a= (Vik) c VMXP kde
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Matice nad vekt. prostorem |V

Tedy soucin A - o definujeme z formalniho
hlediska stejne jako soucCin matic nad telesem K,
jen s tim rozdilem ze operace soucCtu v K je
nahrazena operaci souctu ve VV a operace
soucinu v K je nahrazena operaci skalarniho
nasobku K xV — V.

Pro nasobeni matic nad VV maticemi nad K plati
distributivita (z obou stran) vzhledem ke scitant,
zamenitelnost s operaci skalarniho nasobku,
asociativita a postaveni jednotkovych matic jako
neutralnich prvku.
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Matice nad vekt. prostorem V

To znamena, ze pro vsechnal,m,n,p € N,
ce K,A, Be K™" C¢e K™ q, B € V2P
plati:
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Matice nad vekt. prostorem VI

Dle mluvy, ze xc=cxproce K,x eV,
muZeme definovat i sou€in matic

B (Vij) c Vi B = (bjk) e K"*P

v obraceném poradi jako matici

BB = (wj) € V™*P takovou, ze

n n
Wik = E Viibjk = E bjkVij -
j=1 j=1
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Matice nad vekt. prostorem VI|I

S vyuzitim posledni definice mtuzZzeme pro
Ae KM" e VWP gVt B e K*P
dokazat rovnosti

(A-a)* =a" A", (6-B)'=B".5"

Tedy | pro nasobeni matic nad K maticemi nad V
plati distributivita (z obou stran) vzhledem ke
sCitani, zamenitelnost s operaci skalarniho
nasobku, asociativita a postaveni jednotkovych
matic jako neutralnich prvku.
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Matice nad vekt. prostorem V||

To znamena, ze pre vsechnam,n,p,q € N,
ce K,a, e K™ A Bec V"™ Ce KP*1
plati:
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Matice nad vekt. prostorem I X

Vztahy pro radky a sloupce soucCinu z odstavce
2.2.2 zustavaji zachované pre oba typu soucinu
maticnad K a 'V, t.].

ri(A-a)=ri(A)-q, sk(A - a) = A - sk(a)
n(3-B) =1(8) B, (8 B) =5 si(B

pre vSechny A € K™*" o € V**P g ¢ ymxn
B c KnXp.
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Matice nad vekt. prostorem X

Definice soucinu A - o, - B jsou ve shodé

s puivodnim nasobenim matic.

Chapeme-li matici A € K™*" jakozto radek, t.j.
Jakozto matici typu 1 x n nad prostorem
sloupcovych vektoru K™, tak pro B €¢ K™"*?
splyva matice (s1(A),...,s,(A)) - B
vypocitana podle ,nové“ definice s blokovym
tvarem (A - s1(B),..., A - s,(B)) matice

A - B.
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Matice nad vekt. prostorem XI

Podobne, chapeme-li B jako sloupec, t.|. jako
matici typu n x 1 nad prostorem radkovych

vektoru KP?, tak

r,(B) r,.(A)-B
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Matice nad vekt. prostorem Xl |

Specialne, linearni kombinaci a1x; + ... a,x,
vektort x;, ..., x, € V s koeficienty

ai,...,a, € K muZzeme s vyuzitim vektorovych
matic zapsat ve tvaru soucinU

X1 a1
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