11. EUKLIDOVSKÉ VEKTOROVÉ PROSTORY

Jan Paseka

18. prosince 2003

Abstrakt pøednáźky

Pøi naźich dosavadních úvahách o vektorových prostorech jsme pomocí operací sèítání vektorù a násobení èísla s vektorem vyźetøovali pojmy jako byla lineární závislost a nezávislost vektorù, generovatelnost, souøadnice vektoru, atd. Prozatím jsme vźak nemìli mo¿nost ve vektorových prostorech þmìøitß, tzn. zjiźżovat a porovnávat délky vektorù, resp. odchylky (tj. velikosti úhlù), co¿ jsou pojmy, které hrají podstatnou roli napø. v geometrii. Jejich de˛nice jsou zalo¿eny na pojmu skalárního souèinu, který nyní zavedeme. Omezíme se pøitom vźak pouze na vektorové prostory nad tìlesem reálných èísel.

11.1. Skalární souèin,

velikost a odchylka vektorù

Úmluva. Vźude v dalźím v této kapitole budeme vektorovým prostorem rozumìt reálný vektorový prostor, tj. (koneènìdimenzionální) vektorový prostor nad tìlesem R reálných èísel.

De˛nice. Nechż V je vektorový prostor (nad R) a nechż ka¿dé dvojici vektorù u, v ∈ V je pøiøazeno reálné èíslo u · v tak, ¿e pro libovolné u, v, w ∈ V , r ∈ R platí:

1. u · v = v · u,

2. (u + v) · w = (u · w) + (v · w),

3. (r · u) · v = r · (u · v),

4. je-li u ≠ o, pak u · u > 0.

Potom reálné èíslo u · v se nazývá skalární souèin vektorù u, v.

Vektorový prostor, v nìm¿ je de- ˛nován skalární souèin, se nazývá euklidovský vektorový prostor nebo krátce euklidovský prostor.

Poznámka. 1. Z de˛nice plyne, ¿e euklidovský prostor je vlastnì uspoøádaná dvojice (V, ·) sestávající z vektorového prostoru V a ze skalárního souèinu · de˛novaného ve V . Z dùvodù struènosti vźak budeme obvykle øíkat pouze þeuklidovský prostor V ß (tzn. zavedeme podobnou úmluvu jako u grup nebo tìles, u nich¿ pøi oznaèování vynecháváme symboly operací, pokud není nebezpeèí nedorozumìní).

Poznámka. 2. Z kapitoly I. víme, ¿e ka¿dý podprostor vektorového prostoru V nad T je sám vektorovým prostorem nad T . Je-li specielnì V euklidovským prostorem, tzn. je reálný s de˛novaným skalárním souèinem, pak zøejmì axiomy skalárního souèinu budou jistì splnìny i v jeho libovolném (vektorovém) podprostoru. To znamená, ¿e ka¿dý (vektorový) podprostor euklidovského prostoru V je sám euklidovským prostorem. Budeme jej struènì nazývat podprostor euklidovského prostoru.

Pøedchozí de˛nice nic neøíká o tom, zda v libovolném vektorovém prostoru (nad R) lze de˛novat skalární souèin, resp. kolika zpùsoby. Odpovìï na tyto otázky nám dá následující pøíklad a vìta.

Pøíklad 1.1. Nechż V = R2 a nechż u = (u1, u2), v = (v1, v2) ∈ R2. Pak:

1. Polo¿íme-li u · v = u1v1 + u2v2, jsou zøejmì splnìny axiomy skalárního souèinu a R2 s tímto skalárním souèinem je euklidovským prostorem.

2. Polo¿íme-li u · v = 4u1v1+2u1v2+ 2u2v1 + 3u2v2, pak jsou opìt splnìny axiomy skalárního souèinu (ovìøte si sami podrobným rozepsáním!), tzn. R2 s tímto skalárním souèinem je euklidovským prostorem.

Je vidìt, ¿e i kdy¿ se v obou pøípadech jedná o tentý¿ vektorový prostor R2, jsou de˛nované skalární souèiny rùzné, a tedy rùzné jsou pak i pomocí nich získané euklidovské prostory.

Vìta 1.1. V ka¿dém reálném vektorovém prostoru V lze de˛novat skalární souèin.

Shrneme-li naźe dosavadní úvahy, mù¿eme øíct, ¿e z ka¿dého reálného vektorového prostoru lze utvoøit euklidovský prostor, obecnì vźak nikoliv jediným zpùsobem.

Vìta 1.2. Nechż V je euklidovský vektorový prostor. Pak platí:

(1) u · (v + w) = (u · v) + (u · w),

(2) u · (r · v) = r · (u · v),

(3) ( m∑ i=1 pi · ui) · ( n∑ j=1 rj · vj) = m∑ i=1 n∑ j=1 pirj· (u_i · v_j), (4) o · u = u · o = 0,

(4) u · u = 0 ⇔ u = o

pro u, v, w, ui, vj ∈ V , r, pi, rj ∈ R lib.

De˛nice. Nechż V je euklidovský prostor, u ∈ V . Pak nezáporné reálné èíslo:

‖ u ‖ = √ u · u

se nazývá délka nebo té¿ velikost vektoru u.

Je-li ‖ u ‖ = 1, pak øíkáme, ¿e vektor u je normovaný.

Vìta 1.3. (Schwarzova nerovnost) Nechż V je euklidovský prostor, u, v ∈ V libovolné. Pak platí:

|u · v| ≤ ‖ u ‖ · ‖ v ‖, ((1))

tzn. absolutní hodnota skalárního souèinu dvou vektorù je menźí nebo rovna souèinu velikostí tìchto vektorù.

Dùsledek. Ve Schwarzovì nerovnosti (1) nastane rovnost, právì kdy¿ vektory u, v jsou lineárnì závislé.

Poznámka. Schwarzovu nerovnost (1) èasto zapisujeme v ekvivalentním tvaru:

(u · v)2 ≤ ‖ u ‖2 · ‖ v ‖2.

Poznamenejme jeźtì, ¿e pro nerovnost (1) se v literatuøe pou¿ívá té¿ pojmenování þCauchyova nerovnostß, resp. þCauchy-Bunjakovského nerovnostß, event. þCauchy-Schwarzova nerovnostß.

Vìta 1.4. Nechż V je euklidovský prostor, u, v ∈ V , r ∈ R. Pak platí: (1) ‖ u ‖ ≥ 0, pøièem¿ ‖ u ‖ = 0, právì kdy¿ u = o, (2) ‖ r · u ‖ = |r| · ‖ u ‖, (3) ‖ u + v ‖ ≤ ‖ u ‖ + ‖ v ‖, (4) je-li u ≠ o, pak 1‖u‖ · u je normovaný vektor.

Poznámka. 1. Nerovnost uvedená ve 3. èásti vìty se obvykle nazývá þtrojúhelníková nerovnostß.

2. Pou¿ijeme-li obratu provedeného ve 4. èásti vìty (tzn. vektor u násobíme èíslem 1‖u‖), pak øíkáme, ¿e jsme vektor u þnormovaliß.

De˛nice. Nechż u, v jsou nenulové vektory z euklidovského prostoru V . Pak reálné èíslo φ splòující vztahy:

cos φ = u · v ‖ u ‖ · ‖ v ‖

∧ 0 ≤ φ ≤ π ((2)) se nazývá odchylka vektorù u, v.

Poznámka. Je potøeba si rozmyslet, ¿e uvedená de˛nice odchylky je korektní, tzn. ¿e èíslo φ splòující (2) existuje, a to jediné. Ale Schwarzovu nerovnost mù¿eme pro nenulové vektory u, v pøepsat ve tvaru:

|u·v| ‖u‖·‖v‖ ≤ 1, tzn. | | | u·v ‖u‖·‖v‖ | | | ≤ 1, odkud

−1 ≤ u·v‖u‖·‖v‖ ≤ 1.

Vidíme tedy (na základì naźich znalostí o goniometrických funkcích), ¿e existuje právì jedno reálné èíslo φ splòující podmínky (2).

Poznamenejme jeźtì, ¿e odchylka vektorù není de˛nována pro pøípad, kdy nìkterý z tìchto vektorù je nulovým vektorem.

11.2. Ortogonálnost

De˛nice. Nechż V je euklidovský prostor a nechż:

u1, . . . , u_k ((3)) je koneèná posloupnost vektorù z V . Øekneme, ¿e:

(1) posloupnost (3) je ortogonální (nebo struènì, ¿e vektory u1, . . . , uk jsou ortogonální ), jestli¿e je:

u_i · u_j = 0 pro ka¿dé i, j = 1, . . . , k ∧ i ≠ j,

(2) posloupnost (3) je ortonormální (nebo struènì, ¿e vektory u1, . . . , uk jsou ortonormální ), je-li ortogonální a ka¿dý její vektor je normovaný,

(3) posloupnost (3) je ortogonální báze (resp. ortonormální báze) euklidovského prostoru V , jestli¿e je ortogonální (resp. ortonormální) a navíc je bází prostoru V .

Poznámka. Rozebereme-li si de˛- nici ortogonálnosti pro nejjednoduźźí pøípady, pak ihned vidíme, ¿e:

pro k = 1: Posloupnost sestávající z jednoho vektoru je v¿dy ortogonální (bez ohledu na to, zda napø. daný vektor je nulový èi nikoliv).

pro k = 2: Vektory u1, u2 jsou ortogonální, právì kdy¿ u1 · u2 = 0. V tomto pøípadì budeme psát u1 ⊥ u2 nebo u2 ⊥ u1 (zøejmì zde nezále¿í na poøadí vektorù). Dále, jsou-li oba vektory u1, u2 nenulové, pak zøejmì jsou ortogonální, právì kdy¿ jejich odchylka je π2 (plyne z de˛nice odchylky). Na druhé stranì, dva vektory, z nich¿ alespoò jeden je nulový, jsou v¿dycky ortogonální (pøièem¿ jejich odchylka samozøejmì není de˛nována).

Vìta 2.1. Nechż V je euklidovský prostor. Pak pro vektory z V platí:

(1) u ⊥ u ⇔ u = o,

(2) u ⊥ x pro ka¿dé x ∈ V ⇔ u = o,

(3) u ⊥ wi pro i = 1, . . . , k ⇔ u ⊥ ( k∑ i=1 ri · wi) pro ka¿dé ri ∈ R.

Vìta 2.2. Nenulové ortogonální vektory euklidovského prostoru V jsou lineárnì nezávislé.

Poznamenejme, ¿e pøedpoklad nenulovosti vźech vektorù je v pøedchozí vìtì podstatný a bez nìj vìta neplatí. Jinak øeèeno, jsou-li ortogonální vektory z V lineárnì závislé, znamená to, ¿e alespoò jeden z nich musí být nulový.

Vìta 2.3. Nechż V je euklidovský prostor, u1, . . . , uk ∈ V libovolné. Pak existují ve V ortogonální vektory e1, . . . , ek, které generují tentý¿ podprostor jako vektory u1, . . . , uk, tzn. platí:

[u1, . . . , u_k] = [e1, . . . , e_k].

e_k = p1·e1+· · ·+p_{k−}1·e_{k−}1+u_k, ((4))

e_k · e_i = 0 = p_i · (e_i · e_i) + (u_k · e_i),

pi = {

−u^k·e^ie_i·e_i je-li ei ≠ o libovolné je-li ei = o

Poznámka. 1. Dùkaz pøedchozí vìty byl konstruktivní a jeho algoritmus se nazývá Gram-Schmidtùv ortogonalizaèní proces (pou¿ívá se pøi øeźení konkrétních pøíkladù!).

2. V pøedchozí vìtì se nic nepøedpokládá o lineární závislosti nebo nezávislosti vektorù u1, . . . , uk. Proto výsledné ortogonální vektory e1, . . . , ek mohou, ale nemusí být vźechny nenulové.

Pøesnìji øeèeno, je-li dim[u1, . . . , uk] = r (≤ k), pak tedy i dim[e1, . . . , ek] = r, co¿ znamená, ¿e právì (k − r) z vektorù e1, . . . , ek je nulových a zbývajících r vektorù je nenulových a tvoøí ortogonální bázi podprostoru [u1, . . . , u_k], tj. podprostoru generovaného vektory u1, . . . , uk.

Specielnì tedy, jsou-li vektory u1, . . . , uk lineárnì nezávislé, tzn. tvoøí bázi podprostoru [u1, . . . , uk], pak vektory e1, . . . , ek tvoøí ortogonální bázi tohoto podprostoru.

Vìta 2.4. V ka¿dém nenulovém euklidovském prostoru V existuje ortogonální báze (resp. ortonormální báze).

Pøíklad 2.2. V euklidovském prostoru R4 se skalárním souèinem de- ˛novaným:

(x1, x2, x3, x4) · (y1, y2, y3, y4) = x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4

naleznìte ortogonální bázi podprostoru W generovaného vektory u1, u2, u3. Pøitom:

u1 = (0, 1, 2, 1), u2 = (−1, 1, 1, 1), u3 = (1, 0, 1, 0).

Øeźení: Platí W = [u1, u2, u3], tzn. pou¿ijeme Gram-Schmidtova ortogonalizaèního procesu:

e1 = u1 = (0, 1, 2, 1).

e2 = p · e1 + u2, kde p = −u^{2·}e^1e_{1·}e_1 = −23. Tedy e2 = (−1, 13, −13, 13).

e3 = p1 · e1 + p2 · e2 + u3, kde p1 = −u^3·e^1e_1·e_1 = −13, p2 = −u^3·e^2e_2·e_2 = 1. Tedy e3 = −13 · e1 + e2 + u3 = (0, 0, 0, 0) = o.

Výsledek: ortogonální bázi podprostoru W tvoøí napø. vektory e1, e2.

De˛nice. Nechż A, B jsou libovolné podmno¿iny euklidovského prostoru V . Je-li:

a · b = 0 pro ka¿dé a ∈ A, b ∈ B,

pak øíkáme, ¿e A, B jsou ortogonální mno¿iny a píźeme A ⊥ B nebo B ⊥ A.

Poznámka. Jinak øeèeno, A, B jsou ortogonální mno¿iny, právì kdy¿ a, b jsou ortogonální vektory pro ka¿dé a ∈ A, b ∈ B.

Ve specielních pøípadech: prázdná mno¿ina, resp. mno¿ina {o} jsou zøejmì ortogonální ke ka¿dé podmno¿inì ve V . Dále z de˛nice plyne, ¿e:

A ⊥ B=⇒A ∩ B = ∅ nebo A ∩ B = {o}.

Vìta 2.5. Nechż A, B jsou podmno- ¿iny euklidovského prostoru V . Pak platí:

A ⊥ B ⇔ [A] ⊥ [B],

tzn. dvì mno¿iny jsou ortogonální, právì kdy¿ jsou ortogonální podprostory generované tìmito mno¿inami.

De˛nice. Nechż W je podmno¿ina (podprostor) euklidovského prostoru V . Pak mno¿ina:

W ⊥ = {x ∈ V | x · w = 0 pro ka¿dé w ∈ W }

se nazývá ortogonální doplnìk podmno¿iny (podprostoru) W (ve V ).

Poznámka. Zøejmì platí W ⊥ W ⊥ a ve specielních pøípadech pøímo z de- ˛nice dostáváme, ¿e V ⊥ = {o}, resp. {o}⊥ = V .

Vìta 2.6. Nechż W je podmno¿ina euklidovského prostoru V . Pak platí:

(1) W ⊥ je podprostor ve V ,

(2) je-li W podprostor V , máme V = W ˙+W ⊥, tzn. prostor V je pøímým souètem podprostorù W a W ⊥.

Poznámka. Je-li W libovolný podprostor ve V , pak (podle 2. èásti pøedchozí vìty a podle de˛nice pøímého souètu podprostorù) se libovolný vektor u ∈ V dá napsat, a to jediným zpùsobem, ve tvaru:

u = x + y,

kde x ∈ W , y ∈ W ⊥.

Poznamenejme, ¿e vektor x z tohoto vyjádøení se nazývá ortogonální projekce vektoru u do podprostoru W .

Vìta 2.7. Nechż W je podprostor euklidovského prostoru V , nechż x (resp. x′) je ortogonální projekce vektoru u (resp. u′) do podprostoru W a nechż r ∈ R libovolné. Pak platí:

(1) (x + x′) je ortogonální projekce vektoru (u + u′) do W ,

(2) r ·x je ortogonální projekce vektoru r · u do W .

Vìta 2.8. Nechż W , S jsou podprostory euklidovského prostoru V . Pak platí:

(1) (W ⊥)⊥ = W , (2) (W + S)⊥ = W ⊥ ∩ S⊥, (3) (W ∩ S)⊥ = W ⊥ + S⊥.