11. EUKLIDOVSKE
VEKTOROVE
PROSTORY

Jan Paseka

18. prosince 2003



Abstrakt prednasky

Pri nasSich dosavadnich dvahach o vek-
torovych prostorech jsme pomoci ope-
raci sCitani vektor a nasobeni Cisla
s vektorem vySetrovali pojmy jako
byvla linearni zavislost a nezavislost
vektord, generovatelnost, souradnice
vektoru, atd. Prozatim jsme vSak
neméli moznost ve vektorovych pro-
storech , mérit", tzn. zjiStovat a po-
rovnavat délky vektor(, resp. od-
chylky (tj. velikosti ahl@), coz jsou
pojmy, které hraji podstatnou roli
napr. v geometrii. Jejich definice jsou
zalozeny na pojmu skalarniho sou-
Cinu, ktery nyni zavedeme. Ome-
zime se pritom vSak pouze na vek-
torové prostory nad télesem real-
nych Cisel.



11.1. Skalarni soucin,
velikost a odchylka

vektoru

Umluva. Vsude v daldim v této ka-
pitole budeme vektorovym prosto-
rem rozumet realny vektorovy pro-
stor, tj. (koneCnédimenzionalni) vek-
torovy prostor nad télesem R real-
nych Cisel.



Definice. Necht V je vektorovy pro-
stor (nad R) a necht kazdé dvojici
vektord u,v € V je prirazeno re-
alné Cislo u- v tak, ze pro libovolné
u,v,w eV, reR plati:

4. je-li u+#o, pak u-u > 0.

Potom realné Cislo u-v se nazyva
Skalarni soucCin vektor@ u,v.



Vektorovy prostor, v némz je de-
finovan skalarni soucin, se nazyva
euklidovsky vektorovy prostor nebo
kratce euklidovsky prostor.

Poznamka. 1. Z definice plyne, ze
euklidovsky prostor je viastné uspo-
radana dvojice (V, -) sestavajici z vek-
torového prostoru V a ze skalarniho
soucCinu - definovaného ve V. Z da-
vodd strucCnosti vSak budeme ob-
vykle rikat pouze ,,euklidovsky pro-
stor V" (tzn. zavedeme podobnou
Umluvu jako u grup nebo téles, u nichz
prfi oznacovani vynechavame sym-
boly operaci, pokud neni nebezpeci
nedorozumént).



Poznamka. 2. Z kapitoly I. vime,
Ze kazdy podprostor vektorového pro-
storu V nad T je sam vektorovym
prostorem nad T'. Je-li specielne V
euklidovskym prostorem, tzn. je re-
alny s definovanym skalarnim souci-
nem, pak zrejmé axiomy skalarniho
soucCinu budou jisté splnény i v jeho
libovolném (vektorovém) podprostoru.
To znamena, zZe kazdy (vektorovy)
podprostor euklidovského prostoru
V je sam euklidovskym prostorem.
Budeme jej struCné nazyvat pod-
prostor euklidovskeého prostoru.



Predchozi definice nic nerika o tom,
zda v libovolném vektorovém pro-
storu (nad R) Ize definovat skalarni
soucin, resp. kolika zp@soby. Odpo-
véd na tyto otazky nam da nasle-
dujici priklad a véta.

Piiklad 1.1. Necht V = R? a necht
u = (ul,ug),v = (’Ul,”UQ) c R?. Pak:

1. Polozime-li u- v = ujv; + ugvy,
Jjsou zrejmé splnény axiomy skalar-
niho soucinu a R? s timto skaldr-
nim soucCinem je euklidovskym pro-
storem.



2. Polozime-liu - v = 4ujvi+2uqvo+
2uov1 + 3ugvy,
pak jsou opét splnény axiomy ska-
larniho soucinu (ovérte si sami po-
drobnym rozepsanim!), tzn. R? s timto
skalarnim soucCinem je euklidovskym
prostorem.

Je vidét, ze i kdyz se v obou pripa-
dech jedna o tentyz vektorovy pro-
stor R?, jsou definované skaldrni sou-
Ciny rfzné, a tedy rdzné jsou pak
I pomoci nich ziskané euklidovské
prostory.



Véta 1.1. V kazdem realném vek-
torovém prostoru V Ize definovat
skalarni soucin.

Shrneme-li naSe dosavadni Gavahy,
mazeme rict, ze z kazdého realného
vektorového prostoru lze utvorit eu-
klidovsky prostor, obecné vSak ni-
koliv jedinym zp@sobem.



Véta 1.2. Necht V je euklidovsky
vektorovy prostor. Pak plati:

(Du-(v+w)=(u-v)+ (u-w),

22)u-(r-v)=r-(u-v),

m n m n

(3) (X pi-uy) - (Xrj-vy)= 3 X pry
1=1 7=1 1=17=1
(u; - v;),

(4) o-u=u-0=0,
()u-u=0&u=o

prou,v,w,u;,v; €V, r,p;,r; € R ib.



Definice. Necht V je euklidovsky
prostor, u € V. Pak nezaporné re-
alné Cislo:

[afl = vu-u

se nazyva délka nebo téz velikost
vektoru u.

Je-li ||u]| =1, pak fikdme, Ze vek-
tor u je normovany.
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Véta 1.3. (Schwarzova nerovnost)
Necht'V je euklidovsky prostor, u,v €
V' libovolné. Pak plati:

ju- v < flufl - v, ((1))

tzn. absolutni hodnota skalarniho sou-
cinu dvou vektortl je mensi nebo
rovna soucinu velikosti techto vek-
tora.

Dusledek. Ve Schwarzové nerov-
nosti (1) nastane rovnost, pravé kdyz
vektory u,v jsou linearné zavisleé.

11



Poznamka. Schwarzovu nerovnost
(1) Casto zapisujeme v ekvivalent-
nim tvaru:

2 2
(w-v)> < Jlull” - [Iv]*,

Poznamenejme jesSte, ze pro ne-
rovnost (1) se v literatufe pouziva
téz pojmenovani ,,Cauchyova nerov-
nost”, resp. ,,Cauchy-Bunjakovského
nerovnost', event. ,,Cauchy-Schwarzova
nerovnost".
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Véta 1.4. Necht V je euklidovsky
prostor, u,v € V, r € R. Pak plati:

(1) ||ul| >0, pficemz ||u|| =0, pravé
kdyz u = o,

2) [lr-ufl = [r]-|luf,
(3) lu+v| < ful[+[v],

(4) je-liu # o, pak m .u je normo-
vany vektor.
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Poznamka. 1. Nerovnost uvedena
ve 3. Casti véty se obvykle nazyva
Jtrojuhelnikova nerovnost®.

2. Pouzijeme-li obratu provedeného
ve 4. Casti véty (tzn. vektor u na-
sobime &islem ﬁ)’ pak fikame, Ze
jsme vektor u ,,normovali*.
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Definice. Necht u,v jsou nenulové
vektory z euklidovského prostoru V.
Pak realné Cislo ¢ splhujici vztahy:

u-v
COS (p = AN 0<p<m

lafl- v
((2))

se nazyva odchylka vektord u,v.
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Poznamka. Je potreba si rozmys-
let, ze uvedena definice odchylky je
korektni, tzn. Ze Cislo ¢ splhujici (2)
existuje, a to jediné. Ale Schwar-
ZOVU nerovnost mdzeme pro nenu-
lové vektory u,v prepsat ve tvaru:

u-v] <1,tzn.|“'V kgLommd

lalfl-fivil = ulf-[[v]

1< UV o

= [lall-llv

Vidime tedy (na zakladé nasSich zna-
losti o goniometrickych funkcich),
ze existuje pravé jedno realné Cislo
o splhujici podminky (2).

Poznamenejme jeste, ze odchylka
vektord neni definovana pro pripad,
kdy néktery z téchto vektord je nu-
lovym vektorem.
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11.2. Ortogonalnost

Definice. Necht V je euklidovsky
prostor a necht;

uy,..., Ut ((3))

je konecCna posloupnost vektort z V.
Rekneme, Ze:

(1) posloupnost (3) je ortogonalni
(nebo strucnég, ze vektoryuy,...,uy
jsou ortogonaini), jestlize je:

u; - uj = 0 pro kazdé

ii=1,....k A i3
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(2) posloupnost (3) je ortonormalni
(nebo strucnég, ze vektoryuy,...,uy
jsou ortonormalni), je-li orto-
gonalni a kazdy jeji vektor je
normovany,

(3) posloupnost (3) je ortogonadlni
baze (resp. ortonormadlni baze)
euklidovského prostoru V, jestlize
je ortogonalini (resp. ortonormalni)
a navic je bazi prostoru V.
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Poznamka. Rozebereme-li si defi-
nici ortogonalnosti pro nejjednodussi
pripady, pak ihned vidime, ze:

pro k = 1: Posloupnost sestavajici
z jednoho vektoru je vzdy ortogo-
nalni (bez ohledu na to, zda napr.
dany vektor je nulovy Ci nikoliv).
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pro k = 2: Vektory u;,uy jsou or-
togonalni, pravé kdyz uj;-us = 0.
V tomto pripadé budeme psat u; L uy
nebo us L u; (zfejmé zde nezalezi
na poradi vektor(). Dale, jsou-li oba
vektory uy,uy nenulové, pak zreyme
jsou ortogonalni, pravé kdyz jejich
odchylka je 5 (plyne z definice od-
chylky). Na druhé strané&, dva vek-
tory, z nichz alespon jeden je nu-
lovy, jsou vzdycky ortogonalni (pfi-
cemz jejich odchylka samozrejmeé neni
definovana).
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Véta 2.1. Necht V je euklidovsky
prostor. Pak pro vektory z VV plati:

(l)ulu< u=o,

(2) ul xprokazdéx eV < u=o,

k
(3) ulw;,proi=1,...,k & HJ_(ZTZWZ)

=1

pro kazde r; € R.
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Véta 2.2. Nenulove ortogonalni vek-
tory euklidovskeho prostoru V' jsou
linearné nezavisle.

Poznamenejme, ze predpoklad ne-
nulovosti vSech vektor@ je v pred-
chozi vété podstatny a bez négj véta
neplati. Jinak reCeno, jsou-li orto-
gonalni vektory z V linearné zavislég,
znamena to, ze alespon jeden z nich
musi byt nulovy.
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Véta 2.3. Necht V je euklidovsky
prostor, uy,...,u € V libovolnée. Pak
existuji ve V. ortogonalni vektory ey, ..., e,
Ktere generuji tentyz podprostor jako
vektory uy,...,uy, tzn. plati:

uy,...,uxl =leg,...,eLl.

ey = pi-ej+ - +pp_1-€ex_1+ug, ((4))

ek-ei:O:pi-(ei-ei)—l—(uk-ei),

_ugp-ey

= { ee je-li e; # o
libovolné je-li e; =0
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Poznamka. 1. D(0kaz predchozi véty
byl konstruktivni a jeho algoritmus
se nazyva Gram-Schmidtdv ortogo-
nalizacni proces (pouziva se pri re-
Seni konkrétnich prikladal).

2. V predchozi vété se nic nepred-
poklada o linearni zavislosti nebo
nezavislosti vektord uy, ..., u. Proto
vysledné ortogonalni vektory ey, ..., e.
mohou, ale nemusi byt vSechny ne-
nulové.
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Presné&ji feCeno, je-lidimluy,...,u;| =
r (< k), pak tedy i dimleq,...,e;] =
r, COZ znamena, ze pravé (k —r
z vektor( eq,...,e; je nulovych a
zbyvajicich r vektor@ je nenulovych
a tvori ortogonalni bazi podprostoru

luy,...,u;], tj. podprostoru genero-
vaného vektory uy,...,u.

Specielné tedy, jsou-li vektory uy, ..., us
linearné nezavisle, tzn. tvori bazi pod-
prostoru [uj,...,u|, pak vektory eq, ..., ex

tvori ortogonalni bazi tohoto pod-
prostoru.
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Véta 2.4. V kazdéem nenulovém eu-
klidovskem prostoru V existuje or-

togonalni baze (resp. ortonormalni
baze).
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Priklad 2.2. V euklidovském pro-
storu R* se skalarnim soucinem de-
finovanym:

(21, %2, 3, 24) - (Y1, Y2, Y3, Y1) =
T1Y1 T XY + T3Y3 + T4Y4

naleznéte ortogonalni bazi podpro-
storu W generovaného vektory ug, us, us.

Pritom:

u; =(0,1,2,1), uy=(-1,1,1,1),
us3 = (1, O, 1,0).
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Reseni: Plati W = [ul,u2,U3], tzn.
pouzijeme Gram-Schmidtova orto-
gonalizaCniho procesu:

€ = u; = (O, 1,2, 1).

us-e; _

Tedy ey = ( 17%7 %7%)

OS]

e3 = p1-e€1 +p2-ex+u3 kde p; =

usy-e 1 usy-e
—ol = <4, pp = —gE = 1. Tedy

e3=—=-e; +ey+uz=(0,0,0,0) =

Vysledek: ortogonalni bazi podpro-
storu W tvori napr. vektory e, es.
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Definice. Necht A, B jsou libovolné
podmnoziny euklidovského prostoru
V. Je-li:

a-b=0 pro kazdé ac€ A, b e B,

pak rikame, ze A, B jsou ortogo-
nalni mnoziny a piseme A 1 B nebo
B 1l A.

Poznamka. Jinak reCeno, A, B jsou
ortogonalni mnoziny, pravé kdyz a, b
jsou ortogonalni vektory pro kazdé
acA beB.
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Ve specielnich pripadech: prazdna
mnozina, resp. mnozina {o} jsou zrejmé
ortogonalni ke kazdé podmnoziné
ve V. Dale z definice plyne, zZe:

Al B=—=ANB=0 nebo
AN B ={o}.
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Véta 2.5. Necht A, B jsou podmno-
ziny euklidovskeho prostoru V. Pak
plati:

Al B < AL |B]
tzn. dvé mnoZziny jsou ortogonalni,
pravé kdyz jsou ortogonalni pod-

prostory generované témito mnoZzi-
nami.
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Definice. Necht W je podmnozina
(podprostor) euklidovského prostoru
V. Pak mnozina:

WL={xeV |x-w=0 pro kazdé
we W}

se nazyva ortogonalni doplnék pod-
mnoZziny (podprostoru) W (ve V).

Poznamka. Zrejmé plati W L W+
a ve specielnich pripadech primo z de-
finice dostavame, ze VL = {o}, resp.
{o}-=V.
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Véta 2.6. Necht W je podmnoZina
euklidovskeho prostoru V. Pak plati:

(1) W+ je podprostor ve V,
(2) je-liW podprostorV, mameV =

W+W-L, tzn. prostor V je pfimym
souctem podprostord W a w-t.
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Poznamka. Je-li W libovolny pod-
prostor ve V, pak (podle 2. Casti
predchozi véty a podle definice pri-
mého soucCtu podprostord@) se libo-
volny vektor u € V da napsat, a to
jedinym zp@dsobem, ve tvaru:

u=x-+Yy,
kdexe W,y e W+t
Poznamenejme, ze vektor x z to-
hoto vyjadreni se nazyva ortogonalni

projekce vektoru u do podprostoru
W.
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Véta 2.7. Necht W je podprostor
euklidovskeho prostoru V, necht x
(resp. x') je ortogonalni projekce vek-
toru u (resp. u’) do podprostoru W
a necht r € R libovolné. Pak plati:

(1) (x +x') je ortogonalni projekce
vektoru (u+u’) do W,

(2) r-x _je ortogonalni projekce vek-
torur-u do W.
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Véta 2.8. Necht W, S jsou pod-
prostory euklidovského prostoru V.
Pak plati:

(1) (WhHt=w,
(2) (W+ 8+ =wlnst,

3) (Wns)Lt=wt st
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