19. SPEKTRUM LINEÁRNEHO OPERÁTORA

V tejto kapitole budeme pokraèovaż v źtúdiu źtruktúry lineárnych operátorov na koneènorozmerných vektorových priestoroch. Zavedieme dôle¿itý, eźte v predchádzajúcej kapitole avizovaný pojem spektra lineárneho operátora, ako i pojmy algebraickej a geometrickej násobnosti vlastnej hodnoty, ktoré nám umo¿nia klasi˛kovaż prípadné preká¿ky jeho diagonalizovateţnosti.

Ïalej si ujasníme, aký vplyv má rieźiteţnosż polynomických rovníc v základnom poli na spektrum lineárneho operátora. Vhodným rozźírením tohto poţa mo¿no dosiahnuż, aby ka¿dý lineárny operátor na n-rozmernom priestore mal n vlastných hodnôt, ak ka¿dú z nich poèítame toţkokrát, aká je jej algebraická násobnosż.

19.1. Spektrum lineárneho operátora a matice

Aby sme sa mohli pohnúż ïalej, je potrebné si pripomenúż pár základných poznatkov o polynómoch. Aspoò v prípade polí Q a R, a mo¿no aj C , by malo ísż o zále¿itosti známe zo stredoźkolskej matematiky; prechod k ţubovoţnému poţu vźak nepredstavuje ¿iadnu ża¿kosż.

Hovoríme, ¿e polynóm f(x) ∈ K[x] delí polynóm g(x) ∈ K[x], ak existuje polynóm p(x) ∈ K[x] taký, ¿e g(x) = f(x) p(x). Zrejme, ak f delí g, tak stupeò f je menźí alebo rovný stupòu g. Skalár λ ∈ K je koreòom polynómu f(x) (t. j. f(λ) = 0) práve vtedy, keï polynóm x − λ delí polynóm f(x) Hovoríme, ¿e skalár λ ∈ K je m-násobný koreò polynómu f(x) ∈ K[x], ak (x − λ)^m je najvyźźia mocnina polynómu x − λ, ktorá eźte delí f(x). Miesto 1-násobný hovoríme jednoduchý koreò. Z úvahy o stupòoch vyplýva, ¿e polynóm f stupòa n má nanajvýź n koreòov, ak ka¿dý z nich poèítame aj s jeho násobnosżou. Presnejźie, ak λ_1, . . . , λ_k sú vźetky navzájom rôzne korene polynómu f stupòa n a m_1, . . . , m_k sú ich násobnosti, tak m_1 + . . . + m_k ≤ n.

Ïalej budene striedavo hovoriż raz o maticiach a inokedy o lineárnych operátoroch, podţa toho, èo bude pre nás v danej chvíli výhodnejźie. Na èitateţa nechávame, aby si podţa potreby sám urobil preklad z maticovej reèi do operátorovej alebo naopak.

Skalár λ ∈ K sa nazýva m-násobná vlastná hodnota matice A ∈ K^n�^n, ak λ je m-násobným koreòom jej charakteristického polynómu ch_A(x); hovoríme tie¿, ¿e algebraická násobnosż vlastnej hodnoty λ matice A je m. Miesto 1-násobná hovoríme jednoduchá vlastná hodnota. Podobne de˛nujeme aj pojem m-násobnej vlastnej hodnoty a algebraickej násobnosti vlastnej hodnoty pre lineárne operátory na koneènorozmerných priestoroch.

Z naźich úvah o koreòoch polynómov vyplýva, ¿e ak matica A ∈ K^n�^n má k navzájom rôznych vlastných hodnôt λ_1, . . . , λ_k ∈ K s algebraickými násobnosżami m_1, . . . , m_k, tak m_1 + . . . + m_k ≤ n. Inak povedané, matica rádu n má nanajvýź n vlastných hodnôt, ak ka¿dú z nich poèítame s jej násobnosżou.

Spektrom lineárneho operátora φ na koneènorozmernom vektorovom priestore nazývame mno¿inu vźetkých jeho vlastných hodnôt a oznaèujeme ju Spec φ. Podotýkame, ¿e takto de˛nujeme spektrum len v koneènorozmernom prípade; de˛nícia spektra 1

lineárneho operátora na nekoneènorozmernom vektorovom priestore je podstane zlo- ¿itejźia zále¿itosż, ktorá presahuje rámec lineárnej algebry. Rovnako de˛nujeme aj spektrum matice A ∈ K^n�^n, ktoré znaèíme Spec A.

Algebraickou váhou spektra Spec φ nazývame súèet algebraických násobností vźetkých vlastných hodnôt λ ∈ Spec φ. Hovoríme, ¿e lineárny operátor φ má jednoduché spektrum, ak sa jeho algebraická váha rovná poètu jeho prvkov, t. j. práve vtedy, keï vźetky vlastné hodnoty operátora φ sú jednoduché.

Popri algebraickej násobnosti zavedieme aj tzv. geometrickú násobnosż. Spomeòme si, ¿e mno¿ina vźetkých lineárnych operátorov na vektorovom priestore V sama tvorí vektorový priestor L(V, V ) nad poţom K, ktorého prvkom je aj identický operátor id_V : V → V (pozri paragraf 6.5). Preto pre φ ∈ L(V, V ) a λ ∈ K aj zobrazenie φ − λ id_V , dané predpisom x → φ(x) − λx, je lineárny operátor na V . Zrejme

0 ≠ v ∈ V je vlastný vektor operátora φ prislúchajúci k jeho vlastnej hodnote λ práve

vtedy, keï v ∈ Ker(φ − λ id_V ).

Lineárny podpriestor Ker(φ−λ id_V ) ⊆ V nazývame vlastný podpriestor lineárneho operátora φ: V → V prislúchajúci k jeho vlastnej hodnote λ ∈ K. Zrejme pre vźetky v ∈ Ker(φ − λ id_V ) platí φ(v) = λv, teda Ker(φ − λ id_V ) je invariantný podpriestor operátora φ.

Geometrickou násobnosżou vlastnej hodnoty λ lineárneho operátora φ nazývame dimenziu dim(Ker φ − λ id_V ) jeho vlastného podpriestoru prislúchajúceho k λ.

Geometrická násobnosż vlastnej hodnoty λ matice A ∈ K^n�^n sa zrejme rovná èíslu dim R(A−λI). Pripomíname, ¿e R(A−λI) oznaèuje podpriestor rieźení homogénnej sústavy s maticou A − λI, tak¿e platí 1 ≤ dim R(A − λI) = n − h(A − λI) ≤ n (pozri paragraf 9.1).

Geometrickou váhou spektra lineárneho operátora φ na koneènorozmernom vektorovom priestore nazývame súèet geometrických násobností vźetkých jeho vlastných hodnôt.

Pojmy ako vlastný podpriestor, algebraická èi geometrická násobnosż (ak za òu pripustíme aj nulu) mo¿no formálne rovnako zaviesż pre lineárny operátor φ a ţubovoţný skalár λ ∈ K, nielen pre jeho vlastné hodnoty. No λ ∈ K je vlastná hodnota práve vtedy, keï Ker(φ − λ id_V ) ≠ {0}, èo je ekvivalentné s nenulovosżou tak geometrickej ako aj algebraickej násobnosti λ vzhţadom na φ. Tak napr. "nevlastné hodnoty\ lineárnoho operátora neprispievavjú k algebraickej ani geometrickej váhe jeho spektra.

Pokúsme sa teraz nejako usúvzża¿niż mno¿stvo nových pojmov, ktoré sme práve de˛novali. Zaèneme jedným pomocným tvrdením.

19.1.1. Lema. Nech φ je lineárny operátor na koneènorozmernom vektorovom prie-

store V a S ⊆ V je jeho invariantný podpriestor. Oznaème φ_1 = φ ¯ S zú¿enie lineárneho operátora φ na podpriestor S. Potom charakteristický polynóm ch_{φ1} (x) delí charakteristický polynóm ch_φ(x).

Dôkaz. Nech (u_1, . . . , u_k, u_{k+1}, . . . , u_n) je báza priestoru V , prièom jej prvých k èlenov tvorí bázu podpriestoru S. Ako sme si ujasnili v paragrafe 18.2, vzhţadom na takúto bázu má φ maticu v blokovom tvare

A = (φ)_α = ( A_1 M

0_n�_{k,k} A_2 ) , kde A_1 ∈ K^k�^k je matica operátora φ_1 : S → S v báze (u_1, . . . , u_k) a M ∈ K^k�^{(n}�^{k)}, A_2 ∈ K^{(n}�^{k)}�^{(n}�^{k)}. Pomocou tvrdenia 10.2.2 dostávame

ch_φ(x) = ch_A(x) = |A − xI_n| = | | | A_1 − xI_k M 0n�k,k A2 − xIn�k | | | = |A_1 − xI_k | |A_2 − xI_n�_k | = ch_{A1} (x) ch_{A2} (x) = ch_{φ1} (x) ch_{A2} (x).

19.1.2. Tvrdenie. Nech λ je vlastná hodnota lineárneho operátora φ na koneèno-

rozmernom vektorovom priestore V . Potom jej geometrická násobnosż je menźia alebo rovná jej algebraickej násobnosti.

Dôkaz. Nech S = Ker(φ − λ id_V ) je vlastný podpriestor operátora φ prislúchajúci k λ a φ_1 = φ ¯ S. Potom k = dim S je geometrická násobnosż λ vzhţadom na φ; algebraickú násobnosż λ vzhţadom na φ oznaèíme m. Nech β = (v_1, . . . , v_k) je ţubovoţná báza S. Keï¿e ka¿dé v_i je vlastný vektor operátora φ prislúchajúci k λ, zrejme (φ_1)_β = λI_k . Preto ch_{φ1} (x) = (λ − x)^k. Podţa predchádzajúcej lemy tento polynóm delí ch_φ(x). Nakoţko (x − λ)^m je najvyźźia mocnina x − λ, ktorá delí ch_φ(x), platí k ≤ m.

Ak algebraická násobnosż skalára λ vzhţadom na operátor φ je ≥ 1, t. j. ak λ je vlastná hodnota, tak aj geometrická násobnosż λ vzhţadom na φ je aspoò 1 (teda nie je 0). Ako ukazuje nasledujúci veţmi dôle¿itý príklad, a¿ na toto minimálne obmedzenie mô¿e byż rozdiel medzi algebraickou a geometrickou násobnosżou vlastnej hodnoty lineárneho operátora ţubovoţne veţký.

19.1.3. Príklad. Oznaème Jn ∈ K^n�^n źtvorcovú maticu rádu n, ktorej prvky na

miestach (i, i + 1) sú rovné 1 pre 1 ≤ i ≤ n − 1 a vźetky ostatné prvky sú rovné 0. Zrejme h(J_n) = n − 1. Ïalej polo¿me

J_n(λ) = λI_n + J_n = λ 1 0 . . . 0 0 λ 1 . . . 0 . . . . ... ... . . 0 0 . . . λ 1 0 0 . . . 0 λ ,

pre λ ∈ K. Teda J_n(λ) je tvorená diagonálou z n lámbd, vedţajźou diagonálou vpravo od nej z n − 1 jednotiek a zvyźok sú nuly. Tak napríklad

J_1(λ) = (λ), J_2(λ) = ( λ 1 0 λ ) , J_3(λ) = λ 1 0 0 λ 1 0 0 λ , atï.

Ka¿dá matica tvaru J_n(λ) sa nazýva Jordanova bunka rádu n. Zrejme aj J_n = J_n(0) je Jordanova bunka.

Charakteristický polynóm Jordanovej bunky J_n(λ) je

det(J_n(λ) − xI_n) = det J_n(λ − x) = (λ − x)^n.

Táto matica má jedinú vlastnú hodnotu x = λ s algebraickou násobnosżou n. Na druhej strane, podpriestor rieźení homogénnej sústavy s maticou J_n(λ) − λI_n = J_n je jednorozmerný, generovaný vlastným vektorom e_1 = (1, 0, . . . , 0)^T . Teda geometrická násobnosż vlastnej hodnoty λ matice J_n(λ) je stále len 1, bez ohţadu na to, aké veţké je n. Preto J_n(λ) pre n ≥ 2 nie je podobná so ¿iadnou diagonálnou maticou.

Ako sme u¿ spomínali, podobné matice sú maticami toho istého lineárneho operátora. Tvrdenie 18.2.1 tak mo¿no zosilniż do nasledujúcej podoby.

19.1.4. Tvrdenie. Podobné matice majú rovnaké spektrum, vrátane algebraickej i

geometrickej násobnosti ka¿dej vlastnej hodnoty.

Pomocou pojmov spektra a algebraickej a geometrickej násobnosti teraz mô¿eme podstatne spresniż charakterizáciu diagonalizovateţných operátorov z vety 18.2.2.

19.1.5. Veta. Nech φ je lineárny operátor na koneènorozmernom vektorovom prie-

store V dimenzie n. Potom nasledujúce podmienky sú ekvivalentné:

(i) φ je diagonalizovateţný;

(ii) geometrická váha spektra Spec φ sa rovná n;

(iii) algebraická váha spektra Spec φ sa rovná n a algebraická násobnosż ka¿dej vlastnej hodnoty sa rovná jej geometrickej násobnosti;

(iv) algebraická i geometrická váha spektra Spec φ sa rovná n.

Dôkaz. Z vety 18.2.2 vyplývajú implikácie (iv) ⇒ (i) ⇒ (ii); (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv) sú zasa dôsledkom tvrdenia 19.1.2.

Práve vyslovená veta nám umo¿òuje rozdeliż preká¿ky, ktoré bránia diagonalizácii nejakého lineárneho operátora φ na n-rozmernom vektorovom priestore V , do dvoch kategórií:

(1) algebraická váha spektra Spec φ je menźia ne¿ n = dim V , inak povedané, φ má "málo\ vlastných hodnôt v poli K, i keï ka¿dú z nich poèítame aj s jej algebraickou násobnosżou;

(2) geometrická váha spektra Spec φ je menźia ne¿ jeho algebraická váha, èi¿e geometrická násobnosż niektorých vlastných hodnôt nedosahuje ich algebraickú násobnosż.

Uvedené dva typy preká¿ok sa mô¿u u lineárnych operátorov vyskytovaż súèasne i ka¿dá zvláźż. V druhej polovici tejto kapitoly si uká¿eme, ako mo¿no preká¿ky prvého typu prekonaż prechodom do "bohatźieho\ poţa (nieèo také sme u¿ naznaèili v príklade 18.4.2). Preká¿ky druhého typu majú zásadnejźí charakter a de˛nitívne vyluèujú diagonalizáciu. Ako vźak uvidíme v nasledujúcej kapitole, i v tomto prípade sa mo¿no do znaènej miery priblí¿iż diagonálnemu tvaru pomocou blokovo diagonálnych matíc zlo¿ených z Jordanových buniek.

19.2. Schurova veta o triangularizácii

Zatiaţ aspoò doká¿eme, ¿e v maticiach s "dostatoène mnoho\ vlastnými hodnotami mo¿no vynulovaż vźetky prvky pod diagonálou. Z toho priamo vyplýva, ¿e ka¿dý lineárny operátor s plnou algebraickou váhou spektra má vo vhodnej báze hornú trojuholníkovú maticu (pozri koniec paragrafu 10.2), ktorej diagonálu tvorí spektrum operátora, vrátane algebraickej násobnosti ka¿dej vlastnej hodnoty.

19.2.1. Veta. (Schurova veta o triangularizácii) Nech matica A ∈ K^n�^n má spek-

trum algebraickej váhy n. Potom A je podobná s hornou trojuholníkovou maticou, ktorej diagonálu tvoria vźetky vlastné hodnoty matice A, prièom ka¿dá sa tu vyskytuje toţkokrát, aká je jej algebraická násobnosż.

Dôkaz. Doká¿eme len existenciu hornej trojuholníkovej matice C ≈ A. Zvyźok vety je u¿ nevyhnutným dôsledkom jej tvaru. Budeme postupovaż indukciou podţa n. Pre n = 1 má u¿ samotná matica A = (a) ¿iadaný tvar. Nech teda n ≥ 2 a predpokladajme, ¿e ka¿dá matica z K^{(n}�^{1)}�^{(n}�^{1)} je podobná s hornou trojuholníkovou maticou. Nech λ je niektorá z vlatných hodnôt matice A. Keï¿e k nej prísluźný vlastný vektor generuje A-invariantný podpriestor, A je podobná s blokovou maticou B = ( λ z 0 B_1 ) , kde 0 ∈ K^{(n}�^{1)}�^1, z ∈ K^1�^{(n}�^{1)}, B_1 ∈ K^{(n}�^{1)}�^{(n}�^{1)}. Preto B = P �^1 · A · P pre

nejakú regulárnu maticu P ∈ K^n�^n. Podţa indukèného predpokladu B_1 je podobná s hornou trojuholníkovou maticou C_1, teda C_1 = Q�^1 · B_1 · Q pre vhodnú regulárnu maticu Q ∈ K^{(n}�^{1)}�^{(n}�^{1)}. Potom aj diag(1, Q) ∈ K^n�^n je regulárna matica. Pomocou pravidla pre násobenie blokových matíc (pozri odsek 2.2.3) dostávame

A ≈ (P · diag(1, Q))�^1 · A · (P · diag(1, Q))

= diag(1, Q)�^1 · P �^1 · A · P · diag(1, Q)

= diag ( 1, Q�^1 ) · ( λ z 0 B1 ) · diag(1, Q) = ( λ z · Q 0 Q�^1 · B1 · Q ) = ( λ z · Q 0 C1 ) , èo je opäż horná trojuholníková matica.

Charakteristický polynóm hornej trojuholníkovej matice C ∈ K^n�^n s diagonálou (λ_1, . . . , λ_n) je

ch_C (x) = (λ_1 − x) . . . (λ_n − x)

= λ_1 . . . λ_n − . . . + (−1)^n�^1(λ_1 + . . . + λ_n)x^n�^1 + (−1)^nx^n,

a jeho koe˛cienty pri mocninách x^0 a x^n�^1 mo¿no tentokrát (na rozdiel od vźeobecnej matice) nahliadnuż naozaj bez ża¿kostí. Taktie¿ platí

det C = λ_1 . . . λ_n, tr C = λ_1 + . . . + λ_n.

Ked¿e podobné matice majú rovnaký determinant, stopu aj charakteristický polynóm, z práve dokázanej vety vyplýva

19.2.2. Tvrdenie. Nech matica A ∈ K^n�^n má n vlastných hodnôt λ1, . . . , λn,

prièom ka¿dá z nich sa v tejto postupnosti vyskytuje so svojou algebraickou násobnosżou. Potom det A = λ_1 . . . λ_n, tr A = λ_1 + . . . + λ_n

a v charakteristickom polynóme ch_A(x) sú koe˛cienty u mocnín x^0 a x^n�^1 rovné det A resp. (−1)^n�^1 tr A.

19.2.3. Príklad. Uva¿ujme reálnu maticu A = 12 0 −28 11 1 −29 7 0 −16 .

Jej charakteristický polynóm

ch_A(x) = | | | | | 12 − x 0 −28 11 1 − x −29 7 0 −16 − x

| | | | | = 4 − 3x^2 − x^3 = (1 − x)(2 + x)^2

má jednoduchý koreò x_1 = 1 a dvojnásobný koreò x_{2,3} = −2. Homogénna sústava s maticou

A − I_3 =

11 0 −28 11 0 −29 7 0 −17 ∼ 1 0 0 0 0 1 0 0 0

má jednorozmerný podpriestor rieźení generovaný vektorom (0, 1, 0)^T . Homogénna sústava s maticou

A + 2I_3 =

14 0 −28 11 3 −29 7 0 −14 ∼ 1 0 −2 0 1 −7/3 0 0 0

má opäż len jednorozmerný podpriestor rieźení generovaný vektorom (6, 7, 3)^T .

Matica A teda má jednoduché vlastné èíslo 1, ku ktorému prislúcha vlastný vektor (0, 1, 0)^T a algebraicky dvojnásobné vlastné èíslo −2 s geometrickou násobnosżou 1, ku ktorému prislúcha vlastný vektor (6, 7, 3)^T . Preto A nie je podobná so ¿iadnou diagonálnou maticou. Uká¿eme, ako k nej mo¿no nájsż podobnú hornú trojuholníkovú maticu.

Vlastný vektor (0, 1, 0)^T prislúchajúci k vlastnému èíslu 1 doplníme do bázy R^3 tvorenej ståpcami matice P = 0 1 0 1 0 0 0 0 1 .

Potom

A ≈ P �^1 · A · P =

1 11 −29 0 12 −28 0 7 −16 = B.

O matici B_1 ∈ R^2�^2 tvoriacej pravý dolný matice B u¿ vieme, ¿e má jediné algebraicky dvojnásobné vlastné èíslo −2. K nemu prísluźný vlastný vektor nájdeme rieźením homogénnej sústavy s maticou

B_1 + 2I_2 = ( 14 −28 7 −14 ) ∼ ( 1 −2 0 0 ) .

Podpriestor rieźení je generovaný vektorom (2, 1)^T . Doplnením tohto vektora do bázy priestoru R^2 dostaneme (napr.) maticu Q = ( 2 1 1 0 ) . Potom ( 12 −28 7 −16 ) ≈ Q�1_·^{( 12 −28}

7 −16 ) · Q = ( −2 7 0 −2 ) . Vźimnite si, ¿e vlastná hodnota −2 sa nám zákonite objavila aj v pravom dolnom rohu "sama od seba\.

Ståpce matice

R = P · diag(1, Q) =

0 2 1 1 0 0 0 1 0

tvoria bázu, vzhţadom na ktorú má lineárny operátor x → A · x na R^3 hornú trojuholníkovú maticu. Ked¿e

(11, −29) · Q = (−7, 11)

(z = (11, −29) je prvý riadok matice B bez prvého èlena), bez ïalźieho násobenia vidíme, ¿e táto matica má tvar R�1_{· A · R =} 1 −7 11 0 −2 7 0 0 −2 ≈ A.

Eźte poznamenajme, ¿e pre maticu A rádu n > 3 by sme museli procedúru vyèleòovania vlastných èísel a prísluźných vlastných podpriestorov opakovaż viackrát, pokým by sme sa nedopracovali k hornej trojuholníkovej matici rádu 2 (ak by sme náhodou nemali źżastie a nedospeli u¿ skôr k hornej trojuholníkovej matici väèźieho rádu). A¿ potom by sme mohli zaèaż z dielèích matíc prechodu spätne skladaż výslednú maticu prechodu a pomocou nej získaż hornú trojuholníkovú maticu podobnú s A.

19.3. Rozźírenia polí, algebraicky uzvreté polia

Pri ïalźom źtúdiu spektra lineárnych operátorov sa nezaobídeme bez niektorých hlbźích vedomostí o źtruktúre polí a polynómov nad nimi. Ak by sme trvali na úplnosti a sebestaènosti náźho výkladu, museli by sme v tejto chvíli znaène odboèiż od naźej hlavnej témy a zaèaż rozvíjaż inú èasż algebry. Miesto toho iba sformulujeme niekoţko základných výsledkov, o ktoré sa budeme ïalej opieraż. Ich dôkazy vynecháme, tak¿e ich vlastne len predlo¿íme èitateţovi na uverenie. Ich formulácia si vźak vy¿aduje zaviesż niekoţko nových pojmov, pri ktorých nám prídu vhod i niektoré poznatky z lineárnej algebry.

Pripomíname (pozri paragraf 1.2), ¿e pole K sa nazýva podpoţom poţa L, prípadne pole L sa nazýva rozźírením poţa K, ak K ⊆ L, obe polia majú tú istú nulu 0 a jednotku 1 a pre vźetky a, b ∈ K sa ich súèet a + b a súèin ab v K rovná ich súètu a + b resp. súèinu ab v L. Z toho u¿ vyplýva, ¿e pre 0 ≠ a ∈ K sa inverzný prvok a�^1 v K zhoduje s inverzným prvkom a�^1 v L.

Ak pole L je rozźírením poţa K, tak L mo¿no pova¿ovaż za vektorový priestor nad poţom K (pozri príklad 1.6.1). Hovoríme, ¿e pole L je koneèným rozźírením poţa K, ak L je koneènorozmerný vektorový priestor nad K; jeho dimenziu nazývame stupòom rozźírenia L nad K a znaèíme ju

[L :K] = dim_K L.

Teda koneèné rozźírenie je také, ktoré má koneèný stupeò. Prvok c ∈ L sa nazýva algebraický nad K, ak c je koreòom nejakého polynómu f ∈ K[x]. Rozźírenie L poţa K sa nazýva algebraické, ak ka¿dý prvok c ∈ L je algebraický nad K.

19.3.1. Tvrdenie. Ka¿dé koneèné rozźírenie poţa K je algebraické nad K.

Dôkaz uvádzame ako jednoduchú uká¿ku pou¿itia metód lineárnej algebry v teórii polí. Nech L je koneèné rozźírenie poţa K stupòa [L : K] = n. Zvoţme ţubovoţné c ∈ K. Potom (n + 1)-tica (1, c, c^2, . . . , c^n) prvkov z L nemô¿e byż lineárne nezávislá nad K, preto existujú a_0, a_1, . . . , a_n ∈ K, nie vźetky rovné 0, také, ¿e

a_0 + a_1c + . . . + a_nc^n = 0.

Ale to znamená, ¿e c je koreòom polynómu f(x) = a_0 + a_1x + . . . + a_nx^n ∈ K[x].

Poznamenajme, ¿e obrátená implikácia neplatí, t. j. algebraické rozźírenie daného poţa mô¿e maż nekoneèný stupeò. Z dôkazu navyźe vyplýva, ¿e ka¿dý prvok koneèného rozźírenia L poţa K stupòa [L :K] = n je koreòom polynómu f ∈ K[x] stupòa ≤ n.

Pre naźe potreby má kţúèový význam nasledujúca skutoènosż.

19.3.2. Tvrdenie. Nech f(x) = a0 + a1x + . . . + anx^n ∈ K[x], an ≠ 0, je polynóm

stupòa n ≥ 1 nad poţom K. Potom existuje koneèné (teda nutne algebraické) rozźírenie L poţa K také, ¿e f má v L[x] rozklad na lineárne faktory f(x) = a_n(x − λ_1) . . . (x − λ_n). Inak povedané, f má práve n koreòov λ_1, . . . , λ_n ∈ L, ak ka¿dý z nich poèítame aj s jeho násobnosżou.

Rozźírenie L mo¿no navyźe zvoliż tak, ¿e ka¿dý jeho prvok má tvar G(λ_1, . . . , λ_n) pre nejaký polynóm G(x_1, . . . , x_n) v n premenných s koe˛cientmi z K { pole L, ktoré je týmito podmienkami urèené jednoznaène a¿ na izomor˛zmus polí, nazývame rozkladové pole polynómu f. Pre stupeò rozkladového poţa platí [L :K] ≤ n!. (Prenechávame èitateţovi, aby si sám sformuloval pojem izomor˛zmu polí.)

Pole L sa nazýva algebraicky uzavreté, alebo tie¿ algebraicky úplné, ak ka¿dý polynóm f ∈ L[x] stupòa aspoò 1 má v L aspoò jeden koreò. Pomerne jednoducho mo¿no nahliadnuż (prípadne dokázaż matematickou indukciou podţa stupòa n), ¿e pole L je algebraicky úplné práve vtedy, keï ka¿dý polynóm f ∈ L[x] stupòa aspoò 1 má v L[x] rozklad na lineárne faktory (skúste sami).

Algebraické rozźírenie poţa K, ktoré je navyźe samo algebraicky uzavreté, sa nazýva algebraický uzáver poţa K. Nie celkom elementárnymi prostriedkami mo¿no dokázaż nasledujúcu vetu.

19.3.3. Veta. Ku ka¿dému poţu K existuje jeho algebraický uzáver.

Podobne ako rozkladové pole polynómu, aj algebraický uzáver daného poţa je urèený jednoznaène a¿ na izomor˛zmus polí.

Na druhej strane, algebraický uzáver daného poţa nemusí byż jeho koneèným rozźírením. V jednom dôle¿itom prípade vźak tomu tak je. Pole C vźetkých komplexných èísel má ako rozźírenie poţa R vźetkých reálnych èísel stupeò [C : R] = 2. Aby sme sa teda utvrdili v tom, ¿e je algebraickým uzáverom poţa R, staèí sa odvolaż na nasledujúci klasický a hlboký výsledok, známy ako základná veta algebry.

19.3.4. Veta. Pole C vźetkých komplexných èísel je algebraicky úplné.

Zhròme si teraz struène niektoré dôsledky práve vykonaných úvah pre spektrá matíc. Predovźetkým, spektrum matice A ∈ K^n�^n závisí na prísluźnom poli. Presnejźie, takúto maticu mo¿no pova¿ovaż aj za maticu A ∈ L^n�^n, kde L je ţubovoţné rozźírenie poţa K. Ak oznaèíme Spec_K A, Spec_L A prísluźné spektrá (t. j. mno¿iny vlastných hodnôt matice A v poli K resp. L), tak zrejme Spec_K A ⊆ Spec_L A. Na druhej strane, ka¿dé λ ∈ Spec_K A má zrejme rovnakú algebraickú i geometrickú násobnosż, ktorá nezávisí na prísluźnom poli.

Z tvrdenia 19.3.2 priamo vyplýva

19.3.5. Tvrdenie. Ku ka¿dej matici A ∈ K^n�^n existuje koneèné rozźírenie L poţa K

také, ¿e charakteristický polynóm matice A mo¿no v L[x] rozlo¿iż na súèin lineárnych faktorov ch_A(x) = (λ_1 − x) . . . (λ_n − x).

Inak povedané, A má n vlastných hodnôt λ_1, . . . , λ_n ∈ L, vrátane ich algebraickej násobnosti. Potom pre ka¿dé rozźírenie M poţa L u¿ platí Spec_M A = Spec_L A.

Aaplikáciou tvrdenia 19.3.5 na Schurovu vetu 19.2.1 okam¿ite dostávame

19.3.6. Tvrdenie. Ku ka¿dej matici A ∈ K^n�^n existuje koneèné rozźírenie L poţa

K také, ¿e A je nad L podobná s hornou trojuholníkovou maticou B ∈ L^n�^n, ktorej diagonálu tvoria vlastné hodnoty matice A v L, vrátane ich algebraickej násobnosti.

Napokon si eźte uvedomme, ¿e tvrdenia 19.3.5 a 19.3.6 sú automaticky (t. j. pre L = K) splnené pre źtvorcové matice nad algebraicky uzavretým poţom K. ľpeciálne to platí pre źtvorcové matice nad poţom C .

19.4. Komplexi˛kácia

Pozrime sa teraz na výsledky sformulovné v závere predchádzajúceho paragrafu z hţadiska vedúceho zámeru tejto kapitoly, ktorým je diagonalizácia matice lineárneho operátora φ: V → V na koneènorozmernom vektorovom priestore V . Zdá sa, ¿e sme na tejto ceste naozaj kus pokroèili a skutoène ukázali, ako mo¿no prekonaż prípadnú preká¿ku spoèívajúcu v nedostatoènej algebraickej váhe spektra. Pokiaţ by sme sa zaujímali len o samotné matice, bolo by tomu tak. Nezabúdajme vźak, ¿e v prvom rade nám ide o lineárne operátory a matice pou¿ívame len ako viac-menej pomocné objekty slú¿iace na ich popis.

Ak L je rozźírenie poţa K, tak ka¿dá matica A ∈ K^n�^n ⊆ L^n�^n prirodzene urèuje lineárny operátor operátor φ: K^n → K^n ako aj lineárny operátor ψ : L^n → L^n. Hoci φ aj ψ sú oba de˛nované tým istým predpisom x → A · x, (okrem triviálneho prípadu, keï L = K) sú to rôzne operátory, lebo operujú na rôznych vektorových priestoroch, navyźe nad rôznymi poţami. Napriek tomu akosi podvedome cítime, ¿e tým "správnym\ analógom vektorového priestoru K^n nad poţom K je práve vektorový priestor L^n nad poţom L. Potom operátoru φ: K^n → K^n, kde φ(x) = A · x pre x ∈ K^n, "prirodzene\ zodpovedá operátor ψ : L^n → L^n, kde ψ(x) = A·x pre x ∈ L^n. No v situácii, keï φ: V → V je lineárny operátor na "abstraktnom\ vektorovom priestore V nad poţom K, otázka, akým vektorovým priestorom W nad poţom L máme nahradiż V a aký lineárny operátor ψ : W → W by mal zodpovedaż operátoru φ, u¿ nie je zïaleka taká jasná.

Prísluźnú konźtrukciu mo¿no elegantne popísaż v jazyku tenzorových súèinov. Aj elementárnymi prostriedkami, ktoré máme v tejto chvíli k dispozícii vźak doká¿eme zvládnuż pre nás najdôle¿itejźí źpeciálny prípad { toti¿ prechod od R k C . Budeme si poèínaż v podstate rovnako ako pri dôverne známej konźtrukcii poţa C z poţa R.

Komplexi˛káciou vektorového priestoru V nad poţom R nazveme vektorový priestor V C nad poţom C , ktorého prvkami sú vźetky formálne lineárne kombinácie tvaru z = x + iy, kde x, y ∈ V a i ∈ C je imaginárna jednotka. Pre x, y, u, v ∈ V kladieme

x + iy = u + iv ⇔ x = u & y = v.

Píźeme tie¿ x = Re z, y = Im z a vektory x, y ∈ V nazývame reálnou resp. imaginárnou èasżou vektora z ∈ V C . Sèítanie takýchto vektorov de˛nujeme "po zlo¿kách\, èi¿e (x + iy) + (u + iv) = (x + u) + i(y + v).

Koneène násobenie skalárom a + ib ∈ C , kde a, b ∈ R, de˛nujeme vzżahom (a + ib)(x + iy) = (ax − by) + i(ay + bx). Èitateţ si urèite aj sám ţahko overí, ¿e komplexi˛kácia V C reálneho vektorového priestoru V s takto de˛novanou rovnosżou a operáciami naozaj tvorí vektorový priestor nad poţom C . Eźte dodajme, ¿e { rovnako ako v samotnom poli C { komplexne zdru¿eným vektorom k vektoru z = x + iy ∈ V C nazývame vektor z = x − iy.

Poznámka. Komplexi˛kácia V C vektorového priestoru V sa tie¿ zvykne oznaèovaż C ⊗R V , prípadne len C ⊗ V , t. j. ako tenzorový súèin C a V nad poţom R. V tejto chvíli vźak ide naozaj len o "nevinné\ oznaèenie a práve popísaná konźtrukcia ani jej ïalźie vyu¿itie si nijakú znalosż tenzorových súèinov nevy¿adujú.

19.4.1. Tvrdenie. Nech V je reálny vektorový priestor. Potom

dimC V C = dimR V.

Dôkaz. Nech dimR V = n a u_1, . . . , u_n je nejaká báza priestoru V nad R. Ponechávame na èitateţa, aby si sám overil, ¿e tie isté vektory u_1, . . . , u_n tvoria aj bázu V C nad C .^1 Taktie¿ ţahko nahliadneme, ¿e dimR V = ∞ má za následok dimC V C = ∞.

1Striktne podţa de˛nície by sme mali hovoriż o vektoroch u1 + i0, . . . , un + i0. Prirodzene vźak píźeme x + i0 = x, 0 + iy = iy, a V stoto¿òujeme s mno¿inou {x + i0; x ∈ V } ⊆ V C.

Komplexi˛kácia vektorového priestoru nad R je v istom zmysle opaènou konźtrukciou k zreálneniu vektorového priestoru nad C (pozri paragraf 17.1). Vzżahu oboch konźtrukcií sa budeme podrobnejźie venovaż v cvièeniach.

Komplexi˛káciou lineárneho zobrazenia φ: V → U medzi reálnymi vektorovými priestormi V , U nazývame lineárne zobrazenie φC : V C → UC dané predpisom

φC (x + iy) = φ(x) + iφ(y),

pre x, y ∈ V . ľpeciálne φC (x) = φ(x) pre x ∈ V . Opäż sa ţahko overí, ¿e φC je naozaj lineárne zobrazenie medzi vektorovými priestormi nad C . Taktie¿ nasledujúce tvrdenie je zrejmé z práve vyslovenej de˛nície a predchádzajúceho tvrdenia.

19.4.2. Tvrdenie. Nech U, V sú reálne vektorové priestory s bázami α resp. β a

φ: V → U je lineárne zobrazenie. Potom (φ)_{α,β} = ( φC ) α,β. Inak povedané φ a jeho komplexi˛kácia φC : V C → UC majú tú istú maticu vzhţadom na bázy β, α.

Ak ţubovoţný vektor z = (x_1 + iy_1, . . . , x_n + iy_n)^T ∈ C^n rozlo¿íme na reálnu a imaginárnu èasż z = x + iy = Re z + i Im z,

kde x = Re z = (x_1, . . . , x_n)^T , y = Im z = (y_1, . . . , y_n)^T sú reálne vektory tvorené reálnymi resp. imaginárnymi èasżami kanonických súradníc vektora z, prirodzene tým stoto¿níme komplexi˛káciu (R^n )C priestoru R^n s priestorom C^n . Za takýchto okolností je komplexi˛káciou lineárneho zobrazenia φ: R^n → R^m s maticou A (vzhţadom na kanonické bázy) zobrazenie φC : C^n → C^m , ktoré má (v kanonických bázach) rovnakú maticu A. Vidíme teda, ¿e naźa "abstraktná\ konźtrukcia komplexi˛kácie sa plne zhoduje s "konkrétnou komplexi˛káciou\ C^n priestorov R^n a lineárnych zobrazení medzi takýmito priestormi.

Z hţadiska vedúceho zámeru tejto kapitoly spoèíva hlavný význam komplexi˛kácie v nasledujúcom tvrdení.

19.4.3. Veta. Nech V je vektorový priestor koneènej dimenzie n nad poţom R a

φ: V → V je lineárny operátor. Potom lineárny operátor φC : V C → V C má, vrátane algebraickej násobnosti, n vlastných èísel λ_1, . . . , λ_n ∈ C .

Samozrejme, reálne spomedzi vlastných èísel λ_1, . . . , λ_n operátora φC sú priamo vlastnými èíslami pôvodného operátora φ. S istou dávkou zjednoduźenia vźak nazývame aj hodnoty λ_j s nenulovou imaginárnou èasżou komplexnými vlastnými èíslami (reálneho) operátora φ.

Inak povedané, preká¿ku diagonalizácie matice lineárneho operátora na koneènorozmernom vektorovom priestore nad R, spoèívajúcu v nedostatoènej algebraickej váhe jeho spektra, vieme prekonaż komplexi˛káciou prísluźného priestoru a operátora. Poznamenajme, ¿e nahradením poţa C rozkladovým poţom prísluźného charakteristického polynómu a istým zovźeobecnením metódy komplexi˛kácie mo¿no rovnaký cieţ dosiahnuż aj pre lineárne operátory na koneènorozmerných vektorových priestoroch nad ţubovoţným poţom. Tieto výsledky vźak u¿ presahujú rámec náźho kurzu.

19.5. Geometrický význam komplexných vlastných èísel

Geometrický význam reálnych vlastných èísel lineárnej transformácie φ vektorového priestoru V nad poţom R je zrejmý: ak λ ∈ R je vlastné èíslo, tak prísluźný vlastný vektor v ∈ V (i ka¿dý vektor vlastnej priamky [v]) sa zobrazením φ zobrazí na svoj λ-násobok. Pri naźej "podvedomej\ geometrickej interpretácii priestoru V (keï doòho mimovoţne vnáźame euklidovskú źtruktúru), sa då¿ka vektora v zmení na jej |λ|- násobok; ak λ > 0, tak orientácia vektora v sa zachová, ak |λ| < 0, zmení sa na opaènú. Tentokrát sa vźak nemusíme odvolávaż na nijaké "podvedomé\ geometrické súvislosti. Z podmienky homogenity (pozri paragraf 13.3) toti¿ vyplýva, ¿e ‖φ(v)‖ = |λ| ‖v‖ platí pre ţubovoţnú normu na V .

V príklade 18.4.2 sme sa vźak videli, ¿e aj lineárna transformácia reálneho vektorového priestoru mô¿e maż komplexné vlastné èísla. Cieţom tohto paragrafu je ukázaż, ¿e uvedený príklad je svojim spôsobom typický, presnejźie, za výskytom komplexných vlastných èísel reálnej lineárnej transformácie sa v¿dý skrýva nejaké otoèenie (pri spomínanej mimovoţnej euklidovskej interpretácii). Tým by sa mal z úlohy komplexných vlastných èísel de˛nitívne vytratiż akýkoţvek mystický ráz.

19.5.1. Tvrdenie. Nech λ ∈ C je vlastné èíslo matice A ∈ R^n�^n a w je k nemu

prislúchajúci vlastný vektor. Potom aj λ je vlastné èíslo matice A a prislúcha k nemu vlastný vektor w. Navyźe vlastné èísla λ a λ majú rovnakú algebraickú i geometrickú násobnosż.

Dôkaz. Najprv doká¿eme, ¿e komplexné èíslo λ je m-násobným koreòom polynómu f(x) = a_0 + a_1x + . . . + a_nx^n ∈ R[x] práve vtedy, keï λ je jeho m-násobným koreòom. Staèí ukázaż, ¿e z deliteţnosti f(x) mocninou (x−λ)^m vyplýva jeho deliteţnosż mocninou (x − λ)^m. Nech teda f(x) = (x − λ)^mp(x) pre nejaký polynóm p(x) = c_0 + c_1x + . . . + c_kx^k ∈ C [x]. Potom zrejme

(x − λ)^m(c_0 + c_1x + . . . + c_kx^k ) = a_0 + a_1x + . . . + a_nx^n = f(x),

lebo pre reálne koe˛cienty polynómu f platí a_j = a_j . Ak teda λ je algebraicky mnásobné vlastné èíslo matice A ∈ R^n�^n , tak aj λ je jej vlastné èíslo s tou istou algebraickou násobnosżou.

Nech w ∈ C^n je vlastný vektor prislúchajúci k λ, èi¿e A · w = λw. Potom A · w = λw. Keï¿e A = A je reálna, vyplýva z toho A·w = λw, t. j. w je vlastný vektor matice A prislúchajúci k λ. Teda zobrazenie w → w je semilineárny izomor˛zmus (pozri cvièenia ku kapitole 17) prísluźných vlastných podpriestorov R(A−λI) → R(A−λI), preto tieto priestory majú rovnakú dimenziu a vlastné èísla λ, λ majú tie¿ rovnakú geometrickú násobnosż.

Teda komplexné vlastné èísla s nenulovou imaginárnou èasżou reálnych matíc resp. lineárnych transformácií reálnych vektorových priestoroch sa v¿dý vyskytujú v komplexne zdru¿ených pároch λ, λ, rovnako ako k nim prísluźné vlastné vektory. Uká¿eme si, ¿e za takýmto výskytom sa v¿dy skrýva dvojrozmerný invariantný podpriestor, na ktorom prísluźná matica operuje ako rotácia o uhol α zlo¿ená s rovnoţahlosżou s koe˛cientom r > 0, kde λ = r(cos α + i sin α) je goniometrický tvar èísla λ.

Nech teda φ: V → V je lineárny operátor na reálnom vektorovom priestore V , λ = a + ib, λ = a − ib, kde a, b ∈ R, b ≠ 0, sú komplexne zdru¿ené vlastné èísla jeho komplexi˛kácie φC : V C → V C a w ∈ V C resp. w ∈ V C sú k nim prislúchajúce vlastné vektory. Potom zú¿enie operátora φC na jeho dvojrozmerný invariantný podpriestor [w, w] ⊆ V C má v báze (w, w) maticu diag(λ, λ). Oznaème

u = Re w = Re w = 1 2 (w + w), v = − Im w = Im w = 1 2i (w − w) vektory z pôvodného reálneho priestoru V . Potom w = u − iv, w = u + iv. ěahko nahliadneme, ¿e u, v sú lineárne nezávislé (nad R), teda tvoria bázu dvojrozmerného podpriestoru [u, v] ⊆ V . Poèítajme

φ(u) = φC (u) = 1 2 ( φC (w) + φC (w) ) = 1 2 (λw + λw) = Re(λw) = au + bv, φ(v) = φC (v) = 1 2i ( φC (w) − φC (w) ) = 1 2i (λw − λw) = Im(λw) = −bu + av. Vidíme, ¿e [u, v] ⊆ V je dvojrozmerný invariantný podpriestor operátora φ a zú¿enie φ na [u, v] má v báze (u, v) reálnu maticu, ktorú mo¿no pomocou goniometrického vyjadrenia vlastných èísel λ = r(cos α +i sin α) = r e^{iα}, λ = r(cos α = i sin α) = r e�^{iα} (t. j. a = r cos α, b = r sin α) zapísaż v tvare ( a −b b a ) = ( r cos α −r sin α r sin α r cos α ) = r ( cos α − sin α sin α cos α ) = rR_α. Tým sme vlastne dokázali nasledujúcu vetu.

19.5.2. Veta. Nech φ je lineárna transformácia reálneho vektorového priestoru V ,

λ = a + ib = r(cos α + i sin α) je jej komplexná vlastná hodnota s nenulovou imaginárnou èasżou, ku ktorej vo V C prislúcha vlastný vektor u − iv, kde u, v ∈ V . Potom (u, v) je bázou invariantného podpriestoru [u, v] ⊆ V a zú¿enie φ na [u, v] má v tejto báze reálnu maticu

(_a �_b b a ) = rR_α.

V úvode ku kapitole 13 sme zdôrazòovali, ¿e hovoriż o kvantitatívnych geometrických velièinách ako då¿ka èi uhol v abstraktných vektorových priestoroch, hoc aj nad poţom R, nedáva dobrý zmysel. A¿ prítomnosż skalárneho súèinu v takomto priestore nám to umo¿òuje. Teda, prísne vzaté, zatiaţ stále nemáme právo tvrdiż, ¿e φ na invariantnom podpriestore [u, v] pôsobí ako kompozícia otoèenia o uhol α a rovnoţahlosti s koe˛cientom r a stredom v poèiatku. Na [u, v] si vźak mo¿no (navyźe jednoznaène) zvoliż skalárny súèin tak, aby vektory u, v vzhţadom naò tvorili ortonormálnu bázu. Potom lineárna transformácia φ ¯ [u, v] euklidovského priestoru [u, v] naozaj zodpovedá kompozícii rotácie R_α a rovnoţahlosti rI_2.

Ak si uvedomíme, ¿e ka¿dý polynóm f(x) ∈ R[x] nepárneho stupòa má aspoò jeden reálny koreò, mô¿eme zaznamenaż eźte jeden dôsledok vety 19.5.2.

19.5.3. Dôsledok. Nech φ je lineárny operátor na koneènorozmernom vektorovom

priestore V nad poţom R. Potom φ má aspoò jeden invariantný podpriestor dimenzie 1 alebo 2. Ak dim V je nepárne èíslo, tak φ má aspoò jeden invariantný podpriestor dimenzie 1.