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.Abstrakt prednasky

V této kapitole se budeme opét venovat
soustavam linearnich rovnic. Dokazeme, ze
mnnozina reseni kazdeé linearni (homogennt)
soustavy tvori afinni (linearni) podprostor
vhodného sloupcového prostoru K" a obracene,
kazdy takovy afinni (linearni) podprostor lze
popsat jakozto mnozinu rfeseni vhodné linearni
(homogenni) soustavy.

V celé kapitole K oznacCuje pevneé téleso, m, n
jsou prirozena Cisla.
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.Podprostor reseni |

9  Afinnl podprostory a soustavy
linear nich rovnic

9.1 Podprostor resent homogenni
soustavy a|eho baze

Necht A € K™" b € K™. Uvazujme homogenni
soustavu linearnich rovnic s matici A

A -x=0.

9. AFINNI PODPROSTORY A SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC - p.4/38



.Podprostor reseni 11

Dale uvazme nehomogenni soustavu s matici A
a pravou stranou b

A -x=bhb.
Mnoziny jejich reSeni oznacime
R(A)={xe K": A -x=0}
resp.

R(A|b)={xe K": A-x=Db}.
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.Podprostor reseni 111

Predpisem ¢(x) = A - x je definované linearni
zobrazeni ¢ : K" — K™, pficemz R(A) = Kerp.
Z toho okamzite vyplyva

Tvrzeni 9.1.1 Pro libovolnou matici A € K™*"

mnozina R(A) feSeni homogenni soustavy
A - x = 0 tvori linearni podprostor vektorového

prostoru K.

9. AFINNI PODPROSTORY A SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC - p.6/38



.Podprostor reseni IV

Kazdou bazi prostoru R(A) nazyvame
fundamentalnim systémem reseni soustavy
A-x=0.

Potom kazdé rfeseni prislusné homogenni
soustavy muzeme jednoznacné vyjadfrit jako
linearni kombinaci vektoru z fundamentalniho
systemu reseni, a naopak, kazda linearni
kombinace vektort fundamentalniho systému je
resenim prislusné soustavy.

Fundamentalni systém reseni najdeme
nasledujicim postupem:
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.Podprostor reseni V

Matici A upravime pomoci ERO na redukovany
stupnovity tvar B € K™*"™,

Mnozinu {1,...,n} rozdélime na dvé
podmnoziny J a J’, podle toho, zda se v j-tém
sloupci matice B nachazi nebo nenachazi
vedouci prvek nejakého jejiho radku.

Oznaéme k pocet prvkl mnoziny J’ a zapiSme ji
vetvaru J' = {j1 < jo < ... < Jp}.
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.Podprostor reseni VI

Pro kazdy index j; € J' sestrojime vektor

V] = (Ulla - ,Unl)T c K™ takto:

Zvolime v;; =1aw;; =0pre¢ # .

Pro 5 € J vypocitame hodnoty v; k uvedenym

hodnotam parametrt v, . .., v;,; tak, aby cely
vektor v; vyhovoval podmince B - v; = 0.
Potom vektory vi, va, ..., v, tvorl bazi

podprostoru feSeni R(A). Pfitom zfejmé plati
k=n—h(A).
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.Podprostor reseni VII

Priklad 9.1.2 Predpokladejme, ze jsme matici A
pomoci ERO uz upravili na redukovany
stupnovity tvar

(1200 —1/3)
n_ 0010 1/2
0001 =2
\0 000 0 )

Vedouci prvky fadkl se nachazeji ve sloupcich
1, 3ad4.
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.Podprostor reseni VIII

Tedy neznameé z4 a x5 Si zvolime za parametry a
neznameé x1, x3 a x4 Sl vyjadrime s jejich pomoci.
Nase prvni volba je x5 = 1, x5 = 0. Tomu
odpovida vektor vi = (—2,1,0,0,0)".

Druha volba parametrtl je x5 = 0, z5 = 1. Tomu
odpovida vektor v, = (1/3,0,—-1/2,2,1)".

Potom vektory vy, v tvori bazi podprostoru
(fundamentalni systém) reseni

R(A) =R(B) C R°.

9. AFINNI PODPROSTORY A SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC - p.11/38



.Podprostor reseni IX

Tvrzeni 9.1.3 Pro libovolnou matici A € K™*"
plati
dimR(A) = n — h(A).
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.Podprostor reSeni NS 1

Tvrzen1 9.1.4 Necht A €¢ K™*" b e K™,
(a) Pokudy,z € R(A|b),paky —z € R(A).

(b) Pokud z € R(A |b), x € R(A), pak
z+x € R(A|Db).

R(A|b) =z-

- R(A) = {z+x; x € R(A)}

— 7 -

= {z

9.

- [V, e, Vg
+cvi+ ...+ v e, ..., 0 € K
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.Podprostor reSeni NS II

Tvrzen1 9.1.5 Necht A € K™*", b € K™. Pokud
soustava A - x = b ma aspon jedno fesent, tak
R(A | b) je afinni podprostor v K™ se zamérenim
R(A). To znamena4, ze

DirR(A |b) = R(A)

dimR(A |b) = dimR(A) =n — h(A).
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.Frobeniova veta 1

9.2 Frobeniova véta areseni
nehomogenni soustavy

Veta 9.2.1 (Frobenius) Necht A € K™*",
b € K™. Potom nehomogenni soustava A -x =Db
ma feSeni pravé tehdy, kdyz h(A |b) = h(A).
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.Frobeniova veta 11

Soustava A - x = b ma alespon jedno feseni
z € K" prave tehdy, kdyz b € Imy (kde
p(x) =A-x). Pak R(A|b) =z+R(A).

Frobeniova véta fika: nehomogenni soustava
A - x = b nema feseni prave tehdy, kdyz se pri
Upravé jeji rozSifené matice (A |b) na
redukovany stupnovity tvar objevi nejaky radek
tvaru (0,...,0|d) € K", kde 0 £ d € K.
Takovyto radek totiz zodpovida rovnici 0 = d.
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.Frobeniova veta 111

Pokud upravime pomoci ERO rozsSifenou matici
(A | b) na redukovany stupnovity tvar (B | c), kde
Be K™"™ace K™, tak B je téz v redukovanem
stupnovitém tvaru.

Potom R(A |b) = R(B|c) # 0 pravé tehdy, kdyz
se zadny vedouci prvek nejakého radku matice
(B | c) nenachazi v poslednim, t.j. n + 1-nim
sloupci.

9. AFINNI PODPROSTORY A SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC - p.17/38



.Frobeniova veta IV

Bazi prostoru feSeni R(A) = R(B) najdeme
postupem popsanym v paragrafu 9.1.

Nech J, J' a k maji dfive uvedeny vyznam.
Jedno feSeni z = (2, ..., z,)! nehomogenni
soustavy dostaneme volbou parametru

zj =...=z; = 0proj € J'. Zbyvajici hodnoty

1

z; potom vypocitame tak, aby z vyhovovalo
podmince B-z =c,t.]. z; =c; pre j € J.
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.Frobeniova veta V

Priklad 9.2.2 Predpokladejme, ze jsme matici
(A | b) pomoci ERO uz upravili na redukovany
stupnovity tvar

1003 1/4 0 2\
0104 2 —1| -1
0011 -5 6 |—2/7
0000 0 O 0 )
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.Frobeniova veta VI

Vidime, ze h(B|c) = h(B) = 3, tedy
R(A|b)=R(B|c) # 0.

Vedouci prvky fadkl se nachazeji ve sloupcich
1,2 a3.

Tedy neznameé z4, x5 a xg Sl Zvolime za
parametry a nezname xi, x, a xs Sl vyjadrime
DOMoci nich.

Prvni volbé z, = 1, x5 = x4 = 0 odpovida vektor
vi=(-3,—4,-1,1,0,0).
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.Frobeniova veta VII

Druha volba z, = 0, z5 = 1, ¢ = 0 nam da vektor
vo = (—1/4,-2,5,0,1,0)T.

Tretl volbou x4 = x5 = 0, zg = 1 ziskame vektor
vy = (0,1,-6,0,0,1)".

Potom vektory vy, va, v3 tvofi bazi podprostoru
feSeni R(A) = R(B) C R° pfisludni homogenni
soustavy.

Konec¢né volbou parametrll 4 = 25 = 2 = 0
ziskame jedno feSeniz = (2, -1,-2/7,0,0,0)7
nehomogenni soustavy.
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.Frobeniova veta VIII

Vysledek muZeme zapsat do tabulky:

V1 V9 V3 Z
L1 —3 —1/4 0 2
L9 —4 —2 1 —1
I3 —1 3! —0 —2/7
x4 | 1 0 0 0
Iy 0 1 0 0
z¢ | O 0 1 0
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.Parametrické a vSeobecné rovnice |

0.3 Parametrickeé avseobecnérovnice
afinnich podprostor u

Kazdy afinni podprostor M/ C K" ma tvar
M=p+[uy,...,u) =p+[c]

pro néjaky bod p = (p1,...,p,)’ € M avhodnou
usporadanou k-tici a = (uy, ..., u;) vektort
z K", kde u; = (ulj, - ,unj)T.
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.Parametrické a vsSeobecné rovnice 11

To znamena, ze pro libovolné x € K™ plati x € M
pravé tehdy, kdyz existuje t = (¢4,...,t;)" € K*
tak, ze

X=p+o-t,

kde jsme usporadanou k-tici o jako obycejnée
ztotoZnili s matici (u;;) € K™** se sloupci
ug, ..., Ug.
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.Parametrické a vseobecné rovnice 111

Rovnost x = p + a - t je maticovym zapisem
parametrickych rovnic afinniho podprostoru

M C K",

Vektor t € K™ nazyvame vektorem parametru a
jeho slozky tq,...,t, € K parametry.
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.Parametrické a vsSeobecné rovnice IV

Po rozepsani do slozek

1 = p1+ Uty + upets + ... + Ukly
To = P2 + U1ty + Ugalo + ... + Ugkli
Ln = Pn unltl uthn - . unktk

dostaneme obvyklejsi tvar, se kterym jsme sa v
dimenzi n = 2 resp. n = 3 uz potkali
v stfedoskolské analytické geomettrii.
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.Parametrické a vsSeobecné rovnice V

Jsou-li navic vektory uy, ..., u; linearnée
nezavislé, coz muzeme vzdy dosahnout
vynechanim ,nadbyte¢nych vektort“, pak

parametrické rovnice podprostoru M nam primo
ukazi jeho dimenzi: dimM = k.
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.Parametrické a vseobecné rovnice VI

Zapis afinnitho podprostoru M C K™ ve tvaru
M =p+|a], kde p € M a a je nejaka
usporadana k-tice, ktera generuje jeho zameéreni
DirM (muZeme si dovolit predpokladat, Zze « je
dokonce baze v DirM), budeme nazyvat jeho
parametrickym vyjadrenim.

Parametrické vyjadreni M = p + [a] afinniho
nodprostoru muzeme primo prepsat do jeho
parametrickych rovnicx = p + a - t, (t € K¥).
Naopak, z jeho parametrickych rovnic muzeme
okamzité ziskat jeho parametrické vyjadrent.
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.Parametrické a vseobecné rovnice VII

Kazda soustava linearnichrovnic A -x=b

s roz&ifenou matici (A | b) € K™+ (pokud ma
resent), popisuje afinni podprostor

R(A |b) C K™

Vyresit soustavu linearnichrovnic A -x=b
znamena vlastne najit nejaké pekné
parametrické rovnice afinniho podprostoru

R(A | b).
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.Parametrické a vseobecné rovnice VIII

Necht tedy M = p + [«] je afinni podprostor v
K™, dany bodom p € K" a usporadanou k-tici
o = (uy,...,u;) vektortl z K", kterou ztotoZnime

s matici a = (u;;) € K™** se sloupci u;.
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.Parametrické a vsSeobecné rovnice IX

Parametrické rovnice x = p + « - t podprostoru
M, kde x = (z1,...,%x,)! € K" je vektor
neznamych at = (t1,...,t)! € K* je vektor
parametrt, mizeme prepsat do tvaru

I, - x=a-t + p,
ktery Ize reprezentovat pomoci blokové matice

(In | @ | P)-
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.Parametrické a vSeobecné rovnice X

Nase metoda bude zalozena na eliminaci
parametru ¢y, ..., ¢, Gpravou této matice pomoci
ERO.

Matici (I, | « | p) budeme upravovat na radkove
ekvivalentni matici tak, aby prostredni blok vo
vysledné matici byl ve stupnovitém tvaru. Mohou
pak nastat dveé moznosti
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.Parametrické a vsSeobecné rovnice XI

(1) h(ax) = n, coz pozname podle toho, Ze
vSechny radky prostredniho bloku vysledné
matice jsou nenulové. V tomto pripade
M =V avSeobecné rovnice tohoto
podprostoru tvori prazdna soustava (1. |.
soustava, ktera neobsahuje zadnou rovnici).
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.Parametrické a vseobecné rovnice XII

(2) h(a) < n. Pak muzeme prostfedni blok
vysledné matice rozdeélit do dvou pod sebou

umisténych bloku ( ) kde horni blok D je

stupnovita matice typu h(a) x k, ktera ma
vSechny radky nenulové, tedy dolni nulovy
blok ma rozmér (n — h(a)) x k.
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.Parametrické a vseobecné rovnice XIII

Toto rozdéleni prostiedniho bloku indukuje
rozdéleni celé vysledné matice do blokU

A" Db
A|{0|b |

Potom A - x = b jsou vSeobecné rovnice
afinniho podprostoru M, t.|. plati
M =p+|a) =R(A|b).
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.Parametrické a vsSeobecné rovnice XIV

Popsany algoritmus muZeme strué¢né shrnout do
nasledujiciho schématu

rro [ A Db

A|O0|Db

kde D je matice v stupnovitém tvaru s
nenulovymi radky (jejichz pocet je tedy nutnée
h(D) = h(a)).
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.Parametrické a vsSeobecné rovnice XV

Z k-tice a muzZeme vybrat bazi zaméreni

DirM = |a]: je tvofena vektory u;,, ..., u;, kde

1 <4 <...< 7 < kjsouindexy téch sloupcu
matice D, ve kterych se nachazeji vedouci prvky
jejich radkau.
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.Parametrické a vseobecné rovnice X VI

Tvrzeni 9.3.1 Necht B ¢ K™™ C ¢ K™%k g
p € K™. Pokud blokova matice (B |C |p) je
radkoveé ekvivalentni s blokovou matici

A" Db
A|{0|b |

kde D je matice v stupnovitém tvaru s
nenulovymi radky, tak

R(A|b) ={xe K™ (It e K"(Bx=C-t+p)}.
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