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.Abstrakt prednasky

V této kapitole zavedeme takovy pojem
podprostoru, ktery by napr. v R? zahriioval
vsechny primky a roviny, tj. nejen ty
prochazejici pocatkem.

Zavedeme tedy definici pojmu afinniho
podprostoru nebo téz linearni variety a pojmu
afinniho zobrazeni.

polohy linearnich variet ve vektorovém prostoru.
V celé kapitole K oznacCuje pevne téleso, V
oznacuje néjaky pevny, ale jinak libovolny,
vektorovy prostor nad telesem K, m, n jsou
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. Body a vektory 1

3 Afinni podprostory a afinni
zobrazeni

8.1 Body avektory

Na vektory se divame jako na orientované usecky
S pocatkem v bodeé 0. Cely prostor chapeme jako
homogenni, t.j. vSechny body povazujeme za
rovnocenné a nevyclenujeme v nem zadny pri-
vilegovany bod za podatek.rovrrostory a armt zosrazent - p.ase:



. Body a vektory II

Afinnim prostorem nad télesem K rozumime
vektorovy prostor V nad timto télesem (prvky sa
z vektoru staly opét body a pocatek, t.j. nulovy
vektor, ztratil svoje vysadni postaveni — stal se

z ného bod jako kazdy jiny).

Presneji:
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. Body a vektory I1I

Afinnim prostorem A se zamérenim V
rozumime mnozinu P spolu se zobrazenim
+: P xV — Pdanym (p,v) — p + v tak, ze
plati.

1. p+ 0= pprovsechny body p € P

2. p+(v+w)=(p+v)+wpro vsechny
vektoryv,we V,pe P

3. pro kazdé dva body p, q € P existuje prave
jeden vektor v € P takovy, ze p + v = q.
Znacime je] pq nebo q — p.
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. Body a vektory IV

Bézné budeme uzivat znaCeni p € A misto

p € P, t. nebudeme rozliSovat mezi afinnim
prostorem a jeho nosnou mnozinou.

Uvédomme si, ze mezi vektory z V a body z P
existuje vzajemne jednoznacna korespondence,
muZeme tedy bez (jmy na obecnosti ztotoznit V

S P.
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. Afinhi podprostory I

5.2 Afinni podprostory

Pismeny p, q, r budeme (i s indexy) znacCit
vylucné body, u, v, w 0znacuji zase vylucnée
vektory, x, y, z mohou podle potreby oznacovat
pody | vektory.

Rovnéz se dohodneme, ze rozdil dvou bodu
pudeme chapat jako vektor a soucet bodu a

vektoru jako bod.
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. Afin! podprostory II

Necht p,q € V, p # q. Pfimkou prochazejici
nebo téz urcenou body p, g rozumime mnozinu
/(p,q), kterou dostaneme tak, Zze do bodu p
umistime vsSechny mozné skalarni nasobky

vektoru q — p.
Typicky bod pfimky 4(p, q) ma tedy tvar

x =p+t(q—p)=(1-1)p+tiq,
kde t € K, 1.
l(p,q) ={sp+tq;s,tec K&s+t=1} CV.
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. Afin! podprostory 111

Tento vyraz ma smysl i pro p = q, tehdy vsak
nejde o pfimku ale o jednobodovou mnozinu

{(p,p) = {pP}-
Z uvedeného tvaru ihned vidime, ze

{(p,aq) = 4(q,p)
pro libovolné p,q € V.

8. AFINNI PODPROSTORY A AFINNI ZOBRAZENI - p.10/61



. Afipn! podprostory Iy

Podmnozinu M vektorového prostoru V
nazyvame jeho afinnim podprostorem nebo téz
linearni varietou ve V, pokud M # () a pre
vSechna p,q € M plati ¢(p,q) C M.

Linearni kombinaci, t. . vyraz tvaru

toPo + tiP1 + - -+ taPy = Do tiPs,
kdeneN, py,...,p, €V, to,t1,...,t, € K,
nazyvame afinni kombinaci bodu py, py, ..., P,
pokud plati tg +t1 +... + ¢, = 1.
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. Afinhl podprostory v

Afinni kombinaci bodl budeme chéapat jako bod;
jiné linearni kombinace bodl nez afinni se

v nasich tvahach nevyskytuji.

Kazda afinni kombinace je neprazdna, t.|j.
obsahuje alespon jeden Clen.

Tvrzeni 8.2.1 Pro libovolnou neprazdnou
mnozinu M C V jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:
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. Afipnl podprostory Vv

(1) M je afinni podprostor ve V;
(1) pro libovolné p,q € M, s € K plati
sp+ (1 —s)q€ M,

(i) pro kazdé n € N a libovolné
Po,Pi,---,P, € M, ty,t1...,t, € K takove,
Z€e
to+t1+...+t,=1, plati

toPg Ftip; + - .- + tup, € M.
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. Afiphl podprostory Vi

Véta 8.2.2 Necht M C V. Potom M je afinni
podprostor ve V prave tehdy, kdyz existuje bod
p € V alinearni podprostor S C V tak, ze

M=p+S={p+uue St

V tomto pripade pro vSechny q,r e M,u e S
plati
q—res, q+ue M, M=q+ S,

S={x-qgxeM}={x-y;x,y € M}.
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. Afinhl podprostory ViII

Dlsledek 8.2.3 Kazdy linearni podprostor S
vektorového prostoru V je jeho afinnim

podprostorem. Afinni podprostor M vektoroveho

prostoru V' je jeho linearnim podprostorem prave
tehdy, kdyz 0 € M.

Zamerenim nebo téz smerovym

podprostorem afinniho podprostoru M C V
nazyvame linearni podprostor

DirM ={x—-y;x,ye M} CV.
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. Afin! podprostory Ix

DirM je jediny linearni podprostor ve V' takovy,
ze M = p + DirM pro nejakeé (pro kazde) p € M.
Pro kazdé p € M plati

DirM = {x—p; x € M}.

Zejména je tedy kazdy afinni podprostor afinnim
prostorem ve smyslu odstavce 1.
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. Afin! podprostory x

Pro libovolnou uspofadanou (n + 1)-tici bodu
(P, - - -, P,,), VEktorového prostoru V, pfipadné
pro jeho kone¢nou podmnozinu {py,...,p,} # 0,
oznacme

Z(po, ,pn) —
{topg+...+tup,; to,.. ., tn € K & to+...+1, =1}

mnozinu vsech afinnich kombinaci bodu
pOa < .. apn'
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. Afin! podprostory x7

Z prave dokazaného tvrzeni vyplyva, ze
((py,---,P,) J€ Nejmensi afinni podprostor ve V,
ktery obsahuje vsechy body py, ..., p,;
nazyvame ho afinni obal bodl nebo i afinni
podprostor generovany body pg,...,p

Pro kazdou neprazdnou mnozinu X C V
muZeme definovat jeji afinni obal £(X),
nazyvany téz afinni podprostor generovany
mnozinou X, jJako mnozinu vsech (konecnych)
afinnich kombinaci bodu z X.
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. Afinl podprostory X771

Opét plati, ze /(X)) je nejmensi afinni podprostor
ve V tak, ze X C/(X).

Tvrzeni 8.2.4 Necht py,py,---,P, € V. Potom

E(pmpla---apn) — pO_I_[pl_pOa"'apn_pO]a
Dir€<p07p17--.7pn) — [pl_p07"'7pn_p0]'
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.Aﬁnm podprostory 11

Dimenzi nebo téz rozmeérem afinniho
podprostoru M C V, piseme dimM, hazyvame
dimenzi jeho zamereni, tedy

dimM = dimDirM.

Body py, py, - - -, P,, Vektorového prostoru V
nazyvame afinné nezavislé, pokud vektory
P1 — Py, ---, P, — Py JSOU linearné nezavislé.
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. Afinh! podprostory x1v

Z nasledujiciho ocCividného tvrzeni vyplyva, ze
body py, Py, ..., P, € V jsou afinné nezavislé
prave tehdy, kdyz pro nejaké (pro kazdé)
nggnvektorypj—pk, kde 0 < j3<naj#k,
jsou linearné nezavislé.

Tvrzeni 8.2.5 Body py, py,---,P, € V jSoOU
afinné nezavislé prave tehdy, kdyz

dlIIlg(I)O7 p17 « e 7I)n) = N.
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. Afiph! podprostory xv/

Zrejme 0-rozmerné afinni podprostory ve V jsou
orave vsechny body p € V' (presnéji, vSechny
jednobodové podmnoziny ve V). Tyto afinni
podprostory nazyvame téz trivialni.

Jednorozmerné afinni podprostory ve V
nazyvame primkami. Kazda pfimka ma
skuteCné tvar £(p, q) pro n€jaké afinné nezavislé
(t.j. rGzné) body p.q € V.

Dvojrozmeérné afinni podprostory ve V' nazyvame
rovinami.
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. Afinhl podprostory xvi

Samotny prostor V' je svym nevlastnim afinnim
podprostorem.

Pokud dimV = n, tak (n — 1)-rozmérné afinni
nodprostory ve V' nazyvame nadrovinami.

Pojmy ,bod", ,pfimka“ a ,rovina“ jsou absolutni
v tom smyslu, ze zavisi jen na dimenzi
prislusného afinniho podprostoru.

Pojem nadroviny je relativni, protoze zavisi na

vztahu dimenzi afinniho podprostoru a celeho
prostoru.
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. Afinhl podprostory XviI

Pokud dimV =1 (t.]. pokud samotné V je
primka), tak kazdy bod ve V' je zaroven
nadrovinou.

Nadrovinami v dvojrozmérném prostoru (t. j.
V rovine) jsou zase vsechny primky.

V trojrozmerném prostoru V. pojmy roviny a
nadroviny splyvaji.

V Ctyfrozmerném prostoru jsou nadrovinami
trojrozmerné podprostory; atd.

V 0-rozmeérném (t.]. jednobodovém) prostoru V
nejsou primky, roviny ani nadroviny.
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.Prﬁnik a spojeni AP 1

8.3 Prunik a spojeni afinnich
podprostor u

Tvrzeni 8.3.1 Necht M, N C V jsou afinni
podprostory. Potom M N N je afinni podprostor
ve V pravé tehdy, kdyz M NN # (). V tomto
pripade

Dir(M N N) = DirM N DirN.

Neprazdnost pruniku M N N muzZeme zarucit za
predpokladu, ze linearni prostor DirM + DirN je
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.Prﬁnik a spojeni AP 11

Tvrzeni 8.3.2 Necht M, N C V jsou afinni
podprostory. Potom

DirM +DirN =V = M NN # (.

Spojenim afinnich podprostoru M, N C V,
piseme M LI N, nazyvame afinni obal jejich
sjednoceni. Tedy

MUN=4MUN).
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.Prﬁnik a spojeni AP III

Zrejme M U N je nejmensi afinni podprostor ve
V', ktery obsahuje M i N, a pro linearni
podprostory S, T’ C Vplati SUT =5 +1T.
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.Prﬁnik a spojeni AP IV

Tvrzeni 8.3.3 Necht M, N C V jsou afinni
podprostory.
(a) Pokud M N N # 0, tak

Dir(M U N) = DirM + DirN,
MUN =M+ DirN = N + DirM.

(b) Pokud M NN = (), tak prop € M, q € N plati
Dir(M U N) = [q — p] + DirM + DirN,

MUN = M+ ([q — p] + DirN) =
N + ([q — p] + DirM).
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.Prﬁnik a spojeni AP V

Poznamka Obeé rovnosti z (b) jsou spInéné i za
predpokladu M N N # 0.

V tomto pripade vSak pro libovolnér € M NN
plati

q—p=(r—p)+(q—r) €DirM + DirN,

takZe vektor q — p muZeme vynechat.
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.Prﬁnik a spojeni AP VI

Dlsledek 8.3.4 Necht M, N C V jsou kone¢né
rozmerné afinni podprostory. Potom

dimM + dimN — dim(M N N), pro M NN # 0,

dim(M U N) =
dimM + dimN — dim(DirM NDirN)+ 1, pro M NN = (.
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.Prﬁnik a spojeni AP VII

Priklad 8.3.5 Ve vektorovém prostoru V
uvazujme konecne rozmerné afinni podprostory

M=p-+[u,...,u,l N=q+[vi,...,v,]

Potom
p+(u,..., Wy, Vi, ...,V
roM NN ,

MUN — ) POMONZD
p_|_[q_pauh"'7u’m7V17"'7Vn]7
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.Prﬁnik a spojeni AP VIII

dim[ul,...,um,V1,---,Vn]a
dim(M U N)— pro M NN # 0,

dim|q — p,ui,..., Uy, Vi,..., Vy],

pro M NN = (.
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.Prﬁnik a spojeni AP IX

Pokud predpokladame, ze jak vektory uy, ..., u,,
tak vektory vy, ..., v, jsou linearné nezavislé, pak

(

m+n — k, pro M NN = (),

dim(MUN) = <
m+n—k-+1, proMNN =),

\

kde k = dim([ul, Ce ,um] M [Vl, Ce ,Vn]).
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.Prﬁnik a spojeni AP X

Priklad 8.3.6 V sloupcovém prostoru R* jsou
dané vektory x = (1,2,3,4)!, y = (0, 3,1, —-1)%,
z =(1,1,0,0)1,u=(0,-2,4,3)1, v=(2,6,2,5),
w = (0,0,1,1)! a bliZze neuréené body p, q.
Potom S = [x,y,z|, T = [u,v,w]| jsou linearni
podprostorya M =p + S, N =q+ N jsou afinni
nodprostory v R?.

Najdeme dimenze linearnich podprostort S 4 T,
S NT a afinnich podprostord M NN, M LN

v zavislosti na p, q.
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.Prﬁnik a spojeni AP XI

Linearni podprostor S + 1" je generovany sloupci
blokové matice

(1 0 1| 0 20)
2 3 1] -26 0
3 1 0| 4 21 [

\ 4 -1 0 5 1

oficemz sloupce levého bloku generuji linearni
podprostor S a sloupce praveho bloku linearni
nodprostor 7'
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.Prﬁnik a spojeni AP XII

Tato matice je radkove ekvivalentni s nasledujici
blokovou matici

(10 1 | 0 2 0)
01 -3] 4 -4 0
0 0 -3 3 1
\ 0 0 0 0 1

ve stupnovitém tvaru, jejiz fradky maji vedouci
prvky ve sloupcich 1, 2, 3 a 6.
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.Prﬁnik a spojeni AP XIII

Vidime, ze vektory x,y, z tvori bazi S a vektory
x,y,z,w bazi S + 1. Doupravenim pravého
bloku na radkove ekvivalentni stupnovity tvar

(4 —4 o\

2
0 0

\ooo)

se muzeme presvédcit, Ze i vektory u, v, w jsou
linearné nezavislé, tedy tvori bazi T'.
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.Prﬁnik a spojeni AP XIV

Celkem dimS = dimT = 3, dim(S + T') = 4.

Odtud dle véty o dimenzi souctu a pruniku
vyplyva dim(SNT)=3+3 —4 = 2.

Tedy S + T = R*. Odtud pak M N N # 0.

Proto dim(M N N) =dim(SN7T) = 2. Odtud
dim(M U N) =dim(S +T) = 4.
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.Vzéjemné poloha AP I

8.4 Vzajemna poloha afinnich
podprostor U

Polohu netrivialnich vlastnich afinnich
nodprostoru (linearnich variet) M, N C V
pudeme klasifikovat na zakladé dvou kritérit:
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.Vzéjemné poloha AP II

(A) Pokud plati DirM C DirN Vv DirN C DirM,
rfikame, ze M, N jsou rovnobézné a piseme
M || N.
V opacnéem pripade, t.|. pokud plati
DirM ¢ DirN & DirN ¢ DirM, rikame, ze
M, N nejsou rovnobézné, a piSeme M |/ N.
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.Vzéjemné poloha AP III

(B) Pokud plati M N N # (), fikame, Ze M, N se
protinajl.
V opac¢ném pfipadé, t.j. pokud M N N = 0,
fikame, ze M, N se neprotinaji, neboli, ze
jsou disjunktni.
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.Vzéjemné poloha AP IV

Celkove tedy dostavame Ctyfi moznosti:

(1) M||N& MNN #0,t. M, N jsou
rovnobézne a protinaji se.
V tomto pripade plati
DirM C DirN <& M C N a
DirN C DirM < N C M.
Tedy M C N nebo M C N. Rikame, Ze jedna
z linearnich variet M, N je podvarietou
druhé, neboli, ze M, N jsou ve vztahu
inkluze.
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.Vzéjemné poloha AP V

2) M| N&MNN=0,t. M, N jsou
rovnobézné a neprotinaji se.

Tento pripad nazyvame vztahem prave
rovnobeéznosti.
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.Vzéjemné poloha AP VI

3 M|{N & M NN #0,tj. M, N nejsou
rovnobézneé a protinaji se.

Rikame, Zze M, N jsou rliznobézné.
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.Vzéjemné poloha AP VII

(4 M|{N & MNN =0,tj. M, N nejsou
rovnobézné a neprotinaji se.
V tomto pripade jeste rozliSujeme dve dalsi
MOZNosti:
(4a) Ak DirM N DirN = {0}, fikdme, ze M, N
Jjsou mimobeézneé.

(4b) Pokud DirM N DirN # {0}, fikame, ze M, N
jsou castecné rovnobezne.
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.Vzéjemné poloha AP VIII

Tvrzeni 8.4.1 Necht M, N C V jsou castecne
rovnobézné linearni variety. Potom dimM > 2,
dim/N > 2 adimV > 4.

Na druhé strané v libovolném vektorovém
prostoru VV dimenze > 4 neni tézké najit priklady
castecne rovnobeznych linearnich variet. Napr.

M = le, es], N = ey + |e9, €3]

jsou ¢astecné rovnobézné roviny v K.
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. Afinhl zobrazeni I

3.9  Afinni zobr azeni

Necht U, V jsou vektorové prostory nad timz
telesem K.

Rikame, Ze f V — U je afinni zobrazeni, pokud
pro libovolné body p,q € V a skalar s € V plati

fsp+(1—s)q) =sf(p)+ (1 —s)f(a).
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. Afinn! zobrazeni II

Tvrzeni 8.5.1 Necht U, V jsou vektorove
prostory nad telesem K. Potom zobrazeni
fV — U je afinni prave tehdy, kdyz pro kazde
n € N, vsechny body p,,...,p, € V a skalary
to,...,t, € K takove, ze ty + ...+ t, = 1, plati

f(topo + -+ + taPy) = tof(Po) + -+ + Euf(Pn).
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. Afinn! zobrazeni II1

Posunutim neboli translaci vektorového
prostoru V' o vektor u € V nazyvame zobrazeni
V — V dané predpisem x — x + u.

Zfejmeé kompozicl posunuti o vektoru € V a
posunuti o vektor v € V je posunuti o vektor

u + v. Kazdé posunuti je bijektivni zobrazeni;
iInverzni zobrazeni k posunuti o vektor u je
posunuti o opacny vektor —u.
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. Afinhl zobrazeni Iy;

Veéta 8.5.2 Necht' U, V jsou vektorové prostory
nad telesem K. Potom zobrazeni f : V — U je
afinni prave tehdy, kdyz existuje vektor u € U a

linearni zobrazeni ¢ : V. — U takové, ze pro
kazdé x € V plati
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. Afinhl zZobrazeni y;

Dlsledek 8.5.3 Necht U, V jsou vektorové
prostory nad telesem K. Potom

(a) Libovolna translace prostoru V' je afinni
zobrazeni;

(b) libovolné linearni zobrazeni ¢ : V — U je
afinni;

(c) afinni zobrazeni f : V — U je linearni prave
tehdy, kdyz f(0) = 0.
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. Afinhl zobrazeni v

Zrejme vektor u € U a linearni zobrazeni ¢ jsou
podminkou véty urcené jednoznacne. Zobrazeni
¢ = f — f(0) nazyvame linearni casti a vektor
u = f(0) absolutnim Clenem afinniho zobrazeni
f.

PiSseme téz f = ¢ + u.

Afinni zobrazeni jsou zevSeobecnenim funkci

f: K — Ktvaru f(x) =ax + b, kde a,b € K,
které (v pfipade K = R) v matematicke analyze
nazyvame linearnimi.
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. Afinhl zobrazenl I

Tvrzeni 8.5.4 Necht U, V, W jsou vektorové
prostory nad telesem Kag:- W =V, f:V = U
jsou afinni zobrazeni. Potom i jejich kompozice
fog:W — U je afinni zobrazent.

(fog)(z) = ¢(¥(z)+Vv)+u = (poy))(z)+o(v)+u

Pro linearni zobrazeniy . W - V,p:V - U a
vektory v € V, u € U plati

(ptu)o(p+v)=(porh)+ (¢(v)+u).
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. Afinnl zobrazenl V]

Tvrzeni 8.5.5 Necht' U, V jsou vektorove
prostory nad telesem K, f : V — U je afinni
zobrazentia M C V, N C U jsou afinni
podprostory. Potom f (M) je afinni podprostor
vU a f~}(N) je afinni podprostor ve V nebo
prazdna mnozina.

Protoze kazdé posunuti je bijekce, afinni
zobrazeni f = ¢ +u:V — U s linearni casti ¢ je
injektivni prave tehdy, kdyz ¢ je injektivni.
Podobneé, f je surjektivni prave tehdy, kdyz ¢ je
surjektivni.
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. Afinl zobrazeni Ix

Véta 8.5.6 Necht' f : V — U je afinni zobrazeni,
pricemz V' je konecné rozmerny vektorovy
prostor. Potom pro libovolné y € Im f plati

dimV = dimf~*(y) + dimImf.

Afinni transformaci vektorového prostoru V
nazyvame libovolné afinni zobrazeni f : V — V.
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. Afinl zobrazeni x

DlUsledek 8.5.7 Necht f : V — V je afinni
transformace konecné rozmérného vektorového

prostoru V. Potom f je injektivni prave tehdy,
kdyz je surjektivni.

Tvrzeni 8.5.8 Necht f : V — U je afinni
zobrazeni s linearni ¢asti ¢ au = f(0). Potom f
je bijektivni prave tehdy, kdyz ¢ je bijektivni.

V tomto pripadé i inverzni zobrazeni f~!: U — V
je afinntaplati f7! = ¢ ! — o 1(u).

Tedy f~! je kompozici linearniho zobrazeni ¢! a
posunuti o vektor —y~1(u).
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. Afinl zobrazeni X7

Necht U, V jsou koneCneé rozmerné vektorové
prostory a o, 3 jsou baze v U resp. ve V.
RozsSifenou matici afinniho zobrazeni

f :V — U s linearni casti ¢ a absolutnim Clenem
u vzhledem na baze 3, a nazyvame blokovou

matici
(fla,s = (©)a,ps|(1)a).
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. Afinl zobrazeni x17

Pokud dimU = m, dimV =n, A = (¢)a. j€
matice linearniho zobrazeni ¢ v bazich
B=(vy,...,vp), @xaa= (u), je vektor soufradnic

vektoru u v bazi «, tak rozSirenou matici afinniho
zobrazeni f v bazich 3, a je blokova matice

(Fas = ((e(V1))as -5 (@(Va))a | (W)a) = (A]a).
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. Afinl zobrazeni X117

Souradnice bodu x € V v bazi 8 a souradnice
jeho obrazu f(x) € U v bazi a jsou tak spojené
rovnosti

(f(X))a = (P)ap - (X)s + (W)a = A - (x)s +a.

Je-li f linearni zobrazeni, t.|. pokud f =y a
u = 0, nema vyznam rozsifovat matici (¢)q 3
0 nulovy sloupec.
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. Afinhl zobrazeni X1V

Tvrzeni 8.5.9 Necht U, V, W jsou koneCné
rozmerné vektorove prostory nad telesem K a a,
B3, v jsou néjaké baze prostoru U, V, resp. W.

(a) Jsou-lig: W — V, f:V — U afinni
zobrazent, které maji v prislusnych bazich
rozsSirené matice (g)g~, = (B|b),

(f)ap = (A |a), tak jejich kompozice
fog:W — U mayv bazich ~, a rozSirenou
maticli

(foglax=(A-B|A-b + a).
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. Afinhl zZobrazeni XV

(b) Je-li f:V — U afinni bijekce s rozSifenou
matici (f)as = (A |a) v bazich 8, o, tak k ni
inverzni zobrazeni je afinni bijekce

f~1:U — V, kterda ma v bazich o, 3
rozSirenou matici

(fpa=AT] A a)
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