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.Abstrakt prednasky

V této kapitole zavedeme pojem inverzni matice
k dané Ctvercové matici a dame jej do souvislosti
s pojmem inverzniho linearniho zobrazeni.

Dale se nauCime pocitat inverzni matice a matice
prechodu z jedné souradné baze do druhé.

Nakonec prozkoumame vliv zmeény baze na
matici linearniho zobrazeni.

Prednaska zacne pojmem hodnosti matice,

ktery nam umozni rozhodnout o existenci

Inverzni matice.

V celé kapitole K oznacCuje pevne téleso, m, n, p
jsou kladna cela Cisla. . HODNOST MATICE - p.2/3s
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.Hodnost matice 1

7 Hodnost matice, inver zni
matice a zména baze

7.1 Hodnost matice

V této casti je potrebné rozliSovat mezi
vektorovymi prostory radkovych resp.
sloupcovych vektoru. Prostor fadkovych vektoru
budeme znacit K% a prostor sloupcovych

vektort K™*1,
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.Hodnost matice 11

I‘i(A) c K™ oznaduje i-ty fadek a
s;(A) € K™ j-ty sloupec matice A = (aij)mxn.
Tuto matici mizeme zapsat blokové jako
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.Hodnost magtice 111

Radkovou hodnosti &, (A) matice A nazyvame
dimenzi linearniho podprostoru vektorového
prostoru K1*" generovaného radky matice A.

Podobné, sloupcovou hodnosti h,(A) matice
A nazyvame dimenzi linearniho podprostoru
vektorového prostoru K™*! generovaného
sloupci matice A. Tedy

h-(A) =dim[ri(A),ra(A), ..., ryu(A)l,
hs(A) = dim[s;(A),s2(A),...,s,(A)].
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.Hodnost matice 1V

Oznatme ¢ : K™ — K™ |inearni zobrazeni
dané predpisem p(x) = A - x pro x € K™,

Hodnostl linearniho zobrazeni ¢ nazyvame
dimenzi jeho obrazu, t.|. A(yp) = dim Imp.
Ztejmé plati h(p) = hs(A), protoze linearni
podprostor Imy C K™*! je generovany sloupci
matice A.
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.Hodnost maticé V

Lemma 7.1.1 Necht A € K™*",

(a) Necht matice B vznikne z matice A

provedenim jedné elementarni radkové
operace (ERO). Pak

1(A),12(A), ..., tm(A)] = [r1(B), ra(B), ..., tm(B)]-

(b) Necht matice C vznikne z matice A

vykonanim jedné elementarni sloupcoveé
operace (ESO). Pak

s1(A),s2(A),...,s8,(A)] =[51(C),s2(C),...,s,(C)].
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.Hodnost matict VI

Tvrzeni 7.1.2 Pro kazdou matici A € K™*" plati
h-(A) = hs(A).

Spolecnou hodnotu radkové a sloupcove
hodnosti budeme nyni znacCit h(A) a nazyvat
hodnosti matice A. Zremeé pro A € K™ " je
h(A) < min(m,n).

Tvrzeni 7.1.3 Necht A € K™ " Potom
h(A) = h(AT).
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.Hodnost matic€ VII

Tvrzeni 7.1.4 Nechtuy,...,u, € K™ jsou
libovolné vektory a A € K™*" je matice takova,
Ze sj(A) =u; prol <j <n.Potom

(a) uy,...,u, jsou linearné nezavislé prave
tehdy, kdyz h(A) = n;

(b) [uy,...,u,] = K™ pravé tehdy, kdyz
h(A) = m.

Pfipad (a) muze nastat tehdy, kdyz n < m;
naopak, (b) muze nastat jediné za predpokladu
m < n.
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.Hodnost matic€ VIII

Tvrzeni 7.1.5 Necht A €¢ K™*" B € K"*P,
Potom

(A - B) < min(h(A), h(B)).
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.Inverzni matice I

7.2 Inverzni matice ainverzni linearni
Zobr azeni

Necht A € K™", t.]. A Je Ctvercova matice typu
n X n. Inverzni matici k matici A rozumime
matici B € K™*" tak, ze

A-B=1,=B:A.

Zfejme k dané Ctvercové matici A existuje
nanejvys jedna inverzni matice. Tuto matici
(pokud existuje) budeme znacit A™".
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.Inverzni matice 11

Véta 7.2.1 Necht' U, V jsou vektorové prostory
nad telesem K a dimU = dimV = n. Necht dale
o, 3 |sou n€jaké baze v U, resp.ve V a

A = (¢)a,s J€ Matice linearniho zobrazeni

¢ : V — U vzhledem na baze 3, a. Potom

k matici A existuje inverzni matice A~' pravé
tehdy, kdyz k zobrazeni ¢ existuje inverzni
zobrazeni 1. V tomto pfipadé A~! je matici
linearniho zobrazeni ¢=! : U — V vzhledem na
baze «, 3, t.].

A7 = ((0)ag) " = (¢ Dga
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.Inverzni matice 111

Rikame, ze Ctvercova matice A € K™*" je
regularni, pokud k ni existuje inverzni matice

A1 v opaéném pfipadé A je singularni.
Véta 7.2.2 Matice A € K™ ™ je regularni prave
tehdy, kdyz h(A) = n.

Véta 7.2.3 Pro libovolné A, B € K™*" plati
A -B =1, prave tehdy, kdyz B - A =1,,.
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.Inverzni matice IV

Tvrzeni 7.2.4 Necht A, B € K™~ jsou regularni

matice. Potom i matice A~!, A-B a A’ jsou
regularni a plati:

(AH'=A,(AB) =B LA L AD) T=AH
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.Realizace ERO a ESO 1

7.3 Realizace ERO a ESO pomoci
nasobeni matic
Tvrzeni 7.3.1 Necht A ¢ K™*"

(a) Necht B e K™ " vznikne z A provedenim
jedné ERO. OznaCme E matici, ktera
vznikne z matice I,, provedenim stejné ERO.
Potom B =E: A.
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.Realizace ERO a ESO II

(b) Necht C e K™*™vznikne z A provedenim
jedné ESO. OznaCcme F matici, ktera vznikne
z matice I,, provedenim stejné ESO. Potom
C=A"'F.

7. HODNOST MATICE — p.17/39



.Realizace ERO a ESO III

Ctvercové matice E € K=", které vzniknou
Z jednotkove matice I,, provedenim jediné ERO
nebo ESO, nazyvame elementarni matice.

Libovolnou ERO (ESO) na matici A muzeme
realizovat vynasobenim matice A vhodnou
elementarni matici E (F) zleva (zprava).
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.Vypoéet inverzni matice I

7.4 Vypocet inverzni matice

Navod na vypocet inverzni matice k dané
Ctvercové matici A € K™*":

(A]T,) 221, ]A ).

Tvrzeni 7.4.1 Necht A € K™" a

E{, Es, ... . E. € K™" |sou elementarni matice
tak, ze E;-...-E>-E;- A =1,. Potom
A7'=E;, ... Ey E;.
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.Vypoéet inverzni matice 11

K stejnému cili vede téz postup reprezentovany

schématem:
A\ eso [ I,
— | = .
I, A1

Tvrzeni 7.4.2 Matice A € K™ "je regularni
pravé tehdy, kdyZ ji miZeme rozlozit na soucin
A =E;-...-E; konecného pocCtu elementarnich
matic Eq, ... E, € K™",
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.Vypoéet inverznl matice 111

Tvrzeni 7.4.3 Pro libovolné A, B € K™*" plati:

(a) A je fadkoveé ekvivalentni s B prave tehdy,
kdyz existuje regularnit matice P € K™ ™ tak,
e A =P -B;

(b) A je sloupcové ekvivalentni s B pravé tehdy,
kdyz existuje regularni matice Q € K™ " tak,
e A=B-Q.
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.Vypoéet inverznl matice IV

Tvrzeni 7.4.4 Necht A ¢ K™*" P ¢ K™m™*™
Q € K™, pricemz P, Q jsou regularni matice.
Potom

h(A)=hP-A)=h(A-Q)=h(P-A-Q).
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.Vypoéet inverzni matice V

Nasobeni libovolne matice vhodnéeho
rozméru matici A~ (pokud existuje)
Zlevaresp. zprava
Bud A € K™*" regularnia B ¢ K™*™, C ¢ K™*"

libovolné. Pak

(A|B) =9 (1,|A - B)

(6)=* (5)

7. HODNOST MATICE — p.23/39




.Vypoéet inverznl matice VI

ReSeni soustavy linear nich rovnic

(A|b) =29 (B ¢),

které ma pro regularnt A € K™ " tvar

ERO

(A|b) = (I,|A™" - D).
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.Vypoéet inverznl matice VII

Tvrzeni 7.4.5 Necht A € K", b e K". Je-li A
regularni, tak soustava A - x = b ma jediné

feSenix=A"!.b.
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.Matice pfeChOdu I

7.5 Matice prechodu

Necht V' je vektorovy prostor nad telesem K a
a=(uy,...,u,), 8= (vy,...,vy) jSou jeho dvé
baze.

Matici prechodu z baze g do baze o nazyvame
matici identického zobrazeniidy : V — V
vzhledem na bazi 8, «, kterou znaCime P, 3.
Tedy

Pos = (idy)as.
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.Matice pfeChOdu 11

Sloupce matice prechodu P 3 jsou tvoreny
souradnicemi vektortl baze B vzhledem na bazi
o, l.].s;{(Pag) = (vj)a prol <j <n.

Tedy
Paﬁ — ((Vl)av (V2)aa Cee (Vn)a)a

a tato matice je jednoznacne urcena podminkou
transformace souradnic

(X)a = Pag - (x)g

pro libovolné x € V.
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.Matice prechodu 111

Pokud do rovnosti x = o - (x), budeme za x

postupné dosazovat vektory v4,..., v, bazi 3,
S vyuzitim vztahu pro sloupce soucCinu matic
dostaneme

Vi=a-(Vj)a=a-sj(Pag) =sj(a- Pag)
pro kazde 1 < 53 < n. Tedy
- Paﬁ — ,8
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.Matice pfeChOdu Ly

Tvrzeni 7.5.1 Necht «, B Jsou baze
n-rozmerného vektorového prostoru V' nad
telesem K. Potom pro libovolnou matici

P ¢ K™ jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

(i) P = (idy)aps, t.]. P je matice prechodu
Z baze 8 do baze «;

(ii) (x)a =P - (x)5 pro kazdé x € V;
(iii) a- P = B.
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.Matice pfeChOdu \Y

Tvrzeni 7.5.2 Necht «, B, v Jsou baze konecné

rozmerného vektoroveho prostoru V nad télesem
K. Potom

Pa,a — Ina P,B,a — Pa,B_la
Pap - Ppy=Pasy

Z druhé z uvedenych podminek vidime, ze
matice prechodu P, 5 je vzdy regularnt.
Naopak, kazda regularni matice P € K™*" je
matici prechodu mezi vhodnou dvoijici bazi.
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.Matice pfeChOdu VI

Tvrzeni 7.5.3 Necht' V' je n-rozmerny vektorovy

prostor nad K a P € K™*" je libovolna regularni

matice. Necht a = (uy, ..., u,) je néjaka baze ve
V.Polozme v, = a-s;(P), w; = a-s;(P') pro

1 <j5<n,adale

IH: (V17"'7vn) :a'Pv Y = (Wla"'awn) :a'P_l-

Potom P je matici pfechodu z baze 8 do baze o
a zaroven z baze o do baze ~, t.j.

P=P.s=P. .,
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.Matice pfeChOdu VII

Specialne, P je matici prechodu z baze
(s1(P),...,s,(P)) do bazee = (e,...,e,) vV K"
a taktéZ z baze € do baze (s;(P7),....,s,(P™)).

Tvrzeni 7.5.4 Necht a = (uy,...,u,),
B = (vy,...,vy) jSOU dvé baze sloupcového
vektorového prostoru K. Potom P, g =a ™! - 3.

7. HODNOST MATICE — p.32/39



.Matice prechodu V1T

Navod na vypocet matice prechodu pro
baze a, 3 vektoroveho prostoru K™

(| B) =3 (I,|Pag) = (] a™t-B).
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.MLZ vzhledem na ruzné baze I

7.6 Maticelinear nitho zobr azeni
vzhledem naruzné baze

Véta 7.6.1 Necht' V7, V5 jsou koneCné rozmerné
vektoroveé prostory nad télesem K, ¢ : Vi, — V5 je
linearni zobrazeni, a1, £1 Jsou dve baze prostoru
Vi a as, B9 jSOU dve baze prostoru V. Potom

(90),52,,51 — Pﬁmaz ' (Qp)a2,a1 ' P(X1,51°
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.MLZ vzhledem na ruzné baze II

VySe uvedenou transformacéni formuli si muZzeme
zapamatovat pomoci nasledujiciho diagramu:

A
(‘/17 al) - (‘/27 a2)

A

Pa17181 P/827a2

Vi, Br) —— (Vo Bo)
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.MLZ vzhledem na ruzné baze 111

Priklad 7.6.2 Necht ¢ : K — K™ je linearni
zobrazeni a «, B jsou néjaké baze prostoru K™
resp. K™ OznaCme A = (gp)aﬁ, M = (gp)s(m)js(n)
matice zobrazeni ¢ vzhledem k bazim 3, « resp.
vzhledem ke kanonickym bazim ™, (™), Pak
plati:

A=Pyecm M-P.mg

a
M — Pe(m)’a ‘ A. ° P,B,E(n)
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.MLZ vzhledem na ruzné baze 111

Pokud ztotoznime kazdou bazi s regularni
maticl, jejiz sloupce jsou vektory této baze, tak
vysSe uvedené rovnosti ziskaji tvar

A:a_l-Im.M-I;Ioﬁ:a_l-M-ﬁ,

M=I"'"a A" I,=a-A-87"
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.MLZ vzhledem na ruzné baze IV

Véta 7.6.3 Necht' U je m-rozmeérny a 'V je
n-rozmerny vektorovy prostor nad télesem K.
Potom pro libovolné matice A, B € K™*" jsou
nasledujici podminky ekvivalentnt:

(i) A, B jsou matice toho stejného linearniho
zobrazeni ¢ : V — U vzhledem na nejake
dvé dvojice bazi prostoru U, V;

(i) existuji regularni matice P ¢ K™*™,
Qe K""tak,ze B=P - A -Q);

(i) h(A) = h(B).
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.MLZ vzhledem na ruzné baze V

Véta 7.6.4 Pro kazdé linearni zobrazeni

¢ : 'V — U mezi koneCné rozmernymi
vektorovymi prostory nad télesem K muzeme
zvolit bazi B prostoru V a bazi o prostoru U tak,
Ze o ma vzhledem k bazim 3, a matici

v blokovém tvaru

(ag={ " Ot
“ Oninn Om—nnon |
kde n = dimV, m = dimU a h = h(yp).
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