
��� � �� � �� � 	 
 � � ��� � ��  �� � � 	 
 � � � 
 � 	 � � 
� � � 

��� � ��� � ��

	�� ��  �"!# � $ � %# �� & %' � � � � !
(*) + ,-. ,/0 1 20 3 45 6 7 ) 8 9:;
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 �� �� ���

V této kapitole zavedeme pojem inverznı́ matice
k dané čtvercové matici a dáme jej do souvislosti
s pojmem inverznı́ho lineárnı́ho zobrazenı́.
Dále se naučı́me počı́tat inverznı́ matice a matice
přechodu z jedné souřadné báze do druhé.
Nakonec prozkoumáme vliv změny báze na
matici lineárnı́ho zobrazenı́.
Přednáška začne pojmem hodnosti matice,
který nám umožnı́ rozhodnout o existenci
inverznı́ matice.
V celé kapitole označuje pevné těleso, �, �, �

jsou kladná celá čı́sla. (*) + ,-. ,/0 1 20 3 45 6 7 ) � 9:;



��� � � � 	�
 �� � � ���

�

7 Hodnost matice a inverznı́ matice 4
7.1 Hodnost matice . . . . . . . . . . .

�

7.2 Inverznı́ matice . . . . . . . . . . .

��

7.3 Realizace ERO a ESO . . . . . . .

��

7.4 Výpočet inverznı́ matice . . . . . .

��

7.5 Matice přechodu . . . . . . . . . .

� �

7.6 Mat. lin. zobr. vzhl. na různé báze

� �

(*) + ,-. ,/0 1 20 3 45 6 7 ) : 9:;



� �� �� � � � � ��� 
 �

Hodnost matice, inverznı́
matice a změna báze

�
�

�

Hodnost matice

V této části je potřebné rozlišovat mezi
vektorovými prostory řádkových resp.
sloupcových vektorů. Prostor řádkových vektorů
budeme značit

	�
 �

a prostor sloupcových
vektorů

�
 	
.

(*) + ,-. ,/0 1 20 3 45 6 7 )  9:;



� �� �� � � � � ��� 
 � �

��� � � � ��� 	

označuje




-tý řádek a

���  � � �
 	 �

-tý sloupec matice � ���� � �� ��

.
Tuto matici můžeme zapsat blokově jako

� �
�������

�! " � #
�%$ " � #

...

�'& " � #
(�(�(�( � "*)  " � #+ ) $ " � #+, , , + ).- " � # #,

(*) + ,-. ,/0 1 20 3 45 6 7 ) / 9:;



� �� �� � � � � ��� 
 � � �

Řádkovou hodnostı́

�
�

 �

matice nazýváme
dimenzi lineárnı́ho podprostoru vektorového
prostoru

	�
 �

generovaného řádky matice .

Podobně, sloupcovou hodnostı́

�
�

 �

matice
nazýváme dimenzi lineárnı́ho podprostoru

vektorového prostoru
�
 	

generovaného
sloupci matice . Tedy

�
�

 � � � � � ��� 	
 �

� � �
 �

� � � � � � �  �	
�

�
�

 � � � � � � � 	
 �

� � �  �
� � � � � � �

 �	
�

(*) + ,-. ,/0 1 20 3 45 6 7 ) 
 9:;



� �� �� � � � � ��� 
 �

Označme �� �
 	 �
 	

lineárnı́ zobrazenı́
dané předpisem � �� � � � � pro � � �
 	

.

Hodnostı́ lineárnı́ho zobrazenı́ � nazýváme
dimenzi jeho obrazu, t. j.

�  � � � � � � � � �.

Zřejmě platı́

�  � � � �
�

 �
, protože lineárnı́

podprostor

� � � �
 	
je generovaný sloupci

matice .

(*) + ,-. ,/0 1 20 3 45 6 7 ) ( 9:;
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Lemma 7.1.1 Necht’ � �
 �

.

 � � Necht’ matice vznikne z matice
provedenı́m jedné elementárnı́ řádkové
operace (ERO). Pak� �% " � #+ � $ " � #+, , , + � & " � # � � � �% " � #+ �%$ " � #+, , , + �'& " � # �

.

 � �

Necht’ matice vznikne z matice
vykonánı́m jedné elementárnı́ sloupcové
operace (ESO). Pak�)  " � #+ ) $ " � #+, , , + ) - " � # � � �)  "� #+ ) $ "� #+, , , + ) - "� # �

.

(*) + ,-. ,/0 1 20 3 45 6 7 ) � 9:;



� �� �� � � � � ��� 
 �

Tvrzenı́ 7.1.2 Pro každou matici � �
 �

platı́

�
�

 � � �
�

 �

.

Společnou hodnotu řádkové a sloupcové
hodnosti budeme nynı́ značit

�  �

a nazývat
hodnostı́ matice . Zřejmě pro � �
 �

je

�  � � �  �� � � .
Tvrzenı́ 7.1.3 Necht’ � �
 �

. Potom

�  � � �  � �
.

(*) + ,-. ,/0 1 20 3 45 6 7 ); 9:;



� �� �� � � � � ��� 
 � �

Tvrzenı́ 7.1.4 Necht’ � 	� � � � � � � � �
 	
jsou

libovolné vektory a � �
 �

je matice taková,
že ���  � � �� pro

� � �. Potom

 � � � 	� � � � � � � jsou lineárně nezávislé právě
tehdy, když

�  � � �;

 � � �
� 	� � � � � � �
	 � �
 	

právě tehdy, když

�  � � �.

Přı́pad (a) může nastat tehdy, když � �;
naopak, (b) může nastat jedině za předpokladu

� �.

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) 8� 9:;
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 � � �

Tvrzenı́ 7.1.5 Necht’ � �
 �

, � �
 �

.
Potom

�  � � � �   �  �
�

�  � �
�

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) 8 8 9:;
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 �

�
�

�

Inverznı́ matice a inverznı́ lineárnı́
zobrazenı́

Necht’ � �
 �

, t. j. je čtvercová matice typu

� � �. Inverznı́ maticı́ k matici rozumı́me
matici � �
 �

tak, že

� � �
� � � �

Zřejmě k dané čtvercové matici existuje
nanejvýš jedna inverznı́ matice. Tuto matici
(pokud existuje) budeme značit

� �

.( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) 8 � 9:;



� �
 � �  � � � � � � 
 � �

Věta 7.2.1 Necht’ , jsou vektorové prostory
nad tělesem a

� � � � � � � � �. Necht’ dále

�, jsou nějaké báze v , resp. ve a

�  � ���� � je matice lineárnı́ho zobrazenı́

�� vzhledem na báze , �. Potom
k matici existuje inverznı́ matice

�
	

právě
tehdy, když k zobrazenı́ � existuje inverznı́
zobrazenı́ � �

	

. V tomto přı́padě

�
	

je maticı́
lineárnı́ho zobrazenı́ � �

	 � vzhledem na
báze �, , t. j.

�
	 �   � �� � � � �
	 �  � �
	 �

�� � �

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) 8 : 9:;



� �
 � �  � � � � � � 
 � � �

Řı́káme, že čtvercová matice � �
 �
je

regulárnı́, pokud k nı́ existuje inverznı́ matice

�
	

; v opačném přı́padě je singulárnı́.

Věta 7.2.2 Matice � �
 �
je regulárnı́ právě

tehdy, když

�  � � �.

Věta 7.2.3 Pro libovolné �

� �
 �

platı́

� � �
� právě tehdy, když � � �
�.

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) 8  9:;
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 �

Tvrzenı́ 7.2.4 Necht’ �

� �
 �

jsou regulárnı́
matice. Potom i matice

�
	

, � a

�

jsou
regulárnı́ a platı́:

 �
	 � �
	 � �
 � � �
	 � �
	 � �
	

�
 � � �

	 �  �
	 � �

�

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) 8 / 9:;




 � � � � �� 
 � � � � �

�
�

�

Realizace ERO a ESO pomocı́
násobenı́ matic

Tvrzenı́ 7.3.1 Necht’ � �
 �

.

 � � Necht’ � �
 �

vznikne z provedenı́m
jedné ERO. Označme matici, která
vznikne z matice

� � provedenı́m stejné ERO.
Potom � � .

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) 8 
 9:;




 � � � � �� 
 � � � � � �

 � �

Necht’ � �
 �

vznikne z provedenı́m
jedné ESO. Označme matici, která vznikne
z matice

�
� provedenı́m stejné ESO. Potom

� � .

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) 8 ( 9:;




 � � � � �� 
 � � � � � � �

Čtvercové matice � �
 �

, které vzniknou
z jednotkové matice

�
� provedenı́m jediné ERO

nebo ESO, nazýváme elementárnı́ matice.

Libovolnou ERO (ESO) na matici můžeme
realizovat vynásobenı́m matice vhodnou
elementárnı́ maticı́ (F) zleva (zprava).

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) 8 � 9:;



� � � 
 � � �
 � �  � � � � � � 
 �

�
�

�

Výpočet inverznı́ matice

Návod na výpočet inverznı́ matice k dané
čtvercové matici � �
 �

:

 � �
�

� ERO�

 �
�

� �
	 �

�

Tvrzenı́ 7.4.1 Necht’ � �
 �

a

	� �� � � � � � � �
 �

jsou elementárnı́ matice
tak, že � � � � � � � � 	 � � �

�. Potom

�
	 � � � � � � � � � 	 .

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) 8; 9:;



� � � 
 � � �
 � �  � � � � � � 
 � �

K stejnému cı́li vede též postup reprezentovaný
schématem:

�
�

ESO�

�
�

�
	 �

Tvrzenı́ 7.4.2 Matice � �
 �

je regulárnı́
právě tehdy, když ji můžeme rozložit na součin

� 	 � � � � � � konečného počtu elementárnı́ch
matic 	� � � � � � � �
 �

.

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) �� 9:;



� � � 
 � � �
 � �  � � � � � � 
 � � �

Tvrzenı́ 7.4.3 Pro libovolné �

� �
 �

platı́:

 � � je řádkově ekvivalentnı́ s právě tehdy,
když existuje regulárnı́ matice � �
 �

tak,
že � � ;

 � �

je sloupcově ekvivalentnı́ s právě tehdy,
když existuje regulárnı́ matice � �
 �

tak,
že � � .

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) � 8 9:;



� � � 
 � � �
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 �

Tvrzenı́ 7.4.4 Necht’ � �
 �

, � �
 �

,� �
 �

, přičemž , jsou regulárnı́ matice.
Potom

�  � � �  � � � �  � � � �  � � �
�

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) � � 9:;



� � � 
 � � �
 � �  � � � � � � 


Násobenı́ libovolné matice vhodného
rozměru maticı́ �

�

(pokud existuje)
zleva resp. zprava

Bud’ � �
 �

regulárnı́ a � �
 �

, � �
 �

libovolné. Pak

 � � ERO�

 �
�

� �
	 � �

a
ESO�

�
�

� �
	 �

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) �: 9:;
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 � � �
 � �  � � � � � � 
 �

Řešenı́ soustavy lineárnı́ch rovnic

 � � � ERO�

 �
�

�
�

které má pro regulárnı́ � �
 �

tvar

 � � � ERO�

 �
�

� �
	 � � �

�
( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) �  9:;
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 � � �
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 � �

Tvrzenı́ 7.4.5 Necht’ � �
 �

,

� � �
. Je-li

regulárnı́, tak soustava � � � �

má jediné
řešenı́ � � �

	 � �

.

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) � / 9:;
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�
�

�

Matice přechodu

Necht’ je vektorový prostor nad tělesem a

� � 
� 	� � � � � � �

�

, �  � 	� � � � � � �
�

jsou jeho dvě
báze.

Maticı́ přechodu z báze do báze � nazýváme
matici identického zobrazenı́

� ��� �

vzhledem na bázi , �, kterou značı́me ��� �.
Tedy

��� � �  � �� �
��� � �

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) � 
 9:;
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 � 	�
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Sloupce matice přechodu ��� � jsou tvořeny
souřadnicemi vektorů báze vzhledem na bázi

�, t. j. � � 
��� � � �  � � �
� pro

� � �.

Tedy

��� � �   � 	
�

� �
 � � �� � � � � �
 � �
�

�
�

�

a tato matice je jednoznačně určená podmı́nkou
transformace souřadnic

 � �
� � � � � � �� � �

pro libovolné � � . ( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) � ( 9:;



� � � � 
 � 	�
 � � � ��� � � �

Pokud do rovnosti � � � �  � �
� budeme za �

postupně dosazovat vektory � 	� � � � � � � bázi ,
s využitı́m vztahu pro sloupce součinu matic
dostaneme

� � � � �  � � �
� � � � ��� 
��� � � � ���  � � ��� � �

pro každé

� � �. Tedy
� � ��� � � �

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) � � 9:;



� � � � 
 � 	�
 � � � ��� �

Tvrzenı́ 7.5.1 Necht’ �, jsou báze

�-rozměrného vektorového prostoru nad
tělesem . Potom pro libovolnou matici� �
 �

jsou následujı́cı́ podmı́nky
ekvivalentnı́:

 � � �  � �� �
��� �, t. j. je matice přechodu

z báze do báze �;

 � � � �� �
� � �  � � � pro každé � � ;

 � � � � � � � .

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) �; 9:;



� � � � 
 � 	�
 � � � ���

Tvrzenı́ 7.5.2 Necht’ �, , jsou báze konečně
rozměrného vektorového prostoru nad tělesem

. Potom

��� � � �
�� �� � � ��� � �

	
�

��� � � �� � � ��� � �

Z druhé z uvedených podmı́nek vidı́me, že
matice přechodu ��� � je vždy regulárnı́.
Naopak, každá regulárnı́ matice � �
 �

je
maticı́ přechodu mezi vhodnou dvojicı́ bazı́.

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) : � 9:;



� � � � 
 � 	�
 � � � ��� �

Tvrzenı́ 7.5.3 Necht’ je �-rozměrný vektorový
prostor nad a � �
 �

je libovolná regulárnı́
matice. Necht’ � � 

� 	� � � � � � �
�

je nějaká báze ve
. Položme � � � � � ���  �

, � � � � � ���  �
	 �

pro

� � �, a dále

�  � 	� � � � � � �
� � � � � �  � 	� � � � � � �
� � � � �
	

�

Potom je maticı́ přechodu z báze do báze �

a zároveň z báze � do báze , t. j.

� ��� � � �� � �

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) : 8 9:;
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 � 	�
 � � � ��� � �

Speciálně, je maticı́ přechodu z báze � 	
 �

� � � � � � �
 � �

do báze � � �� 	� � � � � � �
�

v

�

a taktéž z báze � do báze

 � 	
 �
	 �

� � � � � � �
 �
	 � �

.

Tvrzenı́ 7.5.4 Necht’ � � 
� 	� � � � � � �

�

,

�  � 	� � � � � � �
�

jsou dvě báze sloupcového
vektorového prostoru

�

. Potom ��� � � � �
	 � .

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) : � 9:;
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 � 	�
 � � � ��� � � �

Návod na výpočet matice přechodu pro
báze , vektorového prostoru

	

� � � ERO� �� 	
�

�+ � � � ��� � �
�
� �
	

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) : : 9:;



��

� �
� � 
 � 
 �  � � �

�  � � �
� 
 �

�
�

�

Matice lineárnı́ho zobrazenı́
vzhledem na různé báze

Věta 7.6.1 Necht’ 	 , � jsou konečně rozměrné
vektorové prostory nad tělesem , �� 	 � je
lineárnı́ zobrazenı́, � 	 , 	 jsou dvě báze prostoru

	 a � �, � jsou dvě báze prostoru �. Potom

 � � ���� ��� � ��� � � �  � �� �� � � � � �� ��� �

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) :  9:;



��

� �
� � 
 � 
 �  � � �

�  � � �
� 
 � �

Výše uvedenou transformačnı́ formuli si můžeme
zapamatovat pomocı́ následujı́cı́ho diagramu:


	� � 	

�

�


�� � � �


	� 	

�
� �� ��

�

�


�� �

�
��� � �

�

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) : / 9:;



��

� �
� � 
 � 
 �  � � �

�  � � �
� 
 � � �

Přı́klad 7.6.2 Necht’ �� � �
je lineárnı́

zobrazenı́ a �, jsou nějaké báze prostorů

�

resp.

�

. Označme �  � � ��� �, �  � �
� � � �� � ��� �

matice zobrazenı́ � vzhledem k bazı́m , � resp.
vzhledem ke kanonickým bazı́m � � � �

, � � � �

. Pak
platı́:

� ��� � � � � � � � ��� �� �

a
� � � � �� � � � �� � ��� � �

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) : 
 9:;



��

� �
� � 
 � 
 �  � � �
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Pokud ztotožnı́me každou bázi s regulárnı́
maticı́, jejı́ž sloupce jsou vektory této báze, tak
výše uvedené rovnosti zı́skajı́ tvar
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Věta 7.6.3 Necht’ je �-rozměrný a je

�-rozměrný vektorový prostor nad tělesem .
Potom pro libovolné matice �

� �
 �

jsou
následujı́cı́ podmı́nky ekvivalentnı́:

 � �

, jsou matice toho stejného lineárnı́ho
zobrazenı́ �� vzhledem na nějaké
dvě dvojice bazı́ prostorů , ;

 � � �

existujı́ regulárnı́ matice � �
 �

,� �
 �
tak, že � � � ;

 � � � � �  � � �  �

.
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Věta 7.6.4 Pro každé lineárnı́ zobrazenı́

�� mezi konečně rozměrnými
vektorovými prostory nad tělesem můžeme
zvolit bázi prostoru a bázi � prostoru tak,
že � má vzhledem k bazı́m , � matici
v blokovém tvaru

 � ���� � �

��� � �� � �
�
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�

�

kde � � � � � , � � � � � a

� � �  � � .

( ) + ,-. , /0 1 20 3 45 6 7 ) : ; 9:;
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