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Abstrakt

V této kapitole prozkoumáme pojem
lineárnı́ho zobrazenı́ , které nám umožnı́
porovnávat struktury různých vektorových
prostorů nad tı́mž tělesem.
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Lineárnı́ zobrazenı́

�
�

�

Lineárnı́ zobrazenı́

Necht’ , jsou vektorové prostory nad tělesem
. Řı́káme, že 	
 je lineárnı́ zobrazenı́,

pokud 	 zachovává operace vektorového součtu
a skalárnı́ho násobku, t. j. pokud pro libovolné

�

�

� � , � � platı́

	 � � � � � 	 � � � 	 � � �
�
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Lineárnı́ zobrazenı́ zachovávajı́ nulový vektor a
opačné vektory, t. j. pro lineárnı́ zobrazenı́

	 
 a � � platı́

	 ��� �

� �
�

	 � � � � � � 	 � � �
�

Pro každý vektorový prostor je identické
zobrazenı́

� � � , �� � lineárnı́.
Pro libovolné vektorové prostory , nad
tělesem zobrazenı́

� 
 , které každému
vektoru � � přiřadı́ nulový vektor

� � , je
lineárnı́.

� � !"# $ %& # '( )* & +( $# '-, .� 1 01 �
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Komutativita operace součinu v tělese a jeho
distributivita vzhledem na sčı́tanı́ znamená, že
pro libovolný pevný skalár � � je přiřazenı́m

�� � � definované lineárnı́ zobrazenı́ .

Lineárnı́ zobrazenı́ můžeme charakterizovat jako
zobrazenı́ mezi vektorovými prostory (nad tı́m
stejným tělesem), které zachovávajı́ lineárnı́
kombinace.
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Tvrzenı́ 6.1.1 Necht’ , jsou vektorové
prostory nad tělesem a 	 
 je libovolné
zobrazenı́. Nasledujı́cı́ podmı́nky jsou
ekvivalentnı́:

� � � 	 je lineárnı́ zobrazenı́;

� � � �

pre všechna �
�

� � , �
�

� � platı́

	 � � � � � � � � 	 � � � � 	 � � ���

� � � � �

pro libovolné � � a všechna

��� � � � � �

��� � , �� � � � � �

�� � platı́

	 � �� ��� � � �

�� ��
�

� �� 	 � � �
�

� � �

�� 	 � ���
�
�
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Významné vlastnosti lineárnı́ch zobrazenı́ jsou:
kompozice (složenı́) lineárnı́ch zobrazenı́ je opět
lineárnı́ zobrazenı́ a obrazy i vzory lineárnı́ch
podprostorů v lineárnı́ch zobrazenı́ch jsou též
lineárnı́ podprostory.

Tvrzenı́ 6.1.2 Necht’ , , jsou vektorové
prostory nad tělesem a 
 , 	


jsou lineárnı́ zobrazenı́. Potom i jejich složenı́

	 � 
 je lineárnı́ zobrazenı́.
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Tvrzenı́ 6.1.3 Necht’ , jsou vektorové
prostory nad tělesem a 	 
 je lineárnı́
zobrazenı́.

� � � Je-li

�

lineárnı́ podprostor prostoru , tak i

	 � � �

je lineárnı́ podprostor prostoru .

� � �

Je-li lineárnı́ podprostor prostoru , tak

	 � � � �

je lineárnı́ podprostor prostoru .
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Přı́klad 6.1.4 Necht’ je těleso. Distributivita
součinu matic vzhledem k jejich součtu a jeho
zaměnitelnosti s operacı́ skalárnı́ho násobku
řı́ká, že pro pevn �

�

�
�

� � a libovolnou matici

� � � �

je přiřazenı́m � �

definované lineárnı́ zobrazenı́ mezi vektorovými
prostory matic

� �� � ��

.

Podobně je přiřazenı́m � � definované
lineárnı́ zobrazenı́

� � � � � �

.
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Speciálně pro � � �

je takto definované lineárnı́
zobrazenı́ �� � � mezi sloupcovými
vektorovými prostory

� �
, resp. lineárnı́

zobrazenı́ �� � � mezi řádkovými vektorovými
prostory

� �

.

Každé lineárnı́ zobrazenı́ mezi konečně
rozměrnými vektorovými prostory nad má
v podstatě takovýto tvar.
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Přı́klad 6.1.5 Necht’ je těleso. Pro �
�

� � a
pevné

� � �,

� � � jsou předpisy

� ���
� �

, � ���
� �

definovaná lineárnı́
zobrazenı́

� � � � � �

resp.

� � � � � �

.

Rovněž � �

je lineárnı́ zobrazenı́

� � � � � �

.
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Přı́klad 6.1.6 Necht’ je vektorový prostor nad
tělesem , je množina a � � je pevně
zvolený prvek.

Připomeňme, že

�

je vektorový prostor všech
funkcı́ 
 . Dosazenı́ prvku � do funkce ,
t. j. přiřazenı́ � � � � , je lineárnı́ zobrazenı́

�

.

Podobně, pro libovolnou podmnožinu je
zúženı́ � �

lineárnı́ zobrazenı́

� �

.
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Přı́klad 6.1.7 Označme množinu všetch
konvergentnı́ch posloupnostı́ reálných čı́sel.
Zřejmě je lineárnı́ podprostor vektorového
prostoru

�

všech posloupnostı́ reálných čı́sel.

Pak zobrazenı́ , které posloupnosti

� �
�

� �
� �

� � � � přiřadı́ jejı́ limitu

�� � � � � � � , je
lineárnı́.
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Přı́klad 6.1.8 Uvažujme projekci � 
 � �

�

�
�

�
� � �

� �

� 	

� 

�
�

Tato projekce je lineárnı́ zobrazenı́, které nenı́
prosté a je surjektivnı́. Totiž vzor nějakého
vektoru v

�
je vertikálnı́ přı́mka vektorů z

�

.
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Přı́klad 6.1.9 Následujı́cı́ lineárnı́ zobrazenı́

�


� �

dané předpisem
�

�

�

� � nenı́

rovněž prosté. Pro pevné � � �

je totiž jeho
vzor

� � � � � � množina všech vektorů v rovině,

� 
 � �

�

jejichž souřadnice po sečtenı́ dávajı́ právě �.
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Přı́klad 6.1.10 Vzory mohou samozřejmě být
jiné struktury než výše použité přı́mky. Pro
lineárnı́ zobrazenı́

�


� �
definované

�
�

�

� �
�

�

jsou přı́slušné vzory roviny � � �

, � � �

, atd.,
kolmé k ose �.

�� ! "# $ %& # ' ( ) * & +( $# '-, .� / � 01 �



� � �� � � � �� � � �

�
�

�

Jádro a obraz lineárnı́ho
zobrazenı́

Necht’ 	 
 je lineárnı́ zobrazenı́ mezi
vektorovými prostory nad tělesem . Jeho
jádrem nazýváme množinu


 � 	 � 	 � � ��� �

�
� � � � 	 � � � � � �
�

Obrazem lineárnı́ho zobrazenı́ 	 nazývame
množinu

� � 	 � 	 � �

�
� 	 � � ��� � � �
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Výše zavedené označenı́ pocházı́ z anglických
slov kernel a image. Protože

� � �

je lineárnı́
podprostor prostoru a je lineárnı́ podprostor
prostoru , jako speciálnı́ přı́pad tvrzenı́ 6.1.3
dostáváme následujı́cı́ výsledek.

Tvrzenı́ 6.2.1 Necht’ 	 
 je lineárnı́
zobrazenı́ mezi vektorovými prostory nad
tělesem . Potom 
 � 	 je lineárnı́ podprostor
prostoru a

� � 	 je lineárnı́ podprostor prostoru
.
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Pomocı́ pojmů jádra a obrazu můžeme
charakterizovat injektivnı́ resp. surjektivnı́ lineárnı́
zobrazenı́.

Věta 6.2.2 Necht’ 	 
 je lineárnı́
zobrazenı́. Potom

� � � 	 je injektivnı́ právě tehdy, když 
 � 	 �
� � �

;

� � � 	 je surjektivnı́ právě tehdy, když

� � 	 � .
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Věta 6.2.3 Necht’ 	 
 je lineárnı́
zobrazenı́, pričemž vektorový prostor je
konečně rozměrný. Potom i 
 � 	 a

� � 	 jsou
konečně rozměrné prostory a platı́

�� � �

�� � 
 � 	 �� � � � 	
�
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Dimenzi obrazu

� � 	 nazýváme hodnostı́
lineárnı́ho zobrazenı́ 	 a značı́me ji

� � 	 � �

�� � � � 	
�

Lineárnı́ zobrazenı́ 	
 vektorového
prostoru do sebe nazýváme lineárnı́m
operátorem neboli lineárnı́ transformacı́.
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Důsledek 6.2.4 Necht’ 	
 je lineárnı́
transformace konečně rozměrného vektorového
prostoru . Potom 	 je injektivnı́ právě tehdy,
když je surjektivnı́.
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�

Lineárnı́ izomorfismy

Bijektivnı́ lineárnı́ zobrazenı́ 	 
 mezi
vektorovými prostory , nad tı́mž tělesem
nazýváme lineárnı́ izomorfismus. Řı́káme, že
vektorové prostory , jsou lineárně izomorfnı́
nebo jen krátce izomorfnı́ a pı́šeme

�
� ,

pokud existuje nějaký lineárnı́ izomorfismus

	 
 .
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Tvrzenı́ 6.3.1 Necht’ , , jsou vektorové
prostory nad tělesem .

� � � � ��� 
 je lineárnı́ izomorfismus.

� � �

Je-li 	 
 lineárnı́ izomorfismus, pak i

	 � � 
 je lineárnı́ izomorfismus.

��� �

Jsou-li 
 , 	 
 lineárnı́
izomorfismy, pak i 	 � 
 je lineárnı́
izomorfismus.
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Z právě dokázaného tvrzenı́ okamžitě vyplývá
následujı́cı́ důsledek.

Důsledek 6.3.2 Pro libovolné vektorové prostory
, , nad tı́mž tělesem platı́:

� � � �
� ;

� � � �
�

�
� ;

��� � �
�

�
�

�
� .
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Řı́káme, že vztah izomorfnosti

�
� je reflexivnı́,

symetrický a tranzitivnı́, t. j. je vztahem
ekvivalence. Z formálnı́ho hlediska s nı́m
můžeme pracovat podobně jako se vztahem
rovnosti �.

Přı́klad 6.3.3 Necht’ je konečně rozměrný
vektorový prostor nad tělesem ,

�� � � � a

�
� � � � � � � �

� �
�

je nějaká jeho báze. Potom
souřadnicové zobrazenı́ �� � � ��� je lineárnı́
izomorfizmus

�

.
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Platı́, že typ izomorfismu daného konečně
rozměrného prostoru je jednoznačně určený jeho
dimenzı́.

Věta 6.3.4 Necht’ , jsou konečně rozměrné

vektorové prostory nad tělesem . Potom

��� � � �

�
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Tedy konečně rozměrný vektorový prostor nad
tělesem je izomorfnı́ se sloupcovým
(řádkovým) vektorovým prostorem

�

právě
tehdy, když � � �

.

Přitom každá báze prostoru určuje jeden
takovýto izomorfismus

�

– je jı́m
souřadnicové zobrazenı́ �� � � �� .
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�
�

�

Matice lineárnı́ho zobrazenı́

Uvažujme lineárnı́ zobrazenı́ 	
 � �

.
V prostoru

�

máme kanonickou bázi

� � � �
�

��� � � � � � �
� �
�

. Protože obrazy 	 ��� �
�

vektorů
této báze jsou sloupcové vektory z prostoru

�

,
můžeme vytvořit matici

�
� 	 ��� �
�
� � � � �

	 ��� �
� � � � � �
�

jejı́miž sloupci jsou právě tyto vektory, t. j. platı́

���
� �

� 	 ��� �
�

pro

� � �.
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Ukážeme, jak můžeme obraz 	 � � � libovolného
vektoru � �

� � � � � � � �

� �
� � � �

vypočı́tat pouze
ze znalosti této matice. Uvědomme si, že

� � � � � � � � �

� � � � , a počı́tejme

	 � � � � 	 � � � � � � � �

� � � �
�

� � � 	 ��� �
�

� � �

� � 	 ��� �
�

�

� � �
� �
� � � � �

� �
� � �

�
� � � � � � � �

� �
� �

� � �
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Tedy každé lineárnı́ zobrazenı́ 	
 � �

má
tvar 	 � � � � � � pro vhodnou matici � � � �

.

Protože každý konečně rozměrný vektorový
prostor nad tělesem je izomorfnı́
s prostorom

�

pro � �

�� � , při volbě pevných
bazı́ v konečně rozměrných prostoroch , ,
bude možné libovolné lineárnı́ zobrazenı́

	 
 zakódovat pomocı́ vhodné matice .
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Necht’ , jsou konečně rozměrné vektorové
prostory nad tělesem ,

�� � � �,

�� � � �

a � �
��� � � � � � �
� �
�

, �
� � � � � � � �

� �
�

jsou báze v
, resp. ve .

Maticı́ lineárnı́ho zobrazenı́ 	


vzhledem k bazı́m , � nazývame matici

�
� � 	 � � � � �� � � � � �
� 	 � � �
� �� � � � � �
�

jejı́ž sloupce jsou tvořeny souřadnicemi obrazů

	 � � � �

vektorů báze vzhledem k bázi �, t. j. platı́

���
� �

�
� 	 � � � � �� pro

� � �.
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 �

Tuto matici značı́me též

�
� 	 ���� � �

(Všimněme si obrácené pořadı́ znaků bazı́ vůči
pořadı́ vektorových prostorů v označenı́
zobrazenı́ 	 
 .)

Matici ze začátku tohoto paragrafu můžeme
nazvat maticı́ lineárnı́ho zobrazenı́

	 
 � �
vzhledem na kanonickou bázi

� � � �

, � � � �

.
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Pokud neřekneme jinak, budeme pod maticı́
lineárnı́ho zobrazenı́ 	
 � �

mezi
sloupcovými vektorovými prostory vždy rozumět
matici

� 	 �
� � � �� � ��� � zobrazenı́ 	 vzhledem ke

kanonickým bazı́m.
Maticı́ lineárnı́ transformace 	 


vzhledem k bázi � prostoru tedy rozumı́me
matici

� 	 � ��� � .
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Přitom platı́

� � � �� � �
� � �

� pro libovolný vektor � �

báze �
� � � � � � � �

� �
�

prostoru .

Z toho je zřejmé, že pro každou bázi

�-rozměrného vektorového prostoru platı́

� � �� ��� � �
���
� � �

�

� �
� � � � �
� �
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Věta 6.4.1 Necht’ 	 
 je lineárnı́
zobrazenı́ mezi konečně rozměrnými
vektorovými prostory nad čı́selným tělesem ,�� � � �,

�� � � � a �, jsou báze prostorů
resp. . Potom pre všechna � � platı́

� 	 � � � �� �
� 	 ���� � �
� � ��

a �
� 	 �� � � je jediná matice touto vlastnostı́.
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Skládánı́ lineárnı́ch zobrazenı́ zodpovı́dá
násobenı́ matic.

Věta 6.4.2 Necht’ , , jsou konečně
rozměrné vektorové prostory nad tělesem , �

je báze , je báze a je báze . Potom pro
libovolné lineárnı́ zobrazenı́ 
 ,

	 
 platı́

� 	 �

���� � �
� 	 ���� � �
� ��� ��
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Přı́klad 6.4.3 Otočenı́ roviny okolo počátku o
úhel � � je lineárnı́ zobrazenı́ � 


� �

.

Matici tohoto lineárnı́ho zobrazenı́ vzhledem na
kanonickou bázi � budeme značit’ rovněž �,
tedy pre � � �

budeme psát �
� � � � � � �.

Jejı́ sloupce zı́skáme otočenı́m vektorů

� � �
� �
�

� � �

, � � �
� �
�

� � �

o úhel �.
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Z definice goniometrických funkcı́ sinus a
cosinus pomocı́ jednotkové kružnice dostávame

� � � � �

� �� �

� � 
 �

�

� � � � �

� �� � �
� �

�

� � 
 � �
� �

� �

� � � 
 �

� �� �

�
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To znamená, že

� �

� �� � � � � 
 �

� � 
 � � �� �

a obrazem libovolného vektoru

� �
�

� � � � �

v
otočenı́ � je vektor

� �

�
�

�

� � �� � � � � � 
 �

� � � 
 � � � �� �

�
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Matice

��� �� �

� � � � � �� �

� � � � � � �� �

� � � � � �� � � � � � � �� � �

� � � � � � � �

� � � � � � �

reprezentuje vzhledem ke standardnı́ bázi
transformaci � �� 


� �

, která otočı́ vektory
o � 	�
 radiánů proti směru hodinových ručiček.��
�

� ����� � � �� ���� 
 � � �� � ��
�

��� �� � !

�� ! "# $ %& # ' ( ) * & +( $# '-, .� � � 01 �



� � � � 
 �� 
 
 �� 
 � � � � � �� � � 
 
 � �

Přı́klad 6.4.4 Osová souměrnost roviny podle
libovolné přı́mky procházejı́cı́ počátkem definuje
zobrazenı́

�
�

� �

, kde � � je úhel, který
svı́rá osa souměrnosti s osou �.

Pomocı́ obdobné úvahy jako v přı́padě otočenı́
můžeme ověřit, že i

�
� je lineárnı́ zobrazenı́.

Jeho matici vzhledem ke kanonické bázi �

budeme značit stejně tj.

�
�.
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Zřejmě matice souměrnosti podle osy � je

� � �

� �

� � �

a osovou souměrnost
�

� můžeme obdržet jako
složenı́ otočenı́ � �, osové souměrnosti

� � a
otočenı́ �, t. j.

�
� � � � � � � � ��
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Po vynásobenı́ přı́slušných matic z toho s
využitı́m trigonometrických vzorců dostaneme

�
� �

� �� � � � � 
 � �

� � 
 � � � � �� � �

�

Tedy osová souměrnost

�
� zobrazı́ vektor

� �
�

� � � � �

na vektor

�
� �

�
�

�

� � �� � � � � � 
 � �

� � � 
 � � � � � �� � �

�
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Přı́klad 6.4.5 Stejnolehlost neboli též
homotetie se středem v počátku a
s koeficientem podobnosti

� � � � je opět
lineárnı́ zobrazenı́

� �

s maticı́

� � � �

�� �� � �
�

� � .

Tento přı́klad můžeme evidentnı́m způsobem
zevšeobecnit na libovolnou dimenzi �.

�� ! "# $ %& # ' ( ) * & +( $# '-, .� �� 01 �



� � � � 
 �� 
 
 �� 
 � � � � � �� � � 
 
 � � �

Přı́klad 6.4.6 Zkosenı́ (kroucenı́, střih)
způsobuje deformace tvarů.
Výsledek transformace vyvolává dojem, jako
kdyby objekty byly složeny z mnoha vrstev, které
jsou po sobě posouvány.
Dvě základnı́ transformace jsou zkosenı́ ve
směru � a zkosenı́ ve směru �.
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Pro zkosenı́ ve směru � s parametrem � � se
použı́vá transformačnı́ matice určená předpisem:

	 �

�
�

�

�

�
� � �

�

� �
� � �

�
� �

Je tak definovaná lineárnı́ transformace roviny,
která posouvá jejı́ každou „vodorovnou vrstvu“

� � �
�

� ��� � � �

�
, � � , o vektor � �� � .

Analogické lineárnı́ transformace fungujı́ i ve vı́-

cerozměrných prostorech

�
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�
�

�

Prostory lineárnı́ch zobrazenı́

Necht’ , jsou vektorové prostory nad
čı́selným tělesem . Uvažme vektorový prostor�

všech zobrazenı́ 
 s operacemi
součtu a skalárnı́ho násobku definovanými po
složkách.

Pak pro množinu
�
�

�

všech lineárnı́ch
zobrazenı́ 	 
 platı́

�
�

� �

.
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Tvrzenı́ 6.5.1 Necht’ , jsou vektorové
prostory nad tělesem . Potom

�
�

�

je
lineárnı́ podprostor vektorového prostoru

�

.
Tedy

�
�

�

je vektorový prostor nad .

Tvrzenı́ 6.5.2 Necht’ , jsou konečně
rozměrné vektorové prostory nad tělesem a�� � � �,

�� � � �. Potom
�
�

� �
�

� � �
�

tedy

�� � �
�

�

� � �.
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Zvolme bázi � v prostoru a v prostoru . Na
matici

� 	 � ��� � se můžeme dı́vat jako na
souřadnice vektoru 	 � �

�

�
v prostoru

� � �

,
vzhledem na dvojici bazı́ , �.

Lineárnı́ zobrazenı́ 	
 z vektorového
prostoru do tělesa se nazývá lineárnı́
funkcionál nebo též lineárnı́ forma na .
Vektorový prostor

�
�

�

všech lineárnı́ch forem
na se nazývá duálnı́ prostor nebo jen krátce
duál vektorového prostoru .

Budeme použı́vat označenı́

�
�

�

� �

.
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Pokud v tělese budeme vždy uvažovat pouze
kanonickou bázi sestávajı́cı́ z jediného vektoru

� � , libovolná báze v konečně rozměrném
prostoru určuje lineárnı́ izomorfismus

�

daný předpisem 	� � 	 � �� � . Platı́ tedy

Tvrzenı́ 6.5.3 Pro libovolný konečně rozměrný
vektorový prostor nad tělesem platı́

� �
� .
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Matice

� 	 � �� � lineárnı́ho funkcionálu 	
 je
řádkový vektor z prostoru

� � �

.

Při volbě kanonické báze � v sloupcovém
prostoru

� � �

můžeme řádkový prostor

� � �

ztotožnit s duálem

� � � � � �
sloupcového prostoru

� � �

.

Izomorfismus konečně rozměrného prostoru a
jeho duálu

�

závisı́ od výběru báze ve .
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Pro libovolný vektorový prostor můžeme
definovat kanonické, t. j. od výběru báze
nezávislé zobrazenı́ z prostoru do jeho
druhého duálu

� �

dané předpisem �� ��, kde

�� � 	 � � 	 � � �

pro � � , 	 � �

.
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Tvrzenı́ 6.5.4 Nech je vektorový prostor nad
tělesem . Potom

� � � �� �� je injektivnı́ lineárnı́ zobrazenı́

� �

;

� � �

pokud je konečně rozměrný, pak �� �� je
lineárnı́ izomorfismus

� �

.
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Každý vektor � � definuje lineárnı́ funkcionál

��

na duálnı́m prostoru

�

.

Konečně rozměrný vektorový priestor můžeme
přiřazenı́m �� �� přirozeně ztotožnit s duálem
prostoru

�

.
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