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Abstrakt prednasky

Abstrakt

V této kapitole prozkoumame pojem
Inearniho zobrazeni, které nam umozni
porovnavat struktury riznych vektorovych
orostortl nad timz télesem.

6. LINEARNI ZOBRAZENI — p.2/56



Obsah prednasky

Obsah

6 Linearni zobrazeni 4
6.1 Linearni zobrazeni 4
6.2 Jadroaobraz ... ... ... ... 18
6.3 Linearntizomorfismy . . ... ... 24
6.4 Matice linearnitho zobrazeni . . . . 30

6.5 Prostory linearnich zobrazeni . . . 49

6. LINEARNI ZOBRAZENI — p.3/56



. Linearni zobrazeni I

6 Linearni zobrazeni

6.1 Linearni zobrazeni

Necht U, V jsou vektorové prostory nad telesem

K. Rikdme, Ze ¢ : V — U je linearni zobrazeni,
pokud ¢ zachovava operace vektorového souctu
a skalarniho nasobku, t.|. pokud pro libovolné
x,y €V, ce K plati

p(x+y) = o)+ oly),
p(ex) = cp(x).
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. Linearni zobrazeni 11

Linearni zobrazeni zachovavaji nulovy vektor a
opacné vektory, t.j. pro linearni zobrazeni
p:V =UaxeV plati

p(0) =0,  o(—x)=—p(x).

Pro kazdy vektorovy prostor V' je identické
zobrazeniidy : 'V — V', 2 — z lineéarni.

Pro libovolné vektorové prostory U, V nad
telesem K zobrazeni 0:V — U, ktere kazdému
vektoru x € V pfifadi nulovy vektor 0 € U, je
linearnt.
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. Linearni zobrazeni 111

Komutativita operace soucinu Vv télese a jeho

distributivita vzhledem na sCitani znamena, ze
pro libovolny pevny skalar a € K je prifazenim
r — ax definované linearni zobrazeni K — K.

Linearni zobrazeni mlzeme charakterizovat jako
zobrazeni mezi vektorovymi prostory (nad tim
stejnym télesem), které zachovavaji linearni
kombinace.
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. Linearni zobrazeni IV

Tvrzeni 6.1.1 Necht U, V jsou vektorove
prostory nad télesem K a ¢ : V — U je libovolné
zobrazenil. Nasledujici podminky jsou
ekvivalentni:

(i) ¢ je linearni zobrazeni;
(ii) pre vSechnax,y € V, a,b € K plati
plax +by) = ap(x) 4 bp(y);

(iii) pro libovolné n € N a vSechna
X1,...,X, €V, cq,...,c, € K plati
p(c1X1+ ... FCpXp) = c1p(X1) + ...+ Crp(Xy).
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. Linearni zobrazeni V

Vyznamné viastnosti linearnich zobrazeni jsou:
Kompozice (slozeni) linearnich zobrazeni je opéet
Inearni zobrazeni a obrazy i vzory linearnich
nodprostoru v linearnich zobrazenich jsou téz
Inearni podprostory.

Tvrzeni 6.1.2 Necht U, V, W jsou vektorové
prostory nad telesem Kavy - W =V, p:V = U
jsou linearni zobrazeni. Potom i jejich slozeni
po: W — U je linearni zobrazeni.
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. Linearni zobrazeni VI

Tvrzeni 6.1.3 Necht' U, V jsou vektorove
prostory nad télesem K a ¢ : V — U je linearni
zobrazenit.

(a) Je-li S linearni podprostor prostoru V, tak i
©(.S) je linearni podprostor prostoru U.

(b) Je-li T" linearni podprostor prostoru U, tak
o~ 1(T) je linearni podprostor prostoru V.
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. Linearni zobrazeni VII

Priklad 6.1.4 Necht K je téleso. Distributivita
soucinu matic vzhledem k jejich souctu a jeho
zamenitelnosti s operaci skalarniho nasobku
fika, ze pro pevn m,n,p € N a libovolnou matici
A € K™ je pfifazenim X — A - X
definované linearni zobrazeni mezi vektorovymi
prostory matic K™ — K™*P,

Podobne je prifazenim Y — Y - A definovanée
Inearni zobrazeni KP*™ — KP*™
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. Linearni zobrazeni VIII

Specialne pro p = 1 je takto definované linearni
zobrazeni x — A - x mezi sloupcovymi
vektorovymi prostory K" — K™, resp. linearni
zobrazeni y — y - A mezi radkovymi vektorovymi
prostory K™ — K".

Kazdeé linearni zobrazeni mezi konecnée
rozmernymi vektorovymi prostory nad K ma
v podstate takovyto tvar.
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. Linearni zobrazeni IX

Priklad 6.1.5 Necht K je téleso. Prom,n € N a
pevné 1 < <m,1 <75 <njsou predpisy

A —r;(A), A—s;(A) definovana linearni
zobrazeni K™*" — K1*" resp. K™ — K™*1,

RovnéZz A — A’ je linearni zobrazeni
Kmxn _) K’nxm
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. Linearni zobrazeni X

Priklad 6.1.6 Necht' V' je vektorovy prostor nad
telesem K, X je mnozinaa x € X |e pevnhe
zvoleny prvek.

Pfipomenme, Zze V% je vektorovy prostor vSech
funkci f : X — V. Dosazeni prvku z do funkce f,
t.]. pfifazeni f — f(x), je linearni zobrazeni

Ve = V.

Podobne, pro libovolnou podmnozinu Y C X je
z0Zeni f — f Y linearni zobrazeni V4 — V7.

6. LINEARNI ZOBRAZENI — p.13/56



. Linearni zobrazeni XI

Priklad 6.1.7 OznaCme V mnozinu vSetch
konvergentnich posloupnosti realnych Cisel.
Zrejmeé V je linearni podprostor vektorovéeho

prostoru RN v8ech posloupnosti realnych ¢isel.

Pak zobrazeni V' — R, které posloupnosti
a=(a,)>, €V priradi jeji limitu lim,,_,, a,, je
linearni.
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. Linearni zobrazeni XII

Priklad 6.1.8 UvaZujme projekci 7 : R? — R?

o) W<x).w .

y | — ST
\ # / ’

Tato projekce je linearni zobrazeni, které neni
prosteé a je surjektivni. Totiz vzor nejakého

vektoru v R? je vertikalni pfimka vektorll z R°.

-
w
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. Linearni zobrazeni XIII

Priklad 6.1.9 Nasledujici linearni zobrazeni

h : R? — R! dané predpisem i + y neni
Y

rovnéz prosté. Pro pevné w € R! je totiz jeho
vzor h~!'(w) mnozina vSech vektord v roving,

w

jejichz souradnice po secteni davaji prave w.
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. Linearni zobrazeni XIV

Priklad 6.1.10 Vzory mohou samoziejme byt
jiné struktury nez vyse pouzité primky. Pro
inearni zobrazeni h : R? — R? definované

! (:c) / i
yHm, B

jsou prislusné vzory roviny z = 0, z = 1, atd.,
kolmé k ose z.
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.J adro a obraz I

6.2 Jadro aobrazlinearniho
Zobr azeni

Necht ¢ : V' — U je linearni zobrazeni mezi

vektorovymi prostory nad télesem K. Jeho
jadrem nazyvame mnozinu

Kerp = ¢~1(0) = {x € V; p(x) = 0}.

Obrazem linearniho zobrazeni ¢ nazyvame
mnozinu

Imgp — QO(V) — {QO(X), X ﬁIMA}LNI ZOBRAZENI — p.18/56



.J adro a obraz II

VySe zavedené oznaceni pochazi z anglickych
slov kernel aimage. Protoze {0} je linearni
podprostor prostoru U a V je linearni podprostor
prostoru V, jako specialni pripad tvrzeni 6.1.3
dostavame nasledujici vysledek.

Tvrzeni 6.2.1 Necht ¢ : V — U je linearni
zobrazeni mezi vektorovymi prostory nad
telesem K. Potom Kery je linearni podprostor

prostoru V' a Ime je linearni podprostor prostoru
U.
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.J adro a obraz III

Pomoci pojmu jadra a obrazu muzeme
charakterizovat injektivni resp. surjektivni linearni
zobrazenit.

Véta 6.2.2 Necht ¢ : V — U je linearni
zobrazenl. Potom

(a) ¢ je injektivni pravé tehdy, kdyz Kerp = {0};
(b) ¢ je surjektivni praveé tehdy, kdyz Imp = U.
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.J adro a obraz IV

Véta 6.2.3 Necht ¢ : V — U je linearni
zobrazenl, pricemz vektorovy prostor V' je

konecneé rozmerny. Potom i Kery a Imyp jsou
konecCné rozmerné prostory a plati

dim V = dim Keryp + dim Imep.
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.J adro a obraz V

Dimenzi obrazu Imyp nazyvame hodnosti
linearniho zobrazeni ¢ a znacime |

h(p) = dim Ime.

Linearni zobrazeni ¢ : V' — V vektorového
prostoru VV do sebe nazyvame linearnim
operatorem neboli linearni transformaci.
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.J adro a obraz VI

Dlsledek 6.2.4 Necht ¢ : V — V je linearni
transformace konecné rozmeérného vektoroveho
prostoru V. Potom ¢ je injektivni prave tehdy,
kdyz je surjektivni.
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.Lineémi izomorfismy I

6.3 Linearniizomorfismy

Bijektivni linearni zobrazeni ¢ : V. — U mezi
vektorovymi prostory V', U nad timz télesem K

nazyvame linearniizomorfismus. Rikame, Ze
vektorové prostory V, U jsou linearneé izomorfni
nebo jen kratce izomorfni a piSeme V = U,
pokud existuje nejaky linearni izomorfismus
p:V =U.
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.Lineémi izomorfismy 11

Tvrzeni 6.3.1 Necht U, V, W jsou vektorové
prostory nad telesem K.

(a) idy : V — V je linearni izomorfismus.

(b) Je-li ¢ : V — U linearni izomorfismus, pak i
o1 : U — V je linearni izomorfismus.
(c) Jsou-liyy : W — V,p:V — U linearni

izomorfismy, pakipovy : W — U je linearni
izomorfismus.
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.Lineémi izomorfismy 111

Z prave dokazaného tvrzeni okamzite vyplyva
nasledujici dusledek.

Dlsledek 6.3.2 Pro libovolné vektorové prostory
U, V, W nad timz téelesem K plati:

(a) V=V,
(b) V=U= U=V,
() WEV&VEU = W2U.
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.Lineémi izomorfismy IV

Rikame, Ze vztah izomorfnosti 2 je reflexivni,
symetricky a tranzitivni, t.|]. je vztahem
ekvivalence. Z formalniho hlediska s nim
muZeme pracovat podobné jako se vztahem
rovnosti =.

Priklad 6.3.3 Necht' V' je koneCné rozmerny
vektorovy prostor nad telesem K, dimV =n a
B = (vy,...,v,)je ngjaka jeho baze. Potom
soufadnicové zobrazeni x — (x)s je linearni
izomorfizmus V. — K™,
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.Lineémi izomorfismy V

Plati, ze typ izomorfismu daného konecneé
rozmerného prostoru je jednoznacne urceny jeho

dimenzi.
Véta 6.3.4 Necht' U, V jsou koneCné rozmerné

vektorové prostory nad télesem K. Potom

VZE=2U < dmV =dim U.
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.Lineémi izomorfismy VI

Tedy konecCné rozmerny vektorovy prostor V' nad
telesem K je izomorfni se sloupcovym
(fadkovym) vektorovym prostorem K™ prave

tehdy, kdyz n = dimV’.

Pritom kazda baze 8 prostoru V' urCuje jeden
takovyto izomorfismus V. — K™ — je Jim
soufadnicové zobrazeni x — (x)g.
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. Matice linearniho zobrazeni 1

6.4 Maticelinearniho zobrazeni

Uvazujme linearni zobrazeni ¢ : K" — K™.

V prostoru K™ mame kanonickou bazi

e™ = (ey,...,e,). ProtoZe obrazy p(e;) vektord
této baze jsou sloupcové vektory z prostoru K™,
muUzZeme vytvorfit matici

A = (p(e1),...,p0(e,) € K™,

jejimiz sloupci jsou prave tyto vektory, t.|. plati
si(A)=p(e;j)prol <j<n.
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. Matice linearniho zobrazeni 11

Ukazeme, jak mlizeme obraz ¢(x) libovolného

vektoru x = (z1,...,z,)! € K" vypocitat pouze
ze znalosti této matice. Uvédomme si, ze
X = 1€ + ...+ x,e,, a pocCitejme

p(x) = p(ri1e1+ ...+ zpep)

r1p(er) + ... + xup(en)
(s1(A),....sp(A)) - (21, ..., 2,)T
— A-x
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. Martice linearniho zobrazeni 111

Tedy kazdé linearni zobrazeni ¢ : K" — K™ ma
tvar po(x) = A - x pro vhodnou matici A € K™*™,

Protoze kazdy konecCné rozmerny vektorovy
prostor V' nad telesem K je izomorfni

S prostorom K™ pro n = dimV/, pri volbé pevnych
bazi v konecneé rozmeérnych prostoroch U, V/,
bude mozné libovolné linearni zobrazeni

¢ : V — U zakbddovat pomoci vhodné matice A.
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. Matice linearniho zobrazeni IV

Necht U, V jsou koneCneé rozmerné vektorové
prostory nad télesem K, dim U =m, dim V =n
aa=(uy,...,uy), 8=(vy,...,v,)]SOU baze v
U, resp. ve V.

Matici linearniho zobrazeni ¢ : V — U
vzhledem k bazim B, a nazyvame matici

A = ((e(vi))as---, (©(Vn))a) € K™,

jejiz sloupce jsou tvoreny soufadnicemi obrazu
¢(v;) vektort baze 3 vzhledem k bazi o, t.]. plati

s;(A) = (¢(vj))a POl <j <n
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. Matice linearniho zobrazeni V

Tuto matici znacime téz

A = (Qp)aﬁ'

(VSimnéme si obracené poradi znaku bazi vuci
poradi vektorovych prostort v oznaceni
zobrazeni o : V — U.)

Matici A ze zacatku tohoto paragrafu mtuzeme
nazvat matici linearniho zobrazeni

¢ : K" — K™ vzhledem na kanonickou bazi
(n) g(m)
€ € .
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. Matice linearniho zobrazeni VI

Pokud nefekneme jinak, budeme pod matici
linearniho zobrazeni ¢ : K — K™ mezi
sloupcovymi vektorovymi prostory vzdy rozumet
matici (¢).m . zobrazeni ¢ vzhledem ke

kanonickym bazim.
Matici linearni transformace o : V — V
vzhledem k bazi o prostoru V' tedy rozumime

matici (¢)a.a-
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. Matice linearniho zobrazeni VII

Pritom plati (v;)s = e ) pro libovolny vektor Vv
baze 8 = (vq,... ,vn) prostoru V.

Z toho je zfejmé, ze pro kazdou bazi 8
n-rozmerneho vektorového prostoru V' plati

(idv)gs = (/") =
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. Matice linearniho zobrazeni VIII

Véta 6.4.1 Necht ¢ : V — U je linearni
zobrazeni mezi koneCné rozmernymi
vektorovymi prostory nad Ciselnym télesem K,
dimV = n, dimU = m a a, 3 jsou baze prostoru
U resp. V. Potom pre vSechna x € V plati

(P(%))a = (P)as - (X)p

a A = (p)ap je jedina matice touto viastnosti.
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. Matice linearniho zobrazeni IX

Skladani linearnich zobrazeni zodpovida
nasobeni matic.

Véta 6.4.2 Necht U, V, W jsou konecCne
rozmerné vektoroveé prostory nad télesem K, o
je baze U, B je baze V a ~ je baze V. Potom pro
libovolné linearni zobrazeni vy : W — V,

o :V — U plati

(po w)a,'y — (Qp)a,ﬁ ' (w)ﬁﬁ'
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. Matice linearniho zobrazeni X

Priklad 6.4.3 Otoceni roviny okolo pocCatku o
Uhel a € R je linearni zobrazeni R, : R* — R2.

Matici tohoto linearniho zobrazeni vzhledem na
kanonickou bazi e budeme znacit rovnéz R,
tedy pre x € R? budeme psat R,(x) = R, - x.

Jeji sloupce ziskame otocenim vektoru
e; = (1,0)1, e; = (0,1) o Ghel a.
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. Matice linearniho zobrazeni XI

Z definice goniometrickych funkci sinus a
cosinus pomoci jednotkové kruznice dostavame

COS &
ROJ ) el — . y

sin o

cos (5 + ) — sin «
R, e = .o —

sin (5 + ) COS (v
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. Matice linearniho zobrazeni XII

To znamena, ze

COS(x — SIn «&
Ra — .
SIN(x COS &

a obrazem libovolného vektoru (z,y)’ € R* v
otoCeni R, je vektor

X T COS(x — Y SIn &

Y 2 SIn o + Y COS ¢
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. Matice linearniho zobrazeni XIII

Matice

R — ( cos(m/6) —sin(w/6) ) _ ( V3/2 —1/2 )
T\ sin(n/6)  cos(r/6) /2 /3/2

reprezentuje vzhledem ke standardni bazi
transformaci R, 5 : R* — R?, které otoci vektory
o w/6 radianu proti sméru hodinovych rucicek.

1 | ((=3++3)/2
(3) ((1+3\/§)/2>

t7r/6
A
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. Matice linearniho zobrazeni XIV

Priklad 6.4.4 Osova soumernost roviny podle
libovolné primky prochazejici pocatkem definuje
zobrazeni S, R? — R?, kde a € R je Ghel, ktery

svira osa soumernosti s osou z.

Pomoci obdobné Gvahy jako v pripade otocCeni
muzZeme ovéfit, Ze i S, je linearni zobrazeni.
Jeho matici vzhledem ke kanonické bazi
budeme znacit stejne tj. S,,.
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. Matice linearniho zobrazeni XV

Zrejmeé matice soumernosti podle osy z je

I 0
0 —1

Sy =

a 0sovou soumeérnost S, muzeme obdrzZet jako
slozeni otoceni R__,, 0Sové soumernosti Sy a
otoceni R,, t.].

So. =R, -So-R_,.
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. Matice linearniho zobrazeni XV

Po vynasobeni prislusnych matic z toho s
vyuzitim trigonometrickych vzorct dostaneme

cos2a sin 2«
S, =

SIn 2a¢ — COS 2«

Tedy osova soumernost S,, zobrazi vektor
(z,y)T € R? na vektor

T x COS 2a 4 y Sin 2«
J x sin 2 — 1 oS 2«
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. Matice linearniho zobrazeni XVI

Priklad 6.4.5 Stejnolehlost neboli téz
homotetie se stfedem v pocatku a

s koeficientem podobnosti 0 # ¢ € R je opeét
linearni zobrazeni R? — R? s matici

cl, = diag(c, ¢).

Tento priklad muZzeme evidentnim zpusobem
zevseobecnit na libovolnou dimenzi n.
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. Matice linearniho zobrazeni XVII

Priklad 6.4.6 Zkoseni (kroucent, strih)
zpUsobuje deformace tvard.

Vysledek transformace vyvolava dojem, jako
Kdyby objekty byly slozeny z mnoha vrstev, které
jSou po sobé posouvany.

Dve zakladni transformace jsou zkoseni ve

smeru x a zkoseni ve smeru y.
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. Matice linearniho zobrazeni XVIII

Pro zkoseni ve sméru z s parametrem a € K se
pouziva transformacni matice urcena predpisem:

T T 1 0 T
Y axr + Yy a 1 Y

Je tak definovana linearni transformace roviny,
ktera posouva jeji kazdou ,vodorovnou vrstvu*
{(x,y); y = s}, s € K, o vektor ase;.

Analogické linearni transformace funguji 1 ve Vvi-
cerozmernvch nrostorech /™. ¢ LINEARNI ZOBRAZENI - p.48/5¢



.Prostory linearnich zobrazeni I

6.5 Prostory linearnich zobrazeni

Necht U, V' jsou vektorové prostory nad
ciselnym télesem K. Uvazme vektorovy prostor

UV vSech zobrazeni f : V — U s operacemi
souctu a skalarniho nasobku definovanymi po
slozkach.

Pak pro mnozinu L(V,U) vSech linearnich
zobrazeni ¢ : V — U plati L(V,U) CUY.
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.Prostory linearnich zobrazeni II

Tvrzeni 6.5.1 Necht U, V jsou vektorove
prostory nad télesem K. Potom L(V,U) je

linearni podprostor vektorového prostoru UV
Tedy L(V,U) je vektorovy prostor nad K.

Tvrzeni 6.5.2 Necht U, V jsou konecCnée
rozmerné vektorove prostory nad télesem K a
dimU = m, dimV = n. Potom

LV,U)= K™"
tedy dimZL(V,U) = mn.
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.Prostory linearnich zobrazeni III

Zvolme bazi o v prostoru U a B v prostoru V. Na
matici (¢)q, 5 S€ MuZeme divat jako na
souradnice vektoru ¢ € L(V,U) v prostoru K™*",
vzhledem na dvojici bazi 3, a.

Linearni zobrazeni ¢ : V — K z vektorového
prostoru V' do télesa K se nazyva linearni
funkcional nebo téz linearni formana V.
Vektorovy prostor £L(V, K') vSech linearnich forem
na VV se nazyva dualni prostor nebo jen kratce
dual vektoroveho prostoru V.

Budeme pouzivat oznaceni L(V, K) = V*,
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.Prostory linearnich zobrazeni IV

Pokud v telese K budeme vzdy uvazovat pouze
kanonickou bazi sestavajici z jediného vektoru
1 € K, libovolna baze 8 v koneCné rozmérném
prostoru V urcCuje linearni izomorfismus V* — V

dany predpisem ¢ — (¢)1 g. Plati tedy

Tvrzeni 6.5.3 Pro libovolny konecné rozmerny
vektorovy prostor V nad télesem K plati V* = V.
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.Prostory linearnich zobrazeni V

Matice (¢); g linearniho funkcionalu ¢ : V — K je
radkovy vektor z prostoru K",

Pri volbé kanonické baze € v sloupcovém
prostoru K™*! mUzeme radkovy prostor K1*"
ztotoznit s dualem (K™*1)* sloupcového prostoru

Knxl

lzomorfismus konecné rozmeérného prostoru V' a
jeho dualu V* zavisi od vybéru baze ve V.
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.Prostory linearnich zobrazeni VI

Pro libovolny vektorovy prostor V mizeme
definovat kanonické, t.|. od vybéru baze
nezavislé zobrazeni z prostoru V do jeho
druhého dualu V** dané predpisem x — X, kde

P

X(p) = p(x)
proxeV,pe V™
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.Prostory linearnich zobrazeni VII

Tvrzeni 6.5.4 Nech V' je vektorovy prostor nad
telesem K. Potom

(a) x — X je injektivni linearni zobrazeni
Vi — V¥,

(b) pokud je V konecCneé rozmeérny, pak x — X je
linearni izomorfismus V" — V**.
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.Prostory linearnich zobrazeni VIII

Kazdy vektor x € V definuje linearni funkcional x
na dualnim prostoru V*.

Kone¢né rozmérny vektorovy priestor V' muzeme
pfifazenim x — X prirozené ztotoznit s dualem
orostoru V'*.
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