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.Abstrakt prednasky

V této kapitole zavedeme determinanty
Ctvercovych matic libovolného rozmeéru n x n nad
pevnym telesem K, fekneme si jejich zakladni
vlastnosti a nauCime se je vypocitat vCetne
prikladU jejich aplikace.

V celé kapitole K oznacCuje pevne téleso, m, n
jsou prirozena Cisla.
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.Permutace |

10 Determinanty

10.0 Permutace

Necht X je libovolna mnozina. Permutaci
mnoziny X rozumime libovolné bijektivni
zobrazenio : X — X.

Mnozinu vSech permutaci mnoziny X znacime
S(X).
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.Permutace 11

Je-li X kone€na mnozina, tak pocet prvku
mnoziny S(X) je dany zndamym vztahem

#S(X) = (# X)L,

kden!=1-2-...-n je faktorial pfirozeného
Cisla n (pfitom 0! = 1! = 1).
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.Permut ace 111

Transformace f : X — X konecné mnoziny X |e
injektivni prave tehdy, kdyz je surjektivni.

Protoze slozeni o o 7 dvou permutaci o, 7 € S(X)
dava opéet permutaci mnoziny X, kompozice o je
asociativni binarni operace na mnoziné S(X) a
id x je jeji neutralni prvek.

Snadno se muzeme presvédcit, Ze — mimo
pripad, kdyz # X < 2, — tato operace neni
komutativni.
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.Permutace IV

Pro X ={1,2,...,n} misto §(X) piSeme §,.
Permutaci o € S,, obvykle zapisujeme ve tvaru

10. DETERMINANTY — p.7/72



.Permutace V

Prvky mnoziny Ss, t.]. permutace mnoziny
{1,2,3}, si muzeme predstavit jako symetrie
rovnostranného trojuhelnika s vrcholy
oznacenymi Cisly 1, 2, 3.

OznaCme si identickou permutaci této mnoziny

N 7 "\

smeru resp. ve smeru hodinovych rucicek o uhel
m/3 jako o resp. o~!, a osovou soumeérnost podle
osy prochazejici :-tym vrcholem a stfedem
protilehlé strany jako ¢;, pro: =1, 2, 3.
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.Permutace VI

Mnozina permutaci S3 se bude skladat
Z permutaci

Q
DO o~
| |
R R
Lo = —_
o DO DN o DO
— DO QO R W
N U
& = =
| | |
7 N N
N — /= = DN
— DO (GO GO\
DO QO
N~
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Permutace VII
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.Permutace VIII

Multiplikativni tabulka binarni operace o na
mnoziné S3 ma nasledujici tvar:

o | v | oo o1]|or] o3
L L 0 Q_l 01 | O9 | O3
o | oo | ¢t |o3]| o] 0o
o o v | o | oo o3| 0y
o1 | 01 | 09 | O3 L Q_l
O9 | 09 | O3 | 01 Q_l L
o3 | o3 | o1 | 02| 0 |0 ¢
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.Permutace IX

Permutaci ¢ € S(X) nazyvame transpozici,
pokud existuji z,y € X tak, ze x #£ y, o(x) = v,
o(y) =xaoc(z) =zprokazdé z € X ~ {z,y}.
Jinak feceno, transpozice je vyména dvou prvku
mnoziny X.

Zrejme o1, 09,03 € S3 JSOU transpozice.

Z nazoru je ziejme, ze kazdou permutaci o
kone¢né mnoziny X muzeme obdrzet
nostupnymi vymeénami dvojic prvku, je tedy
Kazda takavato permutace je kompozici
transpozic.
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.Permutace X

Tento rozklad na transpozicie neni jednoznacny:

napr. . € S; muzeme vyjadrit jako ¢, t. |
kompozici O transpozic, a rovnez Jakozto

l =01001 =02002 =030 03,

t.]. alespon tremi dalSimi moznostmi jakozto
kompozici dvou transpozic.
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.Permutace X1

Délkou permutace o koneCné mnoziny X
nazveme nejmensi pocet transpozic, na jejichz
kompozici muzeme o rozlozit, a oznacime ji |o]|.

Samotna délka |o| neni ve skutecnosti dllezita,
vyznam ma pouze parita tohoto Cisla, t.|. vlastné

vyraz sgno = (—1)°l, ktery nazyvame
znameénkem permutace o.
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.Permut ace XII

Permutace ¢ koneCné mnoziny X sa hazyva
suda resp. lich4, je-li Cislo |o| sudé resp. liché,
t.]. pokud jeji znak je 1 resp. —1.

Z nasledujici vety vyplyva, ze pfi urCovani
znaménka permutace o mizeme pouZzit jeji
libovolny rozklad na transpozice o = o... o7
a hemusime sa starat o to, zda tento rozklad je

skutecné nejkratsi — pro libovolny takovyto
rozklad totiz plati

(~D)ll = (-1
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.Permut ace XIII

Véta 10.0.1 Necht X je koneCha mnozina.
Potom pro libovolné o, 7 € S(X) plati

(=)ol = (=1)lel . (1)l

Clen o(j) — o (i) je zaporny pravé tehdy, kdy?
i < jao(i) > o(j), — kaZzdou takovouto dvojici
(¢, 7) nazyvame inverzi permutace o.
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.Orientovany objem a MAF I

10.1 Orientovany objem a
multilinearni alternujici funkce

Otazka: Jak vypadaji vzorce pro plosny obsah
rovnobézniku v roviné v R?, jehoz dvé sousedni
strany tvori vektory u = (uy,us)?, v = (v, v9)?
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.Orientovany objem a MAF II

Otazka: Jak vypadaji vzorce pro objem
rovnobéznosténu v prostoru R?, jehoz tfi
sousedni hrany tvori vektory u = (ug, ug, uz)?,
v = (v1,v9,v3)L, w = (w1, wa, w3)!?

Ujasnime si vlastnosti takovychto vzorcu.
Uvidime, ze tyto vlastnosti uz jednoznacne (az
na volbu jednotkového obsahu Ci objemu) urcuji
nledané vzorce nejen v rovineé Ci v tfirozmernem
orostoru. Zobecnime je na n-rozmerné vektorove
orostory K" nad libovolnym télesem K.
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.Orientovany objem a MAF III

OznaCme P(X) obsah rovinného Utvaru X.

Zrejmé P(X) je vzdy nezaporné realné Cislo a
pro shodné Gtvary X, Y plati P(X) = P(Y).

Obsah je navic aditivni funkce, t.|. pro tutvary X,
Y také, ze P(X NY) =0, plati

P(XUY)=P(X)+P(Y).
Konecné, P(X) = 0 pro libovolnou UseCku X.
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.Orientovany objem a MAF IV

Obsah rovnobéznika {au + bv; a,b € (0,1)}
uréeného vektory u, v € R? budeme znadit
P(u,v).

Plati pak rovnosti
P(u,v)=P(v,u),  P(cu,v) = [c[P(u,V)
pro libovolné u,v € R?, c € Z.
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.Orientovany objem a MAF V

Situace pro ¢ = 3 je znazornéna na nasledujicim
obrazku.
u 3u

Platnost druhé rovnosti pro vSechna c € Q plyne
Z platnosti pro vSechnan € N a m € Z. Platnost
pre vsechna c € R plyne ze spojitosti obsahu.
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.Orientovany objem a MAF VI

Uvazme nasledujici dva obrazky.
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.Orientovany objem a MAF VII

V prvnim pripade urcCuji vektory x +vy, v
rovnobeznik OABC, vektory y, v rovhobéeznik
ODEC arovnobéznik vektort x, v je shodny

s rovhobéznikem DABE.

Ze shodnosti trojahelnikd OAD, C BE potom na

zakladé uvedenych vilastnosti obsahu vyplyva
rovnost

Px+y,v)=P(x,v)+ P(y,Vv).
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.Orientovany objem a MAF VIII

V druhém pripadée urcuji vektory x, v
rovnobeznik OABC, vektory x +vy, v
rovnobéznik ODEC a rovnobéznik vektort y, v
je shodny s rovnobeznikem DABE.

Ze shodnosti trojuhelnikl OD A, C EB vyplyva
P(x,v) = P(x+y,v)+ P(y,v), tedy

P(x+y,v)=P(x,v) = Ply,v),

COZ Je neprijemné prekvapent, urcité bychome
dali prednost stejnému vzorci.
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.Orientovany objem a MAF IX

VSimnéme si vsak, ze kratsi otoCeni vektoru y do
vektoru v je orientované proti kratSim otocenim
vektoru x i x + y do vektoru v.

V druhém pripade by sa nam proto hodilo, aby

obsah rovnobéznika urceného vektory y, v mel
z tohoto dlvodu opaéné znaménko nez obsahy
rovnobézniku prislusejicich vektorum x, v resp.
X+Yy,V.
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.Orientovany objem a MAF X

Tento cil miZeme dosahnou, pokud misto
ploSného obsahu vektorovych rovnobézniki
budeme uvazovat jejich orientovany plosny
obsah, ktery meni znaménko zamenou poradi
dvou vektort, tedy muze nabyvat i zaporné
hodnoty.

Plvodni nezaporny ploSny obsah potom
dostaneme jako absolutni hodnotu
orientovaného obsahu.

Tento pristup nam navic umozni zbavit se
absolutni hodnoty v rovnosti
P(cu,v) = |c|P(u, V).
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.Orientovany objem a MAF XI

Pokud nahradime realna Cisla libovolnym
telesem K, provedené Uvahy nas privadi

k nasledujicim definicim.

Necht V' je vektorovy prostor nad telesem K a
1 <neN.

Rikame, Ze zobrazeni F : V" — K je

(a) n-linearni nebo téz multilinearni, pokud pro
kazdé 1 < 57 < n a libovolné vektory
ag,...,W—1,W41,...,U0y € V pFiFazeni

Xi%F(lll,...,llj_l,X,lljJrl,...,lln)

10. DETERMINANTY — p.27/72



.Orientovany objem a MAF XII

definuje linearni zobrazeni V. — K, t.]. pro
vSechnax,y € V, a,b € K plati

F(uy,...,uj_1,ax+ by, ujt1,...,uy,)
— aF(ul, cee U1, X, U, .. ,un)
—+ bF(ul, c .. ,llj_l,y, 11]'_|_1, c .. ,un);
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.Orientovany objem a MAF XIII

(b) antisymetrické, pokud pro vSechna
1 <1<y <navsechny vektory
ug,...,u, € V plati

F(ul,...,uz-,...,uj,...,un):

—F(uag,...,0,...,0;,...,0,).
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.Orientovany objem a MAF XIV

(c) alternujict, pokud provsechnal <i< j<n
a vSechny vektory uy,...,u, € V z podminky
u; = u,; vyplyva

F(ul,...,ui,...,uj,...,un):O.
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.Orientovany objem a MAF XV

Lemma 10.1.1 Necht ' : V" — K je libovolné
zobrazeni, K téleso, V' vektorovy prostor nad K.

(a) Je-li charK # 2 a I je antisymetrické, tak F’
je alternujici.

(b) Je-li F' je multilinearni a alternujici, je F' je
antisymetricke.
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.Orientovany objem a MAF XVI

Lemma 10.1.2 Necht /' : V" — K e funkce, K
teleso, V' vektorovy prostor nad K,

u,...,u, € Vao jelibovolné zobrazeni
mnoziny {1,...,n} do sebe.

(a) Je-li o permutace a F' je antisymetrické, tak
F(ua(l), Ceey ua(n)) — (—1)|‘T|F(u1, e ,un);

(b) Pokud o neni permutace a F' je alternuijici,
tak
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.Orientovany objem a MAF XVII

Lemma 10.1.3 Necht F: V" — K |e
multilinearni alternujici funkce. Potom pro

libovolné v4,...,v, € V plati:

(a) PripoCtenim skalarniho nasobku néjakého z
vektoru k jinému vektoru se hodnota
F(vy,...,v,) nezmeni, t.|j. pro libovolné
ce K azi,j <nplatl

F(Vl,...,VZ',...,Vj—|—CVZ',...,Vn)
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.Orientovany objem a MAF XVII

(b) Pokud jsou vektory vq,...,v, linearné
zavislé, tak F(vq,...,v,) =0.

Jak vypadaji vSechny bilinearni (t.]. 2-linearni)

alternujici funkce F' : K x K? — K? nad télesem
K?
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.Orientovany objem a MAF XVIII

Zvolme libovolné vektory u = uje; + uges,

v = v1e; + v9es Z K2, Pokud dvakrat po sebe
vyuzijeme bilinearitu a na zaver alternaci a
antisymetrii F', postupne dostaneme

F(u,v)=F(uie; + uses, v) = ui F'(e1,v) + us F'(es, v)
=u1 F'(e1, vie; + vees) + us F'(es, vie; + vaes)
=uv1F'(e1,e1) + uive F(eq, es)

+ugvi F'(eg,e1) + usva F'(eg, €3)
upy Y1

—Fler,e5) - (ur — upvy) = Fley, ) ,
Uo V9
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.Orientovany objem a MAF XIX

kde vyraz
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.Orientovany objem a MAF XX

Podobnym zptsobem muZeme odvodit tvar
libovolné n-linearni alternujici funkce

F.:KYv" - K.
Necht A = (a;;) € K™ je matice se sloupci

n
si(A) =aje1+ ...+ ayje, = E a;;€;.
i=1
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.Orientovany objem a MAF XXI

S vyuzitim n-linearity F' pro kazdy z n sloupcu
matice A muzeme vyraz I'(A) postupné
roznasobit, ¢imz dostaneme soucet n” ¢lenu
tvaru

A(1)1 - - - Go(n)nd (€s(1)s - - - 1 €on));

z kterych kazdy odpovida prave jednomu
zobrazeni ¢ mnoziny {1,...,n} do sebe.
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.Orientovany objem a MAF XXII

Podle lemmatu 10.1.2 sCitance prislusejici
zobrazenim o ¢ S,, jsou vSechny rovné O a pro
o € S, plati

F(ea(l), . ,ea(m) — (—1)|0|F(e1, c . ,en).
Na zaveér tak dostavame

F(A): F(el, ce ,en) ZJGSn(_l)‘U|a’U(1)1 ce aa(n)n
= P(L) S yes, (=11 Goiayn

kde prislusna suma obsahuje n! s€itancu, jeden
pro kazdou permutaci o € S,,.
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.Zékladni vlastnosti determinantu I

10.2 Definice a zakladni vliastnosti
deter minantu

Determinantem c¢tvercové matice
A = (a;;) € K™" nazyvame vyraz

detA=| : . i =) (=) a,qyi-. agpmn

oesS,,
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.Zékladni vlastnosti determinantu I1

Pokud nehrozi zameéna s absolutni hodnotou,
pouzivame téz oznacCeni |A|. Determinant
Ctvercové matice radu n budeme nazyvat

determinant fadu n. Pro matici (a;;) € K°*°
dostavame vzorec

ailp aiz2 Qi3
21 Q92 Q93 |= (110422033 + Q21432013 1+ A31A12G023

asp as2 0433
— a31022013 — 4910412033 — 4110432093,

znamy jako Sarrusovo pravidlo.
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.Zékladni vlastnosti determinantu II1

Tvrzeni 10.2.1 Determinant transponované
matice sa rovna determinantu ptivodni matice,

t.].
det AT = det A
pro libovolnou matici A € K"*",

VSechny vysledky o determinantech matic si
zachovajl svou platnost, pokud v nich kazdy
vyskyt slova ,sloupec* nahradime slovem ,radek*

a naopak.
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.Zékladni vlastnosti determinantu IV

Tvrzeni 10.2.2 Necht1 <m <naA € K™"|e
blokova matice tvaru

A — BC)
0 D

kde B ¢ Km*m (C ¢ Km*(n—m) g
D ¢ Km—m)x(n-m) Potom

det A = det B - det D.
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.Zékladni vlastnosti determinantu V

(1) Pokud A4,..., A, |sou Ctvercové matice, tak
det diag(Aq,...,Ar) =det Ay -... - det Ay.

(2) Matice A € K™ se nazyva horni (dolini)
trojuhelnikova matice, pokud a;; = 0 pro
1 < g (resp. pre ¢ > 4). Pro horni i dolni
trojuhelnikové matice (tedy i diagonalni) plati

det A = ail ... Apn,
t.]. determinant takové matice je soucCinem

jejich diagonalnich prvk.
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.Charakterizace determinantu I

10.3 Charakterizace deter minantu a
regularnich matic

Véta 10.3.1 Determinant radu n je n-linearni
alternujici funkce K™*" — K sloupcl matice.
Navic, pro kazdy skalar ¢ € K existuje jediné
multilinearni alternujici zobrazeni F : K™" — K
sloupcl matice tak, ze F(I,,) = c. Toto F je dané
predpisem

F(A) = cdet A.
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.Charakterizace determinantu II

Determinant det : K™ — K |e jednoznhacne
ur¢eny ako n-linearni alternujici funkce sloupcu

matice tak, ze
detI,, = det(ey,...,e,) = 1.

Tato rovnost koresponduje s prirozenou volbou
jednotky orientovaného n-rozmerného objemu
v K" — je |i orientovany objem rovnobéznostenu
urceného vektory eq, ..., e, (vtomto poradi).
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.Charakterizace determinantu III

Veta 10.3.2 (Cauchy) Pro libovolné matice
A, B € K™" plati

det(A - B) = det A - det B;

t.]. determinant soucCinu matic se rovna soucinu
jejich determinantu.
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.Charakterizace determinantu IV

Véta 10.3.3 Ctvercova matice A € K™ je
regularni prave tehdy, kdyz det A # 0. V tomto
pripade

det(A™!) = (det A) ™.
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.Laplaceﬁv rozvo] determinantu I

10.4 Laplaceiv rozvoj determinantu

Pron = 0,1 neni co dokazovat. Budeme v dalSim
predpokladat, ze n > 2.
Dikaz véty 10.3.1. Nejprve dokazeme, ze

determinant je alternujici funkce. Necht
A € K™ je takova matice, ze

pro nejaké ¢ < j.
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.Laplaceﬁv rozvoj determinantu II

OznaCme 7 € §,, transpozici, ktera zameni prvky
¢ a 7 (a ostatni prvky ponecha na miste).

Pro vSechna &, < n plati
Akl = Ar(k)l-

Mnozinu vSech sudych permutaci mnoziny
{1,...,n} budeme oznaCovat jako 7 € A,,.
Zfejmeé pfirazenim o — 7 o ¢ je dana bijekce
A, — S,.
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.Laplaceﬁv rozvo] determinantu II1I

Podle definice determinantu

det A= det(s1(A),...,s,(A))
= Y es.(=D)azay1 . agyn
= 2ved, Qo)1 ---Qo(n)n — 2pes,—A, do(1)1 - - - Go(n)n
= D ved, o)1+ Ao(m)n — Dgea, Hroo)(1)1 - - - U(ros)(n)n

= > oen, (Go)1-- - Gom)n = Alros)(1)1 - - - G(roa)(n)n)
_—
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.Laplaceﬁv rozvoj determinantu IV

Dokazeme, ze det A je linearni funkce j-tého
sloupce (ay;, - - .,a,;). Pro i < n oznacme
Sn(i,j7) ={o € S,; 1 =0(j)} apolozme

Qij = ZGESn(iaJ)(_1)|G|aU(1) 1+ Qo(j=1)j-1%6(j+1) j+1 - - - o(n) n-

Potom zrejme

det A= Z?:l Q;jQi; = (CNLU; Ce a&nj) ' (alja e anj)Tv

coz dokazuje linearitu.
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.Laplaceﬁv rozvoj determinantu V

Determinant je rovneéz multilinearni alternuijici
funkce fadku matice a (protoze

oc€S,(i,7) & o1 €8,(j,1)) pro i-ty fadek

(a1, ..., a;,) Matice A jeji determinant ma rozvoj

det A= Z?:1 az-j&ij

— (Cbil, c e ,am) y (ELH, c e ,&m)T,

se stejne definovanymi koeficienty a;;.
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.Laplaceﬁv rozvoj determinantu VI

Uvedeny prvek a;; nazyvame algebraickym
doplnkem prvku a;; v matici A. Matici
A = (@;;)nxn NAzyvame matici algebraickych
doplrikd k matici A.
Tvrzeni 10.4.1 Necht A;; oznaCuje matici radu
n — 1, ktera vznikne z matice A € K™*"
vynechanim i-teého radku a j-tého sloupce.
Potom

aij = (—1)"7[Ayl.

10. DETERMINANTY — p.54/72



.Laplaceﬁv rozvoj determinantu VII

Determinanty matic, které vzniknou vynechanim
nékterych fadku a stejného poctu sloupcl

Z matice A € K™, nazyvame jejimi minory,
pfipadné subdeterminanty determinantu |A|.
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.Laplaceﬁv rozvo] determinantu VIII

Véta 10.4.2 (Laplaceova) Necht A € K"*"™,
1 <k, [ <n.Potom

Uvedené soucty nazyvame Laplaceovymi
rozvoji determinantu |A| — prvni podle k-tého
radku, druhy podle [-teho sloupce.
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.Vypoéet determinantu I

10.5 VypocCet deter minantu

Kazdy determinant je multilinearni alternujici
funkci jak fadku tak i sloupct matice.

Pravidla

(0) Determinant trojuhelnikové matice se rovna
soucinu jejich diagonalnich prvku.
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.Vypoéet determinantu II

(1) Vymeénou poradi dvou fadkl nebo sloupcti matice

se hodnota jejiho determinantu zméni na opacnoul.

(2) Vynasobenim nejakéeho radku nebo sloupce matice

(3)

nenulovym skalarem ¢ € K sa jeji determinant
zméni na c-nasobek plvodni hodnoty.

PripoCtenim skalarniho nasobku néjakého radku
matice k jejimu jinému radku, resp. nasobku
néjakého jejiho sloupce k jinému sloupci se
hodnota jejiho determinantu nezmeni.
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.Vypoéet determinantu III

(4) Pokud matice obsahuje nulovy radek nebo
sloupec, pripadné dva stejné radky nebo
sloupce, tak jeji determinant je O.

(5) Necht vsechny prvky ¢-tého radku pripadne
7-tého sloupce matice A s vyjimkou prvku a;;
jsou rovné 0. Potom

(6) a11

a21

ai2
a9

Al = (=1)"a; | Ayl

= 11022 — A210412-
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.Vypoéet determinantu IV

Vypocitame tzv. Vandermonduv determinant

radu n
1 2y 22 ... a !
1 29 23 ... ah?
VDn(ZEl, Loy ... ,an) —
2 n—1
I zp =, ...
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.Vypoéet determinantu V

Odectenim prvniho radku od vSech ostatnich
radku dostaneme

~1
1 T T4 xy
~1 ~1
0 xo—11 x5— a2 Ty T — a7
VD, (21, %2, ..., %)=
- ~1
0 zp,—11 22— gt — g7
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.Vypoéet determinantu VI

Naslednym rozvojem podle prvniho sloupce

dostaneme

To—1x x5 —x ... aht gt
VD, (z1,22,...,2,) =

Tn—11 x2—x2 ... Pl gt

Odecteme nyni od kazdého sloupce pocCinaje
druhym z;-nasobek predchazejiciho sloupce.
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.Vypoéet determinantu VII

V determinantu, ktery ziskame, je na misté (i, k),
kdel <:<n-1,1<k<n-—1,prvek

(xfﬂ — iclf) — fl(xfj:ll - xlf_l) = xfﬁl(%‘ﬂ — T1).

Pokud vytkneme z ¢-tého radku Cinitel z;,; — x;,
postupné nam vyjde

ro —x1 To(xoy—x1) ... g 2(x2—x1)

VDn(x17x27'°'7xn) — )

Tp—T1 Tp(Tp—21) ... 2"°2%(z, — 21)
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.Vypoéet determinantu VIII

1 x5 xh 2
VD, (z1,22,...,2,) = (2 —x1)...(Tn —x1) : :
1 z, g2

(w2 — 1) .. (zn — 21) VDp_1(2a, ..o, 20).

Podobné
VD, _1(x2,...,x,) = (x3—23) ... (xp—22) VD,_o(x3,...,Zp),

atd.
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.Vypoéet determinantu IX

Protoze zejména VD, (zx,) = 1, dostaneme
vysledek

VD, (21,22,...,%,) = H (zj — x;),

1<i<y<n

kde symbolom ] | oznaCujeme soucin
prislusnych c&initelu.
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.Inverzni matic® @ Cramerovo prav. I

10.6 Inverzni matice a Cramerovo
pravidlo

Necht A €¢ K™ a1l <14,k <n jsou ruzné indexy.
Oznacme B matici, ktera vznikne z matice A
nahrazenim jejiho k-teho radku :-tym radkem.
Potom matice B ma (aspon) dva radky stejné, a
to ¢-ty a k-ty, proto |B| = 0.

Na druhé strane se matice A a B liSi nanejvys

v k-tem fadku, proto Ay; = By, pro kazdeé

1 <j<n.
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.Inverzni matic® & Cramerovo prav. 11

Z tohoto duvodu jsou algebraické doplriky
odpovidajicich si prvku k-tych fadkt obou matic
stejne:

Bkj — (—1)k+j‘Bkj’ — (_1)k+j‘Akj‘ — Zij.

Rozvineme-li determinant matice B podle jejiho
k-tého radku, dostaneme

n

det B = zn: bkjgkj — Z az-jiikj = 0.

j=1 j=1
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.Inverzni matic® & Cramerovo prav. 111

Spojeni této rovnosti s Laplaceovym rozvojem
determinantu matice A podle k-tého fadku dava

~

S0 aiik; = ri(A)-ri(A)

~T ( A ro: =k,
0, pro: =# k.

\

Jinak receno,

~

T
A-A =]|A|L,.
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.Inverzni matic® @ Cramerovo prav. IV

nverzni matici k regularni Ctvercové matici A
notom dostaneme tak, ze transponovanou matici
jejich algebraickych doplnkt vydélime
determinantem |A|.

Véta 10.6.1 Necht A € K™™ je regularni matice.

Potom

1
Al = A
JA|
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.Inverzni matic® @ Cramerovo prav. V

Priklad 10.6.2 Najdéme inverzni matici k realné

maticl
A = (1 2).
5 —3

Jeji determinant a matici algebraickych dopliku
vypocteme snadno:

~ (-3 =5
Al =1-(—3)=5-(-2) =T, A( A )
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.Inverzni matic® & Cramerovo prav. VI

Proto
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.Inverzni matic® @ Cramerovo prav. VII

Veta 10.6.3 (Cramerovo pravidlo) Necht
A € K™" je regularni matice, b € K™ a pro
1 <73 <nnecht A}) oznacuje matici, ktera
vznikne z matice A nahrazenim jejiho j-tého

sloupce sloupcovym vektorem b. Potom
soustava A -x = b ma jediné reseni

T
L [(1AP] 1A AR
Al A A]
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