2. ZÁKLADY MATICOVÉHO POÈTU

V tejto kapitole sa zoznámime s maticami, t. j. obdå¿nikovými tabuţkami, pomocou ktorých budeme kódovaż najrôznejźie dôle¿ité údaje o vektorových priestoroch, a nauèíme sa s nimi zaobchádzaż. Niektoré operácie s maticami budú zatiaţ nemotivované, ich význam vyjde najavo a¿ neskôr. Od èitateţa tak ¿iadame istú dávku trpezlivosti, podobnú tej, akú musí prejaviż prváèik na základnej źkole, ktorý tie¿ musí najprv zvládnuż jednotlivé písmenká, potom sa nauèiż, ako sa z nich skladajú slová, a a¿ potom mô¿e zaèaż èítaż zmysluplné texty. Tento vklad sa nám zúroèí neskôr, keï nám umo¿ní hladko napredovaż a nezdr¿iavaż sa pri nepodstatných otázkach.

Pri prvom èítaní mo¿no vynechaż odstavce venované blokovým maticiam a maticiam nad vektorovými priestormi. Celkom postaèí nalistovaż si prísluźnú èasż a¿ vo chvíli, keï sa s blokovými maticami stretneme v ïalźích kapitolách.

2.1. Matice nad danou mno¿inou

2.1.2. Typy matíc. Nech X je ţubovoţná mno¿ina a m, n ∈ N. Maticou typu m × n, alebo tie¿ m×n-rozmernou maticou nad mno¿inou X rozumieme obdå¿nikovu tabuţku

A = a_{11} a_{12} . . . a_{1n} a_{21} a_{22} . . . a_{2n} . . . . ... . . a_{m1} a_{m2} . . . a_{mn} ,

pozostávajúcu z prvkov mno¿iny X. Skrátene tie¿ píźeme A = (a_{ij})_m�_n, alebo len A = (a_{ij} ). Prvky a_{ij} ∈ X, kde 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, sa nazývajú prvkami matice A. Prvok a_{ij} nachádzajúci sa v i-tom riadku a j-tom ståpci matice A nazývame tie¿ prvok v mieste (i, j), prípadne (i, j)-ty prvok matice A. Mno¿inu vźetkých m×n-rozmerných matíc nad mno¿inou X znaèíme X^m�^n. Ak m = n, hovoríme o źtvorcových maticiach rádu n nad mno¿inou X.

Poznamenajme, ¿e v prípade, keï niektoré z èísel m, n je 0, mno¿ina X^m�^n pozostáva z jedinej a to prázdnej matice ∅. Neskôr sa uká¿e rozumné stoto¿niż túto maticu s tzv. nulovou maticou. Aby sme sa vyhli trivialitám, budeme sa v¿dy baviż len o maticiach kladných rozmerov m × n, èitateţ by si vźak mal aspoò obèas uvedomiż, ¿e väèźina naźich úvah si zachováva platnosż aj v prípade, keï m = 0 alebo n = 0.

Dve matice nad mno¿inou X pova¿ujeme za navzájom rovné alebo toto¿né, ak majú rovnaké rozmery a rovnaké prvky na prísluźných miestach. To znamená, ¿e pre matice A = (a_{ij} )_m�_n, B = (b_{ij} )_p�_q nad X kladieme A = B práve vtedy, keï m = p, n = q a pre vźetky i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n platí a_{ij} = b_{ij} .

Mno¿ina matíc typu 1 × n nad X splýva s mno¿inou X^n, ak usporiadané n-tice prvkov z X zapisujeme do riadku. Podobne, ak usporiadné m-tice prvkov z X zapisujeme do ståpca, tak mno¿ina matíc typu m × 1 nad X splýva s mno¿inou X^m. 1

Pokiaţ bude z kontextu jasné, èi ide o riadky alebo ståpce, prípadne, ak na tom nebude zále¿aż, budeme písaż jednoducho X^n, X^m a pod. Podrobnejźie oznaèenie X^1�^n, X^m�^1 a pod. budeme pou¿ívaż, len ak bude treba rozlíźiż riadky a ståpce.

2.1.2. Riadky a ståpce matice. Nech A = (a_{ij} ) ∈ X^m�^n. Usporiadanú n-ticu

r_i(A) = (a_{i1}, a_{i2}, . . . , a_{in}) ∈ X^1�^n,

kde 1 ≤ i ≤ m, nazývame i-tym riadkom matice A. Podobne, usporiadnú m-ticu

s_j (A) = a_{1j} a_{2j} . . a_{mj} ,

kde 1 ≤ j ≤ n, nazývame j-tym ståpcom matice A. Maticu A tak mo¿no stoto¿niż so ståpcom jej riadkov ako aj s riadkom jej ståpcov, t. j.

A = a_{11} a_{12} . . . a_{1n} a_{21} a_{22} . . . a_{2n} . . . . ... . . a_{m1} a_{m2} . . . a_{mn} = r_1(A) r_2(A) . . r_m(A) = (s^1(A), s^2(A), . . . , s^n(A)).

2.1.3. Transponovaná matica. Maticu, ktorú získame z matice A = (a_{ij} )_m�_n zámenou jej riadkov a ståpcov, nazývame transponovanou maticou k matici A a znaèíme ju A^T . Teda trochu podrobnejźie

A^T = a_{11} a_{21} . . . a_{m1} a_{12} a_{22} . . . a_{m2} . . . . .. . . . a_{1n} a_{2n} . . . a_{mn} .

To znamená, ¿e A^T ∈ X^n�^m a prvok v mieste (i, j) matice A^T je a_{ji}.

Zrejme pre ţubovoţnú maticu A ∈ X^m�^n platí

(A^T )^T = A.

Transpozíciou matíc-riadkov z X^1�^n dostaneme matice-ståpce z X^n�^1 a transpozíciou matíc-ståpcov z X^m�^1 matice-riadky z X^1�^m. Na základe tejto poznámky mo¿no nahliadnuż, ¿e pre ţubovoţnú maticu A ∈ X^m�^n a 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n platí

s_i(A^T ) = r_i(A)^T , r_j(A^T ) = s_j (A)^T .

ľtvorcová matica A ∈ X^n�^n sa nazýva symetrická, ak A = A^T , t. j. ak a_{ij} = a_{ji} pre vźetky i, j = 1, . . . , n. Postupnosż prvkov (a_{11}, a_{22}, . . . , a_{nn}) nazývame diagonálou źtvorcovej matice A. Transponovanú maticu k źtvorcovej matici A zrejme získame " osovou súmernosżou\ jej prvkov podţa diagonály.

2.1.4. Blokové matice. Niekedy bude u¿itoèné spojiż dve matice A ∈ X^m�^{n1} , B ∈ X^m�^{n2} s rovnakým poètom riadkov do jednej matice tak, ¿e prísluźné tabuţky jednoducho napíźeme vedţa seba. Výsledná matica je typu m × (n_1 + n_2) a znaèíme ju (A, B), prípadne (A | B).

Podobne mo¿no spojiż dve matice A ∈ X^{m1}�^n, B ∈ X^{m2}�^n s rovnakým poètom ståpcov do jednej matice tak, ¿e prísluźné tabuţky napíźeme pod seba. Výsledná matica

je typu (m_1 + m_2) × n a znaèíme ju ( A B ) , prípadne ( A B ) . Práve popísané konźtrukcie sú príkladmi tzv. blokových matíc. Pôvodné matice, z ktorých takto vytvárame blokovú maticu, potom nazývame jej blokmi. Takisto mô- ¿eme vedţa seba resp. pod seba zoradiż väèźí poèet blokov, nie len dva.

Naopak, niekedy sa mô¿e ukázaż úèelné vyznaèiż v danej matici nejaké menźie obdå¿nikove èasti ako jej bloky. Vtedy hovoríme o tzv. blokovom tvare danej matice. Príkladom toho bol zápis matice A ∈ X^m�^n ako riadku jej ståpcov, prípadne ako ståpca jej riadkov.

Uvedené dve schémy vytvárania blokových matíc " vedţa seba\ a " pod seba\ mo¿no tie¿ kombinovaż. Napr. z matíc A_{11} ∈ X^{m1}�^{n1} , A_{12} ∈ X^{m1}�^{n2} , A_{21} ∈ X^{m2}�^{n1} , A_{22} ∈ X^{m2}�^{n2} mo¿no vytvoriż blokovú maticu ( A_{11} A_{12} A_{21} A_{22} )

typu (m_1 + m_2) × (n_1 + n_2).

Túto konźtrukciu mo¿no zrejmým spôsobom zovźeobecniż i na väèźie systémy matíc. Voţne povedané, blokové matice sú vlastne matice, ktorých prvkami sú opäż matice, prièom vźetky matice v tom istom riadku blokovej matice majú rovnaký poèet riadkov a vźetky matice v tom istom ståpci blokovej matice majú rovnaký poèet ståpcov. Takto chápanú blokovú maticu mo¿no zapísaż v tvare

A = (A_{ij} )_k�_l =

A_{11} . . . A_{1l} . . .. . . . A_{k1} . . . A_{kl} ,

prièom jednotlivé bloky A_{ij} sú matice nad X rozmerov m_i × n_j, kde (m_1, . . . , m_k), (n_1, . . . , n_l) sú nejaké koneèné postupnosti prirodzených èísel. Maticu nad mno¿inou X z tejto " matice matíc\ dostaneme tak, ¿e si v A odmyslíme vnútorné zátvorky oddeţujúce jej jednotlivé bloky A_{ij} .

2.2. Matice nad daným poţom

Na mno¿ine X, nad ktorou sme vytvárali prísluźné matice, sme zatiaţ nepredpokladali nijakú ïalźiu źtruktúru. Jednako na mno¿inách matíc X^m�^n sa nám pomerne bohatá źtruktúra prirodzene vynorila. Vźetky doposiaţ zavedené maticové operácie a vlastnosti vźak mali výluène pozièný charakter { zakladali sa na reprezentácii ka¿dej matice ako prísluźnej obdå¿nikovej tabuţky. Ïalźie maticové operácie a vlastnosti, ktoré hodláme zaviesż a neskôr vyu¿ívaż, u¿ budú podmienené prítomnosżou istej źtruktúry na mno¿ine X.

Najdôle¿itejźí a, a¿ na pár výnimiek, vlastne jediný druh matíc, ktorými sa budeme v tomto kurze zaoberaż, tvoria matice nad nejakým poţom. Teda v celom paragrafe K oznaèuje pevne zvolené, inak vźak ţubovoţné pole. V súlade s predoźlým paragrafom K^m�^n, kde m, n ∈ N, oznaèuje mno¿inu vźetkých matíc typu m × n nad poţom K.

2.2.1. Vektorový priestor matíc. Pre pevné m, n ∈ K budeme na mno¿ine matíc K^m�^n de˛novaż po zlo¿kách operácie súètu a skalárneho násobku. Teda pre matice A = (a_{ij} )_m�_n, B = (b_{ij})_m�_n nad K a c ∈ K polo¿íme

A + B = (a_{ij} + b_{ij} )_m�_n, cA = (ca_{ij})_m�_n. Podotýkame, ¿e súèet matíc A+B je de˛novaný len pre matice A, B rovnakého typu a samotná matica A+B je toho istého typu ako A a B. Neutrálnym prvkom operácie sèítania na K^m�^n je matica typu m × n, ktorej vźetky prvky sú nulové; nazývame ju nulová matica typu m × n a oznaèujeme ju 0_{m,n}, prípadne len 0, keï jej rozmer je jasný z kontextu alebo na òom nezále¿í. Opaèným prvkom k matici A = (a_{ij} )_m�_n je zrejme matica −A = (−a_{ij} )_m�_n.

Èitateţ si iste sám ţahko overí, ¿e matice ţubovoţného pevného typu m × n nad poţom K s takto de˛novanými operáciami súètu a skalárneho násobku tvoria vektorový priestor nad poţom K. Odteraz teda K^m�^n u¿ oznaèuje nielen mno¿inu takýchto matíc, ale prísluźný vektorový priestor. Nám u¿ známe vektorové priestory K^1�^n a K^m�^1 riadkových resp. ståpcových vektorov sú zrejme źpeciálnymi prípadmi vektorových priestorov matíc.

2.2.2. Násobenie matíc. Okrem źtruktúry vektorového priestoru na mno¿ine matíc pevného typu m×n budeme de˛novaż aj operáciu násobenia matíc, ktorá spája matice rôznych, "vhodne do seba zapadajúcich\ rozmerov.

Pod vplyvom doterajźieho výkladu èitateţ po takomto nadpise asi oèakáva, ¿e i súèin matíc budeme de˛novaż na mno¿ine K^m�^n po zlo¿kách. I keï by to, samozrejme, bolo mo¿né a na prvý pohţad sa to zdá prirodzené, násobenie matíc budeme de˛novaż diametrálne odliźným spôsobom, ktorý sa nám zatiaţ mô¿e zdaż èudný a neprirodzený. Dôvody pre takúto de˛níciu budú postupne vychádzaż najavo a jej prednosti budeme maż mnohokrát mo¿nosż oceniż.

Najprv sa nauèíme násobiż niektoré dvojice vektorov. Pod súèinom x·y riadkového vektora x = (x1, . . . , x_n) ∈ K1�^n a ståpcového vektora y = (y1, . . . , y_n)^T ∈ K^n�1 rozumieme skalár

x · y = (x_1, . . . , x_n) · y_1 . . y_n = x1y1 + . . . + xnyn = n∑ i=1 x_iy_i .

Teda, a¿ na "nepochopiteţné\ mieźanie riadkových a ståpcových vektorov, ide o be¿ný " skalárny súèin\ vektorov x, y ∈ K^n.

Pre takto de˛novaný súèin vektorov sú tie¿ splnené dobre známe vlastnosti "skalárneho súèinu\. ěahko mo¿no nahliadnuż, prípadne priamym výpoètom overiż, ¿e pre vźetky n ∈ N, c ∈ K a x, x0 ∈ K^1�^n, y, y0 ∈ K^n�^1 platí x · (y + y0) = x · y + x · y0, (x + x0) · y = x · y + x0 · y, x · cy = c(x · y) = cx · y, x · y = y^T · x^T . Hovoríme, ¿e násobenie riadkových a ståpcových vektorov je distributívne (z oboch strán) vzhţadom na sèítanie a komutuje, t. j. je zameniteţné s operáciou skalárneho násobku. Poslednú rovnosż mo¿no chápaż ako svojho druhu "komutatívnosż\ tohto súèinu; vïaèíme za òu komutatívnosti násobenia v poli K.

Nech m, n, p ∈ N a A = (a_{ij} )_m�_n, B = (b_{jk})_n�_p. Pod súèinom matíc A, B rozumieme maticu A · B = (r_i(A) · s_k(B))_m�_p.

Vźimnime si, ¿e súèin matíc A, B je de˛novaný, len ak sa poèet ståpcov matice A rovná poètu riadkov matice B, t. j. práve vtedy, keï riadky matice A a ståpce matice B majú rovnaký rozmer. Ïalej, súèin matíc typov m×n a n×p je matica typu m×p, èo si mo¿no ţahko zapamätaż v symbolickom tvare [m × n] · [n × p] = [m × p], pripomínajúcom rozmerové vzżahy vo fyzike. ľpeciálne, súèin dvoch źtvorcových matíc typu n × n je opäż matica typu n × n. Koneène, prvok na mieste (i, k) matice A · B dostaneme ako súèin i-teho riadku matice A a k-teho ståpca matice B, teda ako výraz

r_i(A) · s_k(B) = (a_{i1}, . . . , a_{in}) · b_{1k} . . b_{nk} = a_{i1}b_{1k} + . . . + a_{in}b_{nk} = n∑ j=1 a_{ij} b_{jk} .

Na základe toho mo¿no ţahko nahliadnuż (prípadne priamym výpoètom overiż) nasledujúce rovnosti r_i(A · B) = r_i(A) · B, s_k(A · B) = A · s_k(B). Násobenie matíc je (z oboch strán) distributívne vzhţadom na sèítanie. To znamená ¿e pre ţubovoţné m, n ∈ N a matice A, A0 ∈ K^m�^n, B, B0 ∈ K^n�^p platí A · (B + B0) = A · B + A · B0, (A + A0) · B = A · B + A0 · B. Vïaka distributívnosti súèinu vektorov voèi ich súètu je toti¿ jasné, ¿e (i, k)-ty prvok matice A · (B + B0) je

r_i(A) · s_k(B + B0) = r_i(A) · (s_k(B) + s_k(B0)) = r_i(A) · s_k(B) + r_i(A) · s_k(B0),

teda sa rovná (i, k)-temu prvku matice A · B + A · B0. Rovnako pre druhú rovnosż.

Podobne, s vyu¿itím zameniteţnosti súèinu vektorov a skalárneho násobku mo¿no dokázaż, ¿e pre ţubovoţný skalár c ∈ K a vźetky matice A ∈ K^m�^n, B ∈ K^n�^p platí A · cB = c(A · B) = cA · B. Hovoríme, ¿e násobenie matíc komutuje, t. j. je zameniteţné s operáciou skalárneho násobku.

Násobenie matíc je tie¿ asociatívne v nasledujúcom zmysle: súèin matíc A · (B · C) je de˛novaný práve vtedy, keï je de˛novaný súèin (A · B) · C, a v takom prípade sa obe matice rovnajú. Teda podrobnejźie, pre m, n, p, q ∈ N a A ∈ K^m�^n, B ∈ K^n�^p, C ∈ K^p�^q platí A · (B · C) = (A · B) · C. Na dôkaz toho si staèí uvedomiż, ¿e pre ţubovoţné vektory x = (x_1, . . . , x_n) ∈ K^1�^n, y = (y_1, . . . , y_p)^T ∈ K^p�^1 platí

x · (B · y) = (x_1, . . . , x_n) · ∑_p k=1 b_{1k}y_k . . ∑_p k=1 b_{nk}y_k = n∑ j=1 x_j (^p∑ k=1 b_{jk}y_k )

= p∑ k=1 (^n∑ j=1 x_j b_{jk} ) y_k = (^n∑ j=1 x_j b_{j1}, . . . , n∑ j=1 x_j b_{jp} ) · y_1 . . y_p = (x · B) · y.

Potom pre 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ l ≤ q, prvok na mieste (i, l) matice A · (B · C) je

r_i(A) · s_l(B · C) = r_i(A) · (B · s_l(C)) = (r_i(A) · B) · s_l(C) = r_i(A · B) · s_l(C),

teda sa rovná (i, l)-tému prvku matice (A · B) · C.

ľtvorcovú maticu rádu n, ktorá má vźetky prvky na diagonále rovné 1 a mimo diagonály 0, oznaèujeme I_n a nazývame jednotkovou maticou rádu n. S pou¿itím tzv. Kroneckerovho symbolu δ_{ij} = { 1, ak i = j, 0, ak i ≠ j,

mô¿eme písaż

I_n = (δ_{ij} )_n�_n =

1 0 . . . 0 0 0 1 . . . 0 0 . . . . ... . . . . 0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 0 1 .

Jednotkové matice hrajú úlohu neutrálnych prvkov pre násobenie matíc. Presnejźie, pre ţubovoţnú maticu A ∈ K^m�^n platí I_m · A = A = A · I_n. Rozmyslite si preèo.

ľpeciálne, mno¿ina K^n�^n vźetkých źtvorcových matíc rádu n je tak popri źtruktúre vektorového priestoru navyźe vybavená asociatívnou operáciou násobenia, ktorá je (z oboch strán) distributívna vzhţadom na sèítanie matíc, komutuje s operáciou skalárneho násobku a jednotková matica I_n je jej neutrálny prvok. To nám, podobne ako pre prvky poţa K, umo¿òuje zaviesż i mocniny źtvorcových matíc. Pre A ∈ K^n�^n, kladieme A^0 = I_n a A^k = A · . . . · A k-krát , ak 0 < k ∈ N; teda A^1 = A, A^2 = A · A, A^3 = A · A · A, atï.

Na druhej strane si treba uvedomiż, ¿e pre n > 1 { napriek komutatívnosti násobenia v poli K { násobenie matíc z pozièných dôvodov nie je komutatívne na K^n�^n. Napríklad ( 1 1 0 1 ) · ( 0 1 1 1 ) = ( 1 1 + 1 1 1 ) , ( 0 1 1 1 ) · ( 1 1 0 1 ) = ( 0 1 1 1 + 1 ) . (Uvedomte si, ¿e na to, aby oba súèiny A · B, B · A boli de˛nované a mali rovnaké rozmery, teda, aby vôbec malo zmysel uva¿ovaż o komutatívnosti súèinu, A, B musia byż źtvorcové matice rovnakého typu.)

Napriek tomu komutatívnosż násobenia v poli K má za dôsledok, ¿e pre vźetky m, n, p a matice A ∈ K^m�^n, B ∈ K^n�^p platí rovnosż

(A · B)^T = B^T · A^T .

Naozaj, (A · B)^T aj B^T · A^T sú matice typu p × m a pre 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k ≤ p, (k, i)-ty prvok matice (A · B)^T je (i, k)-ty prvok matice A · B, t. j.

r_i(A) · s_k(B) = s_k(B)^T · r_i(A)^T = r_k(B^T ) · s_i(A^T ),

èo je (k, i)-ty prvok matice B^T ·A^T . Pritom sme vyu¿ili u¿ spomínanú " komutatívnosż\ x · y = y^T · x^T súèinu vektorov.

Na margo poslednej rovnosti eźte podotknime, ¿e pre x ∈ K^1�^n, y ∈ K^m�^1 je taktie¿ de˛novaný súèin y · x. Nie je to vźak skalár, ale matica typu m × n:

y · x = (y_ix_j )_m�_n = y_1x_1 . . . y_1x_n . . ... . . y_mx_1 . . . y_mx_n .

Teda, okrem prípadu m = n = 1, rovnosż x·y = y ·x nemô¿e nastaż u¿ z rozmerových dôvodov.

2.2.3. Operácie s blokovými maticami. Operácie maticového súètu a skalárneho násobku, vïaka tomu, ¿e boli de˛nované po zlo¿kách, mo¿no na blokových maticiach rozlo¿iż na jednotlivé bloky. Ak A = (A_{ij} )_k�_l, B = (B_{ij} )_k�_l sú blokové matice nad poţom K, prièom zodpovedajúce si bloky A_{ij} , B_{ij} majú rovnaký typ m_i × n_j , tak ich súèet je opäż bloková matica

A + B = (A_{ij} + B_{ij} )_k�_l s blokmi rovnakých typov. S operáciou skalárneho násobku je to eźte jednoduchźie, lebo sa nemusíme staraż o zhodnosż rozmerov jednotlivých blokov. Pre c ∈ K jednoducho dostávame cA = (cA_{ij})_k�_l. Bloková źtruktúra sa prenáźa aj na súèin matíc za podmienky, ¿e ståpce prvej matice sú v rovnakom poradí rozdelené na rovnaký poèet rovnako veţkých skupín, povedzme n_1 + n_2 + . . . + n_ν , ako riadky druhej matice. Teda ak A = (A_{ij})_μ�_ν , B = (B_{jk})_ν�_ϑ sú blokové matice nad K, prièom blok A_{ij} je typu m_i × n_j a blok B_{jk} typu n_j × p_k, tak aj ich súèin je bloková matica tvaru A · B = (C_{ik})_μ�_ϑ, kde blok

C_{ik} = A_{i1} · B_{1k} + A_{i2} · B_{2k} + . . . + A_{in} · B_{nk}

je typu m_i × p_k. Inak povedané, blokové matice násobíme tak ako "obyèajné\ matice, len s tým rozdielom, ¿e súèet resp. súèin v poli K nahradíme súètom resp. súèinom matíc. Vo výsledku, ak chceme, si nakoniec mô¿eme odmyslież zátvorky oddeţujúce jednotlivé bloky a matica, ktorú takto dostaneme, sa rovná matici, ktorú by sme dostali, keby sme "normálne\ vynásobili "odblokované\ matice A a B.

Jednotkové matice I_n sú príkladom tzv. diagonálnych matíc. ľtvorcovú maticu A = (a_{ij})_n�_n nazývame diagonálnou, ak a_{ij} = 0 pre vźetky i ≠ j, t. j. ak vźetky jej prvky mimo diagonály sú nuly.

Diagonálnu maticu, ktorá má na diagonále postupne prvky d_1, d_2, . . . , d_n ∈ K znaèíme diag(d_1, d_2, . . . , d_n). Teda napr.

I_n = diag(1, . . . , 1

n-krát ). Podobne mo¿no de˛novaż aj tzv. blokovo diagonálne matice. Ak A_1, A_2, . . . , A_k sú źtvorcové matice rádov n_1, n_2, . . . , n_k, tak blokovo diagonálnou maticou s blokmi A_1, A_2, . . . , A_k nazývame źtvorcovú blokovú maticu

diag(A_1, A_2, . . . , A_k) =

A_1 0 . . . 0 0 A_2 . . . 0 . . . . ... . . 0 0 . . . A_k ,

kde 0 nachádzajúca sa na mieste (i, j) oznaèuje nulovú maticu 0_{ninj} .

Pred chvíţou uvedené pravidlo o súèine blokových matíc sa redukuje na obzvláźż jednoduchý tvar pre blokovo diagonálne matíce { ich násobenie toti¿ funguje diagonálne po zlo¿kách. Ak A = diag(A1, . . . , A_k), B = diag(B1, . . . , B_k) sú blokovo diagonálne matice, prièom zodpovedajúce si bloky A_i, B_i sú źtvorcové matice rovnakého rádu n_i, tak aj ich súèin je blokovo diagonálna matica tvaru

A · B = diag(A_1 · B_1, . . . , A_k · B_k)

so źtvorcovými blokmi rádov n_1, . . . , n_k. ľpeciálne, pre " obyèajné\ diagonálne matice platí diag(a_1, . . . , a_n) · diag(b_1, . . . , b_n) = diag(a_1b_1, . . . , a_nb_n).

Formuláciu analogických pravidiel pre súèet a skalárny násobok (blokovo) diagonálnych matíc prenechávame èitateţovi.

2.3. Matice nad vektorovým priestorom

Matice nad typu m × n nad poţom K sú źpeciálnym druhom blokových matíc. Maticu A = (a_{ij} ) ∈ K^m�^n mô¿eme pova¿ovaż jednak za blokovú maticu s blokmi a_{ij} typu 1 × 1, jednak, ako sme u¿ neraz naznaèili, mô¿eme sa na òu dívaż ako na riadok jej ståpcov resp. ako na ståpec jej riadkov. V takom prípade A chápeme ako maticu typu m×1 nad vektorovým priestorom K^1�^n, resp. ako maticu typu 1×n nad vektorovým priestorom K^m�^1. Konkrétna podoba týchto vektorových priestorov je vźak teraz pre nás nepodstatná { pre ţubovoţné m, n ∈ N a ţubovoţný (abstraktný) vektorový priestor V máme toti¿ de˛novanú mno¿inu V^m�^n vźetkých matíc nad mno¿inou V .

Na mno¿ine V^m�^n mo¿no zaviesż operácie súètu a skalárneho násobku po zlo¿kách. V^m�^n s týmito operáciami opäż tvorí vektorový priestor nad poţom K. Èitateţovi prenechávame, aby si sám doplnil a premyslel potrebné detaily.

My sa teraz sústredíme na zovźeobecnenie operácie skalárneho násobku K ×V → V na operácie súèinu medzi maticami vhodných typov nad K a nad V . Pre matice A = (a_{ij} ) ∈ K^m�^n, α = (u_{jk}) ∈ V^n�^p kladieme A · α = (v_{ik}) ∈ V^m�^p, kde v_{ik} = n∑ j=1 a_{ij}u_{jk} .

Teda súèin A·α de˛nujeme z formálneho hţadiska rovnako ako súèin matíc nad poţom K, len s tým rozdielom ¿e operácia súètu v K je nahradená operáciou súètu vo V a operácia súèinu v K operáciou skalárneho násobku K × V → V .

Celkom obdobne ako v odstavci 2.2.2 aj pre násobenie matíc nad V maticami nad K mo¿no overiż distributívnosż (z oboch strán) vzhţadom na sèítanie, zameniteţnosż s operáciou skalárneho násobku, asociatívnosż a postavenie jednotkových matíc ako neutrálnych prvkov. To znamená, ¿e pre vźetky l, m, n, p ∈ N, c ∈ K, A, B ∈ K^m�^n, C ∈ K^l�^m α, β ∈ V^n�^p platí: A · (α + β) = A · α + A · β, (A + B) · α = A · α + B · α, A · (cα) = c(A · α) = (cA) · α, C · (A · α) = (C · A) · α, I_n · α = α. Vzhţadom na naźu dohodu, podţa ktorej xc = cx pre c ∈ K, x ∈ V , mô¿eme de˛novaż aj súèin matíc β = (v_{ij} ) ∈ V^m�^n, B = (b_{jk}) ∈ K^n�^p v obrátenom poradí ako maticu β · B = (w_{ik}) ∈ V^m�^p takú, ¿e w_{ik} = n∑ j=1 v_{ij} b_{jk} = n∑ j=1 b_{jk}v_{ij} .

S vyu¿itím poslednej de˛nície mo¿no pre A ∈ K^m�^n, α ∈ V^n�^p, β ∈ V^m�^n, B ∈ K^n�^p dokázaż tie¿ rovnosti

(A · α)^T = α^T · A^T , (β · B)^T = B^T · β^T .

Aplikáciou týchto vzżahov na predchádzjúci zoznam rovností (no taktie¿ priamo) mo¿no aj pre súèin matíc tvaru β · B, kde β ∈ V^m�^n, B ∈ K^n�^p, overiż jeho distributívnosż (z oboch strán) vzhţadom na sèítanie, zameniteţnosż s operáciou skalárneho násobku, asociatívnosż a postavenie jednotkových matíc ako neutrálnych prvkov. To znamená, ¿e pre vźetky m, n, p, q ∈ N, c ∈ K, α, β ∈ K^m�^n, A, B ∈ V^n�^p, C ∈ K^p�^q platí: (α + β) · A = α · A + β · A, α · (A + B) = α · A + α · B, α · (cA) = c(α · A) = (cα) · A, α · (A · C) = (α · A) · C, α · I_n = α. Taktie¿ vzżahy pre riadky a ståpce súèinu z odseku 2.2.2 zostávajú zachované pre oba typu súèinov matíc nad K a V , t. j. r_i(A · α) = r_i(A) · α, s_k(A · α) = A · s_k(α) r_i(β · B) = r_i(β) · B, s_k(β · B) = β · s_k(B) pre vźetky A ∈ K^m�^n, α ∈ V^n�^p β ∈ V^m�^n, B ∈ K^n�^p.

Napokon si eźte uvedomme, ¿e de˛nície súèinov A · α, β · B sú v zhode s pôvodným násobením matíc. Ak toti¿ maticu A ∈ K^m�^n chápame ako riadok, t. j. ako maticu typu 1 × n nad priestorom ståpcových vektorov K^m, tak pre B ∈ K^n�^p splýva matica (s_1(A), . . . , s_n(A)) · B vypoèítaná podţa "novej\ de˛nície s blokovým tvarom (A · s_1(B), . . . , A · s_p(B)) matice A · B. Podobne, ak B chápeme ako ståpec, t. j. ako maticu typu n × 1 nad priestorom riadkových vektorov K^p, tak

A · r_1(B) . . r_n(B) = r_1(A) · B . . r_m(A) · B = A · B.

(Doplòte si vynechané podrobnosti.)

ľpeciálne, lineárnu kombináciu a_1x_1 + . . . a_nx_n vektorov x_1, . . . , x_n ∈ V s koe˛cientami a_1, . . . , a_n ∈ K mô¿eme s vyu¿itím vektorových matíc zapísaż v tvare súèinov

a_1x_1 + . . . a_nx_n = (a_1, . . . , a_n) · x_1 . . x_n = (x_1, . . . , x_n) · a_1 . . a_n .