10. DETERMINANTY

V tejto kapitole zavedieme determinanty źtvorcových matíc ţubovoţného rozmeru n×n nad pevným poţom K, preskúmame ich základné vlastnosti a nauèíme sa ich poèítaż. Taktie¿ si uká¿eme niekoţko príkladov ich vyu¿itia.

Èitateţ sa pravdepodobne u¿ na strednej źkole stretol s determinantmi reálnych matíc rozmerov 2 × 2 a 3 × 3. Mo¿no tie¿ vie previesż výpoèet determinantov vyźźích rádov na výpoèet determinantov ni¿źích rádov pomocou ich rozvoja podţa nejakého riadku alebo ståpca. So vźeobecnou de˛níciou determinantu sa vźak asi dosiaţ nestretol. Ako èoskoro uvidíme, nie je to nijako priezraèná de˛nícia a na prvý pohţad urèite nepôsobí "prirodzeným\ dojmom. Keï¿e nechceme, aby táto de˛nícia "spadla z neba\, náź výklad zaèneme pomerne dlhým úvodom, ktorý má poslú¿iż ako jej motivácia.

10.1. Orientovaný objem a multilinérne alternujúce funkcie

Na zaèiatok si polo¿me prirodzenú otázku: Ako vyzerajú vzorce pre ploźný obsah rovnobe¿níka v rovine v R^2 , ktorého dve susedné strany tvoria vektory u = (u_1, u_2)^T , v = (v_1, v_2)^T , resp. pre objem rovnobe¿nostena v priestore R^3 , ktorého tri susedné hrany tvoria vektory u = (u_1, u_2, u_3)^T , v = (v_1, v_2, v_3)^T , w = (w_1, w_2, w_3)^T ?

Vzorce, ktoré by vyjadrovali prísluźný obsah alebo objem len pomocou súradníc vektorov u, v resp. u, v, w, asi len tak z rukáva nevysypeme, mô¿eme sa vźak pokúsiż ich odvodiż. Najschodnejźia cesta vedie cez ujasnenie si vlastností, ktorým by mali takéto vzorce vyhovovaż. Uvidíme, ¿e tieto vlastnosti u¿ jednoznaène (a¿ na voţbu jednotkového obsahu èi objemu) urèujú hţadané vzorce nielen v rovine èi v trojrozmernom priestore, ale mo¿no ich bezprostredne zovźeobecniż na n-rozmerné vektorové priestory K^n nad ţubovoţným poţom K, hoci tu pojem "n-rozmerného objemu\ stráca svoj názorný geometrický význam.

Oznaème teda P (X) obsah rovinného útvaru X. Zrejme P (X) je v¿dy nezáporné reálne èíslo a pre zhodné útvary X, Y platí P (X) = P (Y ). Obsah je navyźe aditívny, t. j. pre útvary X, Y také, ¿e P (X ∩Y ) = 0, platí P (X ∪Y ) = P (X)+P (Y ). Koneène, P (X) = 0 pre ţubovoţnú úseèku X.

Obsah rovnobe¿níka {au + bv; a, b ∈ ⟨0, 1⟩} urèeného vektormi u, v ∈ R^2 budeme znaèiż P (u, v). Z práve sformulovaných vlastností obsahu vyplývajú rovnosti P (u, v) = P (v, u), P (cu, v) = |c|P (u, v) pre ţubovoţné u, v ∈ R^2 , c ∈ Z. Situácia pre c = 3 je znázornená na nasledujúcom obrázku.

u 3u v

1

2 10. DETERMINANTY

Platnosż druhej rovnosti pre vźetky c ∈ Q mo¿no u¿ z toho jednoducho dokázaż (skúste sami). S jej platnosżou pre vźetky c ∈ R je to u¿ trochu zlo¿itejźie { zakladá sa na istých úvah o " spojitosti\ obsahu {, a tak jej radźej uveríme bez dôkazu.

Pozrime sa teraz na ïalźie dva obrázky. (Podotýkame, ¿e oba znázoròujú situáciu v rovine, teda pri pohţade na ne treba potlaèiż priestorové videnie, ktoré sa nám mimovoţne otvára.)

x y x + y v

O

A

B

C D

E

x y x + y v O A

B C

D

E

V prvom prípade urèujú vektory x + y, v rovnobe¿ník OABC, vektory y, v rovnobe¿ník ODEC a rovnobe¿ník vektorov x, v je zhodný s rovnobe¿níkom DABE. Zo zhodnosti trojuholníkov OAD, CBE potom na základe uvedených vlastností obsahu vyplýva rovnosż P (x + y, v) = P (x, v) + P (y, v). V druhom prípade urèujú vektory x, v rovnobe¿ník OABC, vektory x + y, v rovnobe¿ník ODEC a rovnobe¿ník vektorov y, v je zhodný s rovnobe¿níkom DABE. Zo zhodnosti trojuholníkov ODA, CEB vyplýva P (x, v) = P (x + y, v) + P (y, v), teda P (x + y, v) = P (x, v) − P (y, v). To je v porovnaní s prvým prípadom nepríjemné prekvapenie, urèite by sme dali prednosż rovnakej formule. Vźimnime si vźak , ¿e "kratźie otoèenie\ vektora y do vektora v je orientované proti " kratźím otoèeniam\ vektorov x aj x + y do vektora v. V druhom prípade by sa nám preto hodilo, aby "obsah\ rovnobe¿níka urèeného vektormi y, v mal z toho dôvodu opaèné znamienko ako obsahy rovnobe¿níkov prislúchajúcich vektorom x, v resp. x + y, v. Tento cieţ mo¿no dosiahnuż, ak namiesto ploźného obsahu vektorových rovnobe¿níkov budeme uva¿ovaż ich orientovaný ploźný obsah, ktorý mení znamienko zámenou poradia dvoch vektorov, teda mô¿e nadobúdaż aj záporné hodnoty. Pôvodný nezáporný ploźný obsah potom dostaneme ako absolútnu hodnotu orientovaného obsahu. Tento prístup nám navyźe umo¿ní zbaviż sa absolútnej hodnoty v rovnosti P (cu, v) = |c|P (u, v).

Podobnými úvahami, ktoré by si vźak vy¿iadali trochu zlo¿itejźie obrázky, tentokrát znázoròujúce naozaj priestorové situácie, by sme mohli dospież i k potrebe skúmaż orientovaný objem rovnobe¿nostena {au + bv + cw; a, b, c ∈ ⟨0, 1⟩} urèeného vektormi u, v, w v trojrozmernom priestore R^3 , prípadne orientovaný n-rozmerný objem rovnobe¿nostena {a_1u_1 + . . . + a_nu_n; a_1, . . . , a_n ∈ ⟨0, 1⟩} urèeného vektormi

10. DETERMINANTY 3

u_1, . . . , u_n v n-rozmernom priestore R^n (pre n > 3 vźak bez mo¿nosti sprostredkovaż si geometrický vhţad obrázkami).

Pre èitateţa, ktorý sa u¿ stretol s vektorovým súèinom v R^3 , poznamenajme, ¿e orientovaný n-rozmerný objem sa správa do znaènej miery podobne. Vektorový súèin u × v dvoch vektorov u, v ∈ R^3 , je vektor kolmý na rovinu [u, v], ktorého dl¿ka sa rovná ploźnému obsahu rovnobe¿níka vektorov u, v a orientácia je daná pravidlom pravej ruky (ak polo¿íme dlaò pravej ruky malíèkom na vektor u tak, ¿e zakrivené prsty smerujú k vektoru v po oblúku zodpovedajúcom uhlu ≤ 180^∘, vztýèený palec ukazuje smer aj orientáciu vektora u × v). Z toho dôvodu u × v = −(v × u).

Ak nahradíme reálne èísla ţubovoţným poţom K, vykonané úvahy nás privádzajú k nasledujúcim de˛níciám. Nech V je vektorový priestor nad poţom K a 1 ≤ n ∈ N. Hovoríme, ¿e zobrazenie F : V^n → K je (a) n-lineárne alebo tie¿ multilineárne, ak pre ka¿dé 1 ≤ j ≤ n a ţubovoţné vektory u_1, . . . , u_{j−1}, u_{j+1}, . . . , u_n ∈ V priradenie x → F (u_1, . . . , u_{j−1}, x, u_{j+1}, . . . , u_n) de˛nuje lineárne zobrazenie V → K, t. j. pre vźetky x, y ∈ V , a, b ∈ K platí F (u_1, . . . , u_{j−1}, ax + by, u_{j+1}, . . . , u_n) = aF (u_1, . . . , u_{j−1}, x, u_{j+1}, . . . , u_n) + bF (u_1, . . . , u_{j−1}, y, u_{j+1}, . . . , u_n); (b) antisymetrické alebo tie¿ alternujúce, ak pre vźetky 1 ≤ i < j ≤ n a ţubovoţné vektory u_1, . . . , u_n ∈ V platí F (u_1, . . . , u_i, . . . , u_j, . . . , u_n) = −F (u_1, . . . , u_j, . . . , u_i, . . . , u_n). Inak povedané, F : V^n → K je n-lineárne, ak dosadením ţubovoţných n − 1 pevných vektorov na akékoţvek miesta do F dostaneme lineárne zobrazenie v zvyźnej voţnej premennej; F je antisymetrické, ak zámenou poradia ţubovoţných dvoch argumentov v F sa hodnota výsledku zmení na opaènú.

Cieţom naźich úvah teda bolo èitateţa presvedèiż, ¿e n-rozmerný orientovaný objem

v R^n je multilineárna alternujúca funkcia R^n × . . . × R^n n-krát → R. Ïalej budeme vyu¿ívaż nasledujúce vlastnosti alternujúcich, resp. alternujúcich multilineárnych zobrazení. Pripomeòme, ¿e pole K má charakteristiku 2, ak v òom platí 1+1 = 0 èo je ekvivalentné s podmienkou (∀ a ∈ K)(a = −a). Príkladom takého poţa je Z_2 (pozri paragraf 1.2). Ak char K ≠ 2, tak (∀ a ∈ K)(a = −a ⇒ a = 0).

10.1.1. Lema. Nech F : V^n → K je alternujúca funkcia, u_1, . . . , u_n ∈ V a σ je

ţubovoţné zobrazenie mno¿iny {1, . . . , n} do seba.

(a) ak σ je permutácia, tak F (u_{σ(1)}, . . . , u_{σ(n)}) = (−1)^{|σ|}F (u_1, . . . , u_n); (b) ak σ nie je permutácia a char K ≠ 2, tak F (u_{σ(1)}, . . . , u_{σ(n)}) = 0.

Dôkaz. (a) Staèí si uvedomiż, ¿e |σ| oznaèuje najmenźí poèet traspozícií (t. j. výmien poradia dvojíc), z ktorých mo¿no zlo¿iż permutáciu σ (pozri paragraf 0.5).

4 10. DETERMINANTY

(b) Ak σ nie je permutácia, tak σ(i) = σ(j), preto tie¿ u_{σ(i)} = u_{σ(j)}, pre nejaké 1 ≤ i < j ≤ n. Oznaème v_k = u_{σ(k)} pre 1 ≤ k ≤ n. Potom v_i = v_j a F (v_1, . . . , v_i, . . . , v_j , . . . , v_n) = F (v_1, . . . , v_j , . . . , v_i, . . . , v_n) = −F (v_1, . . . , v_i, . . . , v_j, . . . , v_n), èo má v poli charakteristiky ≠ 2 za následok F (v_1, . . . , v_i, . . . , v_j , . . . , v_n) = 0.

10.1.2. Lema. Nech char K ≠ 2 a F : V^n → K je multilineárna alternujúca funkcia.

Potom pre ţubovoţné v_1, . . . , v_n ∈ V platí:

(a) Pripoèítaním skalárneho násobku nejakého z vektorov k inému vektoru sa hodnota F (v_1, . . . , v_n) nezmení, t. j. pre ţubovoţné c ∈ K a i, j ≤ n platí F (v_1, . . . , v_i, . . . , v_j + cv_i, . . . , v_n) = F (v_1, . . . , v_i, . . . , v_j , . . . , v_n). (b) Ak sú vektory v_1, . . . , v_n lineárne závislé, tak F (v_1, . . . , v_n) = 0.

Dôkaz. (a) Priamym výpoètom s pou¿itím multilinearity a lemy 10.1.1 dostávame F (v_1, . . . , v_i, . . . , v_j + cv_i, . . . , v_n) = F (v_1, . . . , v_i, . . . , v_j, . . . , v_n) + cF (v_1, . . . , v_i, . . . , v_i, . . . , v_n) = F (v_1, . . . , v_i, . . . , v_j, . . . , v_n) (b) Ak sú vektory v_1, . . . , v_n lineárne závislé, tak niektorý z nich, povedzme v_k, je lineárnou kombináciou ostatných, teda v_k = ∑ i≠k civi pre vhodné skaláry ci.

Z multilinearity F a z lemy 10.1.1 potom vyplýva F (v_1, . . . , v_k, . . . , v_n) = ∑ i≠k c_iF (v_1, . . . , v_i, . . . , v_n) = 0,

lebo v ka¿dom z uvedených výrazov F (v_1, . . . , v_i, . . . , v_n) sa vektor v_i vyskytuje ako argument na i-tom aj na k-tom mieste.

Pozrime sa teraz bli¿źie, ako vyzerajú vźetky bilineárne (t. j. 2-lineárne) alternujúce funkcie F : K^2 × K^2 → K^2 nad poţom K charakteristiky ≠ 2. Zvoţme ţubovoţné vektory u = u_1e_1 + u_2e_2, v = v_1e_1 + v_2e_2 z K^2. Ak dvakrát po sebe vyu¿ijeme bilinearitu a na záver antisymetriu F , postupne dostaneme

F (u, v) = F (u_1e_1 + u_2e_2, v) = u_1F (e_1, v) + u_2F (e_2, v) = u_1F (e_1, v_1e_1 + v_2e_2) + u_2F (e_2, v_1e_1 + v_2e_2) = u_1v_1F (e_1, e_1) + u_1v_2F (e_1, e_2) + u_2v_1F (e_2, e_1) + u_2v_2F (e_2, e_2)

= F (e_1, e_2)(u_1v_2 − u_2v_1) = F (e_1, e_2) | | | u_1 v_1 u_2 v_2 | | | , kde výraz | | | | u_1 v_1 u_2 v_2 | | | = u^1v^2 − u^2v^1

10. DETERMINANTY 5

èitateţ u¿ iste pozná ako determinant matice (u, v) = ( u_1 v_1 u_2 v_2 ) ∈ K^{2×2}.

Podobným spôsobom mo¿no odvodiż aj tvar ţubovoţnej n-lineárnej alternujúcej funkcie F : K^{n×n} → K (i teraz, ako obyèajne, prirodzene stoto¿òujeme n-tú karteziánsku mocninu (K^n)^n ståpcového vektorového priestoru V = K^n s priestorom matíc K^{n×n}). Nech A = (a_{ij}) ∈ K^{n×n} je matica so ståpcami

s_j (A) = a_{1j}e_1 + . . . + a_{nj} e_n = n∑ i=1 a_{ij} e_i.

S vyu¿itím n-linearity F pre ka¿dý z n ståpcov matice A mo¿no výraz F (A) postupne roznásobiż, èím dostaneme súèet n^n èlenov tvaru a_{σ(1) 1} . . . a_{σ(n) n}F (e_{σ(1)}, . . . , e_{σ(n)}), z ktorých ka¿dý zodpovedá jednému zobrazeniu σ mno¿iny {1, . . . , n} do seba. Podţa lemy 10.1.1 sèítance prislúchajúce zobrazeniam σ /∈ S_n sú vźetky rovné 0 a pre σ ∈ S_n platí F (e_{σ(1)}, . . . , e_{σ(n)}) = (−1)^{|σ|}F (e_1, . . . , e_n). Záverom tak dostávame

F (A) = F (e_1, . . . , e_n) ∑ σ∈Sn (−1)^{|σ|}a_{σ(1) 1} . . . a_{σ(n) n} = F (I_n) ∑ σ∈Sn (−1)^{|σ|}a_{σ(1) 1} . . . a_{σ(n) n},

kde prísluźná suma obsahuje n! sèítancov, jeden pre ka¿dú permutáciu σ ∈ S_n.

Ak by sme chceli výsledky 10.1.1(b) a 10.1.2, ako aj uvedený tvar zobrazenia F odvodiż aj pre polia charakteristiky 2, museli by sme k podmienkam multilineárnosti a antisymetrie zobrazenia F : V^n → K pripojiż eźte tretiu, pre orientovaný objem z geometrického názoru ţahko odôvodniteţnú podmienku: ak sa niektoré dva z vektorov v_1, . . . , v_n ∈ V rovnajú, tak F (v_1, . . . , v_n) = 0. Takéto zobrazenia budeme výluène pre potreby niekoţkých cvièení tejto kapitoly nazývaż anulujúcimi. Pre polia charakteristiky ≠ 2 je táto podmienka bezprostredným dôsledkom antisymetrie; v cvièeniach sa vźak stretneme s príkladom, ¿e v poliach charakteristiky 2 to tak byż nemusí. Na druhej strane, ka¿dé multilineárne anulujúce zobrazenie F : V^n → K, nad ţubovoţným poţom K je u¿ nevyhnutne alternujúce (skúste si dokázaż sami).

Aby sme sa zbytoène nerozptyţovali nepodstatnými podrobnosżami, budeme odteraz v celej kapitole mlèky predpokladaż, ¿e char K ≠ 2. Podotýkame vźak, ¿e vźetky ïalej uvedené výsledky platia aj pre polia charakteristiky 2, len niektoré ich dôkazy si v tomto prípade vy¿adujú isté úpravy. Zvedavý èitateţ ich nájde v cvièeniach.

6 10. DETERMINANTY

10.2. De˛nícia a základné vlastnosti determinantu

Determinantom źtvorcovej matice A = (a_{ij}) ∈ K^{n×n} nazývame výraz

det A = | | | | | a_{11} . . . a_{1n} . . .. . . . a_{n1} . . . a_{nn}

| | | | | = ∑ σ∈Sn (−1)^{|σ|}a_{σ(1) 1} . . . a_{σ(n) n}.

Ak nehrozí zámena s absolútnou hodnotou, pou¿ívame tie¿ oznaèenie |A|. Determi-

nant źtvorcovej matice rádu n budeme nazývaż determinant rádu n.

ľpeciálne pre maticu (a_{ij}) ∈ K^{3×3} dostávame vzorec

| | | | | a_{11} a_{12} a_{13}

a_{21} a_{22} a_{23}

a_{31} a_{32} a_{33}

| | | | | = a_{11}a_{22}a_{33} + a_{21}a_{32}a_{13} + a_{31}a_{12}a_{23}

− a_{31}a_{22}a_{13} − a_{21}a_{12}a_{33} − a_{11}a_{32}a_{23},

známy ako Sarrusovo pravidlo.

10. DETERMINANTY 7

Nasledujúce dve vlastnosti determinantov doká¿eme ako dôsledky naźej de˛nície.

10.2.1. Tvrdenie. Determinant transponovanej matice sa rovná determinantu pô-

vodnej matice, t. j. det A^T = det A

pre ţubovoţnú A ∈ K^{n×n}.

Dôkaz. Podţa de˛nícií transponovanej matice a determinantu

det A^T = ∑ σ∈Sn (−1)^{|σ|}a_{1σ(1)} . . . a_{nσ(n)}.

Keï¿e pre σ ∈ S_n platí i = σ(j) ⇔ j = σ^{−1}(i), zoradením èiniteţov v súèine a_{1σ(1)} . . . a_{nσ(n)} podţa druhého indexu tento nadobudne tvar a_σ�1_{(1) 1} . . . a_σ�1_{(n) n}. Pritom priradenie σ → σ^{−1} je bijekcia S_n → S_n. Navyźe, ak σ = τ_1 ∘ . . . ∘ τ_k je rozklad permutácie σ na transpozície, tak σ^{−1} je kompozícia tých istých transpozícií v opaènom poradí, preto |σ| = | σ^{−1} | . V dôsledku toho zámenou sumácie cez σ ∈ S_n za sumáciu cez σ^{−1} = ϱ ∈ S_n dostávame

det A^T = ∑ ϱ∈Sn (−1)^{|ϱ|}a_{ϱ(1) 1} . . . a_{ϱ(n) n} = det A.

Vïaka práve dokázanému tvrdeniu si vźetky výsledky o determinantoch matíc zachovajú svoju platnosż, ak v nich ka¿dý výskyt slova " ståpec\ nahradíme slovom

"riadok\ a naopak. Tento princíp zámeny riadkov a ståpcov budeme èasto vyu¿ívaż.

10.2.2. Tvrdenie. Nech 1 ≤ m < n a A ∈ K^{n×n} je bloková matica tvaru A = ( B C 0 D ) , kde B ∈ K^{m×m}, C ∈ K^{m×(n−m)} a D ∈ K^{(n−m)×(n−m)}. Potom det A = det B · det D.

Dôkaz. Z uvedeného blokového tvaru matice A vyplýva

a_{ij} = b_{ij} , ak 1 ≤ i, j ≤ m, c_{i j−m}, ak 1 ≤ i ≤ m < j ≤ n, 0, ak 1 ≤ j ≤ m < i ≤ n, d_{i−m j−m}, ak m < i, j ≤ n. Oznaème G = {σ ∈ S_n; (∀ j ≤ m)(σ(j) ≤ m)}. Potom pre σ ∈ S_n r G platí a_{σ(1) 1} . . . a_{σ(n) n} = 0, teda do hodnoty determinantu matice A prispievajú len sèítance zodpovedajúce permutáciám σ ∈ G. Navyźe, (∀ σ ∈ G)(m < j ⇒ m < σ(j)), tak¿e pre σ ∈ G mo¿no de˛novaż permutácie σ^′ ∈ S_m a σ^{′′} ∈ S_{n−m} predpismi σ^′(j) = σ(j), ak 1 ≤ j ≤ m, resp. σ^{′′}(k) = σ(k + m) − m, ak 1 ≤ k ≤ n − m. Zrejme

8 10. DETERMINANTY

priradením σ → (σ^′, σ^{′′}) je daná bijekcia G → S_m × S_{n−m} a platí |σ| = |σ^′| + |σ^{′′}|. Tak¿e mô¿eme písaż

det A = ∑ σ∈G (−1)^{|σ|}a_{σ(1) 1} . . . a_{σ(m) m}a_{σ(m+1) m+1} . . . a_{σ(n) n} = ∑ σ∈G (−1)^{|σ} 0_{|+|σ}00_| b_σ0_{(1) 1} . . . b_σ0_{(m) m}d_σ00_{(1) 1} . . . d_σ00_{(n−m) n−m} = ∑ σ0_{∈S}m (−1)^{|σ} 0_| b_σ0_{(1) 1} . . . b_σ0_{(m) m} ∑ σ00_{∈S}n�m (−1)^{|σ} 00_| d_σ00_{(1) 1} . . . d_σ00_{(n−m) n−m}

= det B · det D.

Na základe tvrdenia 10.2.1 teraz vieme, ¿e det A = det B · det D, aj keï sa nulový blok 0 nachádza nad a blok C ∈ K^{(n−m)×m} pod diagonálou matice A. Tvrdenie 10.2.2 mo¿no taktie¿ zrejmým spôsobom zovźeobecniż na matice pozostávajúce z viacerých diagonálne zoradených źtvorcových blokov, pod (nad) ktorými sú samé nuly. Spomeòme explicitne nasledujúce dva prípady: (1) Ak A_1, . . . , A_k sú źtvorcové matice, tak

det diag(A_1, . . . , A_k) = det A_1 ·. . .· det A_k.

(2) Matica A ∈ K^{n×n} sa nazýva horná (dolná) trojuholíková matica, ak a_{ij} = 0 pre i < j (resp. pre i > j). Pre horné aj dolné trojuholníkové matice platí

det A = a_{11} . . . a_{nn},

t. j. determinant takej matice je súèinom jej diagonálnych prvkov. ľpeciálne to platí pre diagonálne matice.

10.3. Charakterizácia determinantu a regulárnych matíc

Úvahy z paragrafu 10.1 mo¿no zhrnúż do nasledujúcej vety.

10.3.1. Veta. Determinant rádu n je n-lineárna alternujúca funkcia K^{n×n} → K

ståpcov matice. Navyźe, pre ka¿dý skalár c ∈ K existuje jediné multilineárne alternujúce zobrazenie F : K^{n×n} → K ståpcov matice také, ¿e F (I_n) = c. Toto F je dané predpisom F (A) = c det A.

Determinant det: K^{n×n} → K je teda jednoznaène urèený ako n-lineárna alternujúca funkcia ståpcov matice taká, ¿e

det I_n = det(e_1, . . . , e_n) = 1.

Táto rovnosż zodpovedá prirodzenej voţbe jednotky orientovaného n-rozmerného objemu v K^n { je òou orientovaný objem rovnobe¿nostena urèeného vektormi e_1, . . . , e_n (v tomto poradí).

V paragrafe 10.1 sme vlastne dokázali, ¿e ka¿dá n-lineárna alternujúca funkcia F : K^{n×n} → K musí maż uvedený tvar, t. j. je skalárnym násobkom determinantu.

10. DETERMINANTY 9

Zostáva vźak overiż, ¿e determinant, tak, ako sme ho de˛novali, je naozaj multilineárne antisymetrické zobrazenie. Hoci tieto vlastnosti sú intutívne jasné z naźej konźtrukcie, pre ambicióznejźieho èitateţa podáme ich dôkaz vychádzajúci len z de˛nície determinantu. Navyźe sa tým náź výklad stane formálne nezávislým na motivaèných úvahách o orientovanom objeme z prvej èasti úvodného paragrafu 10.1.

Dôkaz vety 10.3.1 odlo¿íme a¿ do nasledujúceho paragrafu, kde nám poslú¿i ako vhodný úvod do ïalźieho okruhu otázok. Na tomto mieste vźak zaznamenáme dva bezprostredné dôsledky tejto charakterizaènej vety. Samozrejme, v jej dôkaze sa na ne nebudeme odvolávaż.

10.3.2. Veta. (Cauchy) Pre ţubovoţné matice A, B ∈ K^{n×n} platí

det(A · B) = det A · det B;

t. j. determinant súèinu matíc sa rovná súèinu ich determinantov. Dôkaz. Zvoţme pevne maticu A ∈ K^{n×n} a de˛nujme zobrazenie F : K^{n×n} → K predpisom F (B) = det(A · B) pre B ∈ K^{n×n}. Overíme, ¿e F je n-lineárne antisymetrické zobrazenie ståpcov matice B; oznaème ich v_1, . . . , v_n.

Najprv overíme antisymetriu F . Nech 1 ≤ i < j ≤ n a B^′ je matica, ktorá vznikne zámenou i-teho a j-teho ståpca matice B. S vyu¿itím antisymetrie determinantu dostávame F (B) = det(A · (v_1, . . . , v_i, . . . , v_j, . . . , v_n)) = det(A · v_1, . . . , A · v_i, . . . , A · v_j , . . . , A · v_n) = − det(A · v_1, . . . , A · v_j , . . . , A · v_i, . . . , A · v_n) = − det(A · (v_1, . . . , v_j, . . . , v_i, . . . , v_n)) = −F (B^′). Teraz doká¿eme multilinearitu F . Za˛xujme ståpce v_1, . . . , v_{j−1}, v_{j+1}, . . . , v_n a na miesto j-teho ståpca dosaïme vektor ax + by. S vyu¿itím n-linearity F nám vyjde F (v_1, . . . , ax + by, . . . , v_n) = det(A · (v_1, . . . , ax + by, . . . , v_n)) = det(A · v_1, . . . , A · (ax + by), . . . , A · v_n)) = det(A · v_1, . . . , a(A · x) + b(A · y), . . . , A · v_n)) = a det(A · v_1, . . . , A · x, . . . , A · v_n) + b det(A · v_1, . . . , A · y, . . . , A · v_n) = a det(A · (v_1, . . . , x, . . . , v_n)) + b det(A · (v_1, . . . , y, . . . , v_n)) = aF (v_1, . . . , x, . . . , v_n) + bF (v_1, . . . , y, . . . , v_n). Podţa vety 10.3.1 má F tvar F (B) = c det B pre jednoznaène urèený skalár c = F (I_n) = det(A · I_n) = det A.

10 10. DETERMINANTY

10.3.3. Veta. ľtvorcová matica A ∈ K^{n×n} je regulárna práve vtedy, keï det A ≠ 0.

V tom prípade det ( A^{−1} ) = (det A)^{−1}.

Dôkaz. Ak A je singulárna, tak jej ståpce sú lineárne závislé. Podţa lemy 10.1.2 (b) je F (A) = 0 pre ţubovoţnú n-lineárnu alternujúcu funkciu F : K^{n×n} → K. Teda źpeciálne det A = 0. Naopak, nech A je regulárna. Potom podţa vety 10.3.2,

det A · det ( A^{−1} ) = det ( A · A^{−1} ) = det I_n = 1.

Preto det A ≠ 0 a det ( A^{−1} ) = (det A)^{−1}.

10.4. Laplaceov rozvoj determinantu

Náź výklad zaèneme sţúbeným dôkazom. Keï¿e pre n = 1 niet èo dokazovaż, aby sme sa vyhli rozpitvávaniu trivialít, budeme v celom paragrafe predopkladaż, ¿e n ≥ 2.

Dôkaz vety 10.3.1. Najprv doká¿eme antisymetriu determinantu. Zrejme staèí overiż, ¿e pre ţubovoţné A ∈ K^{n×n}, τ ∈ S_n platí

det(s_{τ(1)}(A), . . . , s_{τ(n)}(A)) = (−1)^{|τ|} det A.

Podţa de˛nície determinantu

det(s_{τ(1)}(A), . . . , s_{τ(n)}(A)) = ∑ σ∈Sn (−1)^{|σ|}a_{σ(1) τ(1)} . . . a_{σ(n) τ(n)}.

Keï¿e pre ţubovoţné i, j ≤ n platí i = τ(j) ⇔ τ^{−1}(i) = j a v tom prípade tie¿ σ(j) = (σ ∘ τ^{−1})(i), zoradením èiniteţov v súèine a_{σ(1) τ(1)} . . . a_{σ(n) τ(n)} podţa druhého indexu tento nadobudne tvar a_{(σ∘τ}�1_{)(1) 1} . . . a_{(σ∘τ}�1_{)(n) n}. Priradenie σ → σ ∘ τ^{−1} je bijekcia S_n → S_n, z toho dôvodu zámenou sumácie cez σ ∈ S_n za sumáciu cez σ ∘ τ^{−1} = ϱ ∈ S_n dostávame

det(s_{τ(1)}(A), . . . , s_{τ(n)}(A)) = ∑ ϱ∈Sn (−1)^{|ϱ∘τ|}a_{ϱ(1) 1} . . . a_{ϱ(n) n} = (−1)^{|τ|} det A.

Teraz doká¿eme, ¿e det A je lineárnou funkciou j-teho ståpca (a_{1j}, . . . , a_{nj})^T . Pre i ≤ n oznaème S_n(i, j) = {σ ∈ S_n; i = σ(j)} a polo¿me

~a_{ij} = ∑ σ∈Sn(i,j) (−1)^{|σ|}a_{σ(1) 1} . . . a_{σ(j−1) j−1}a_{σ(j+1) j+1} . . . a_{σ(n) n}.

Potom zrejme

det A = n∑ i=1 ~a_{ij} a_{ij} = (~a_{1j}, . . . , ~a_{nj}) · (a_{1j}, . . . , a_{nj})^T , èo dokazuje spomínanú linearitu.

10. DETERMINANTY 11

Na základe tvrdenia 10.2.1 platí aj " riadkova verzia\ práve dokázanej vety 10.3.1.

ľpeciálne, determinant je takisto multilineárna alternujúca funkcia riadkov matice a (keï¿e σ ∈ S_n(i, j) ⇔ σ^{−1} ∈ S_n(j, i)) pre i-ty riadok (a_{i1}, . . . , a_{in}) matice A jej determinant má rozvoj

det A = n∑ j=1 a_{ij} ~a_{ij} = (a_{i1}, . . . , a_{in}) · (~a_{i1}, . . . , ~a_{in})^T .

s rovnako de˛novanými koe˛cientmi ~a_{ij} .

Uvedený prvok ~a_{ij} nazývame algebraickým doplnkom prvku a_{ij} v matici A. Maticu ~A = (~a_{ij} )_{n×n} nazývame maticou algebraických doplnkov k matici A.

10.4.1. Tvrdenie. Nech A_{ij} oznaèuje maticu rádu n − 1, ktorá vznikne z matice

A ∈ K^{n×n} vynechaním i-teho riadku a j-teho ståpca. Potom ~a_{ij} = (−1)^{i+j} |A_{ij}|. Dôkaz. Oznaème B maticu, ktorá vznikne nahradením j-teho ståpca matice A ståpcovým vektorom e_i ∈ K^n. Zrejme ~a_{ij} = |B|. Ak budeme v matici B postupne vymieòaż ståpce s indexmi j a j + 1, ïalej j + 1 a j + 2, atï., a¿ nakoniec n − 1 a n, a potom riadky s indexmi i a i + 1, ïalej i + 1 a i + 2, atï., a¿ napokon n − 1 a n, dostaneme maticu tvaru C = ( A_{ij} 0 b 1 ) , kde b vznikne z i-teho riadku matice A vynechaním j-teho prvku a 0 je nulový ståpec då¿ky n − 1. Podţa tvrdenia 10.2.2 (a poznámky za jeho dôkazom), determinant tejto matice je |A_{ij}|. Keï¿e determinant je alternujúca funkcia tak ståpcov ako aj riadkov matice a vźetkých výmien bolo dohromady (n − j) + (n − i) = 2n − (i + j), platí ~a_{ij} = |B| = (−1)^{2n−(i+j)}|C| = (−1)^{i+j} |A_{ij} |. Determinanty matíc, ktoré vzniknú vynechaním niektorých riadkov a rovnakého poètu såtpcov z matice A ∈ K^{n×n}, nazývame jej minormi, prípadne subdeterminantmi determinantu |A|. Dosadením získaných hodnôt algebraických doplnkov do rozvoja determinantu rádu n podţa niektorého riadku resp. ståpca tak dostávame jeho vyjadrenie pomocou subdeterminantov rádu n − 1.

10.4.2. Veta. Nech A ∈ K^{n×n}, 1 ≤ k, l ≤ n. Potom |A| = n∑ j=1 (−1)^{k+j} a_{kj} |A_{kj}| = n∑ i=1 (−1)^{i+l}|A_{il}| a_{il}.

Uvedené súèty nazývame Laplaceovými rozvojmi determinantu |A| { prvý podţa k-teho riadku, druhý podţa l-teho ståpca.

12 10. DETERMINANTY

10.5. Výpoèet determinantu

Skôr ne¿ sa pustíme do výpoètov konkrétnych determinantov, skúsme si urobiż inventúru prostriedkov, ktoré máme nato k dispozícii, a posúdiż ich vhodnosż.

Asi sa zhodneme na tom, ¿e výpoèet determinantu rádu n podţa jeho de˛nície, ako súètu n! súèinov po n èiniteţoch, by bol znaène ża¿kopádny. Pokiaţ sme sa stretli len s prípadmi n = 2 alebo n = 3, nemusíme si to jasne uvedomiż. Avźak u¿ 4! = 24, 5! = 120 a funkcia n! veţmi rýchlo rastie. Preto je potrebné pouva¿ovaż o nejakej inej metóde.

Keï¿e determinant je multilineárnou alternujúcou funkciou tak riadkov ako aj ståpcov matice, ako najprirodzenejźia sa nám ponúka metóda úpravy matice na hornú prípadne dolnú trojuholníkovú maticu pomocou elementárnych riadkových i ståpcových operácií. Ako sme u¿ spomínali v poznámke (2) za dôkazom tvrdenia 10.2.2: (0) Determinant trojuholníkovej matice sa rovná súèinu jej diagonálnych prvkov. Pripomeòme si aj nasledujúce pravidlá z paragrafu 10.1 o vplyve ERO a ESO na determinant:

(1) Výmenou poradia dvoch riadkov alebo ståpcov matice sa hodnota jej determinantu zmení na opaènú.

(2) Vynásobením nejakého riadku alebo ståpca matice nenulovým skalárom c ∈ K sa jej determinant zmení na c-násobok pôvodnej hodnoty.

(3) Pripoèítaním skalárneho násobku nejakého riadku matice k jej inému riadku, resp. násobku nejakého jej ståpca k inému ståpcu sa hodnota jej determinantu nezmení.

Vźimnite si, ¿e len tretí typ menovaných úprav necháva determinant bezo zmeny! Poznamenajme, ¿e úpravy typu (3) spolu s pravidlom (0) plne postaèujú na výpoèet akéhokoţvek determinantu. Bez pravidiel (1) a (2) sa mo¿no kţudne zaobísż, obèas nám vźak mô¿u pomôcż sprehţadniż situáciu, preto sa im nebudeme vyhýbaż.

Èasto býva u¿itoèné výslovne si uvedomiż nasledujúci dôsledok pravidiel (1) { (3): (4) Ak matica obsahuje nulový riadok alebo ståpec, prípadne dva rovnaké riadky alebo ståpce, tak jej determinant je 0.

Mohlo by sa zdaż, ¿e sme akosi pozabudli na Laplaceov rozvoj. Táto metóda umo¿òuje previesż výpoèet determinantu rádu n na výpoèet n determinantov rádu n − 1, presnejźie na istú ich lineárnu kombináciu. Ak by sme dôsledne pokraèovali ïalej, mohli by sme túto úlohu previesż na výpoèet n(n − 1) determinantov rádu n − 2, atï., a¿ by sme napokon dostali n! determinantov rádu 1. Ak si to dobre premyslíme, zistíme, ¿e takýto výpoèet by bol rovnako efektívny (èi, lepźie povedané, neefektívny) ako výpoèet determinantu priamo na základe jeho de˛nície.

Jednako sa Laplaceovho rozvoja celkom nezriekame. Odporúèame ho vźak pou¿ívaż len vtedy, keï sú vźetky prvky prísluźného riadku èi ståpca, podţa ktorého determinant rozvíjame, a¿ na jednu výnimku rovné nule. Vtedy vlastne nejde ani tak o rozvoj ako o zní¿enie rádu daného determinantu o 1 (bez nárastu poètu determinantov). Toto odporúèanie sformulujeme do náźho predposledného pravidla:

(5) Nech vźetky prvky i-teho riadku prípadne j-teho ståpca matice A s výnimkou prvku a_{ij} sú rovné 0. Potom |A| = (−1)^{i+j} a_{ij} |A_{ij} |.

10. DETERMINANTY 13

Vźimnite si, ¿e pravidlo (0) mo¿no dostaż ako dôsledok (n − 1)-násobného pou¿itia pravidla (5) a zrejmého faktu, ¿e determinant matice (a) typu 1 × 1 je samotná hodnota a.

Ak si eźte uvedomíme, ¿e determinanty rádu 2 mo¿no najvýhodnejźie poèítaż priamo z de˛nície: (6) | | | | a_{11} a_{12} a_{21} a_{22} | | | | = a^{11}a^{22} − a^{21}a^{12},

je to u¿ naozaj vźetko, èo potrebujeme vedież na efektívny výpoèet determinantu.

10.5.1. Príklad. Vypoèítame determinant reálnej matice

A = 2 2 1 1 1 5 6 3 4 5 7 5 3 5 7 13 10 3 8 13 7 2 1 1 6 .

Najprv odpoèítame prvý riadok od piateho a druhý od źtvrtého. V matici, ktorú takto získame, odpoèítame piaty ståpec od prvého a źtvrtý od druhého. Postupne tak dostaneme

|A| = | | | | | | |

2 2 1 1 1 5 6 3 4 5 7 5 3 5 7 8 4 0 4 8 5 0 0 0 5

| | | | | | | = | | | | | | |

1 1 1 1 1 0 2 3 4 5 0 0 3 5 7 0 0 0 4 8 0 0 0 0 5

| | | | | | | = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120.

Priznávame, ¿e výpoèet, ktorý sme práve predviedli je tak trochu podraz voèi èitateţovi. Úpravy, ktoré sme pri òom pou¿ili, boli toti¿ len opaèným postupom, ktorým sme pri formulácii úlohy z vopred nara˛èenej výslednej hornej trojuholníkovej mati- ce " uvarili\ zadanie. Napokon, tak je tomu u väèźiny úloh v uèebniciach. No èitateţ, ktorého autor "nepustil do kuchyne\, nemá źancu toto optimálne rieźenie nájsż. Teda aspoò pokiaţ je úloha dobre postavená. Predvedieme preto aj iné, "normálne\ rieźenie, na aké má źancu prísż aj nezasvätený rieźiteţ.

Najprv odpoèítame tretí ståpec od źtvrtého aj piateho a jeho dvojnásobok od prvého aj druhého ståpca. V ïalźom kroku determinant rozvinieme podţa prvého riadku:

|A| = | | | | | | |

0 0 1 0 0 −1 0 3 1 2 1 −1 3 2 4 7 4 3 5 10 5 0 1 0 5

| | | | | | | = | | | | | | −1 0 1 2 1 −1 2 4 7 4 5 10 5 0 0 5

| | | | | | .

Teraz odpoèítame prvý ståpec od posledného a získaný determinant rozvinieme podţa posledného riadku:

|A| = | | | | | | −1 0 1 3 1 −1 2 3 7 4 5 3 5 0 0 0

| | | | | | = −5 | | | | | 0 1 3 −1 2 3 4 5 3

| | | | | .

14 10. DETERMINANTY

Po odpoèítaní trojnásobku druhého ståpca od tretieho a rozvinutí podţa prvého riadku

sme koneène v cieli: |A| = −5 | | | | | 0 1 0

−1 2 −3

4 5 −12

| | | | | = 5 | | | −1 −3 4 −12 | | | = 5 (12 + 3 · 4) = 5 · 24 = 120.

10.5.2. Príklad. Vypoèítame tzv. Vandermondov determinant rádu n

VD_n(x_1, x_2, . . . , x_n) = | | | | | | |

1 x_1 x^2_1 . . . x^{n−1}_1

1 x_2 x^2 . . . x^{n−1}_2 . . . . . . . . 1 x_n x^2_n . . . x^{n−1}_n

| | | | | | | .

Odpoèítaním prvého riadku od vźetkých ostatných riadkov a následným rozvojom

podţa prvého ståpca dostaneme

VD_n(x_1, x_2, . . . , x_n) = | | | | | | |

1 x_1 x^2_1 . . . x^{n−1}_1

0 x_2 − x_1 x^2 − x^2_1 . . . x^{n−1}_2 − x^{n−1}_1 . . . . . . . . 0 x_n − x_1 x^2_n − x^2_1 . . . x^{n−1}_n − x^{n−1}_1

| | | | | | |

= | | | | | | x_2 − x_1 x^2 − x^2_1 . . . x^{n−1}_2 − x^{n−1}_1 . . . . . . x_n − x_1 x^2_n − x^2_1 . . . x^{n−1}_n − x^{n−1}_1

| | | | | | .

Vyjmime teraz z i-teho riadku èiniteţ x_{i+1} − x_1 pre ka¿dé 1 ≤ i ≤ n − 1. V de-

terminante, ktorý získame, je na mieste (i, k), kde 1 ≤ i ≤ n − 1, 2 ≤ k ≤ n − 1,

prvok_{k−1} ∑ j=0 x^{k−1−j} i+1 x^j_1 = x^{k−1}_{i+1} − x_1 k−2∑ j=0 x^{k−2−j} i+1 x^j_1.

Ak teda odpoèítame od ka¿dého ståpca poènúc druhým x_1-násobok predchádzajúceho

ståpca, postupne nám vyjde

VD_n(x_1, x_2, . . . , x_n) = (x_2 − x_1) . . . (x_n − x_1) | | | | | | 1 x_2 + x_1 . . . ∑_{n−2} j=0 x^{n−2−j} 2 x^j_1 . . . . . . 1 x_n + x_1 . . . ∑_{n−2} j=0 x^{n−2−j} n x^j_1

| | | | | |

= (x_2 − x_1) . . . (x_n − x_1) | | | | | | 1 x_2 . . . x^{n−2}_2 . . . . . . 1 x_n . . . x^{n−2}_n

| | | | | |

= (x_2 − x_1) . . . (x_n − x_1) VD_{n−1}(x_2, . . . , x_n).

10. DETERMINANTY 15

Teraz u¿ aj bez poèítania determinantov vidíme, ¿e

VD_{n−1}(x_2, . . . , x_n) = (x_3 − x_2) . . . (x_n − x_2) VD_{n−2}(x_3, . . . , x_n),

atï. Keï¿e zrejme VD_1(x_n) = 1, dostávame výsledok

VD_n(x_1, x_2, . . . , x_n) = ∏ 1≤i<j≤n (x_j − x_i),

kde symbolom ∏ oznaèujeme súèin prísluźných èiniteţov.

10.6. Inverzná matica a Cramerovo pravidlo

V tomto závereènom paragrafe si predvedieme dva príklady vyu¿itia determinantov. Vyjadríme pomocou nich inverznú maticu k regulárnej źtvorcovej matici a rieźenie sústavy lineárnych rovníc s regulárnou źtvorcovou maticou. Vopred poznamenajme, ¿e tieto vyjadrenia sa na priame výpoèty príliź nehodia. Na druhej strane tým, ¿e vyjadrujú inverznú maticu a rieźenie spomínanej sústavy v tvare prehţadných ucelených formúl, sú významné hlavne z teoretického hţadiska.

Nech A ∈ K^{n×n} a 1 ≤ i, k ≤ n sú rôzne indexy. Oznaème B maticu, ktorá vznikne z matice A nahradením jej k-teho riadku i-tym riadkom. Potom matica B má (aspoò) dva riadky rovnaké, menovite i-tý a k-tý, preto |B| = 0. Na druhej strane matice A a B sa líźia nanajvýź v k-tom riadku, preto A_{kj} = B_{kj} pre ka¿dé 1 ≤ j ≤ n. Z toho dôvodu sú algebraické doplnky zodpovedajúcich si prvkov k-tych riadkov oboch matíc rovnaké: ~b_{kj} = (−1)^{k+j}|B_{kj} | = (−1)^{k+j} |A_{kj}| = ~a_{kj}. Ak rozvinieme determinant matice B podţa jej k-teho riadku, dostaneme

det B = n∑ j=1 b_{kj}~b_{kj} = n∑ j=1 a_{ij} ~a_{kj} = 0.

Spojenie tejto rovnosti s Laplaceovým rozvojom determinantu matice A podţa k-teho riadku dáva n∑ j=1 a_{ij} ~a_{kj} = r_i(A) · r_k ( ~ A )_T = r_i(A) · s_k ( ~ A^T ) = { |A|, ak i = k, 0, ak i ≠ k.

Inak povedané A · ~A^T = |A| I_n. Inverznú maticu k regulárnej źtvorcovej matici A potom dostaneme tak, ¿e transponovanú maticu jej algebraických doplnkov vydelíme determinantom |A|. Tým sme dokázali nasledujúcu vetu.

10.6.1. Veta. Nech A ∈ K^{n×n} je regulárna matica. Potom

A^{−1} = 1 |A| ~A^T .

16 10. DETERMINANTY

10.6.2. Príklad. Nájdeme inverznú maticu k reálnej matici A = ( 1 −2 5 −3 ) . Jej determinant a maticu algebraických doplnkov vypoèítame ţahko:

|A| = 1 · (−3) − 5 · (−2) = 7, ~A = ( −3 −5 2 1 ) . Preto A^{−1} = 1 7 ( −3 2 −5 1 ) . Poznamenajme vźak, ¿e okrem źtvorcových matíc rádu 2, kedy je to v podstate jedno, je výpoèet inverznej matice pomocou ERO alebo ESO, ako sme ho popísali v paragrafe 7.4, podstatne výhodnejźí ne¿ výpoèet na základe vety 10.6.1. U¿ pre matice rádu 3 by sme na to potrebovali vypoèítaż jeden determinant rádu 3 a deväż determinantov rádu 2. Vo vźeobecnom prípade by sme museli vypoèítaż jeden determinant rádu n a n^2 determinantov rádu n − 1.

Èitateţ sa pravdepodobne po prvýkrát stretol s determinantmi v súvislosti s rieźením sústav lineárnych rovníc, v ktorých je poèet rovníc a neznámych ten istý. Mo¿no by si v prípadoch 2 × 2 a 3 × 3 eźte vedel spomenúż aj na prísluźné vzorce. Takéto vzorce, známe ako Cramerovo pravidlo, vźak platia v ţubovoţnom rozmere n × n.

10.6.3. Veta. Nech A ∈ K^{n×n} je regulárna matica, b ∈ K^n a pre 1 ≤ j ≤ n nech A^b_j

oznaèuje maticu, ktorá vznikne z matice A nahradením jej j-teho ståpca ståpcovým vektorom b. Potom sústava A · x = b má jediné rieźenie x = ( |Ab_1| |A| , |Ab_2| |A| , . . . , |Ab_n| |A| )_T . Dôkaz. Podţa vety 7.4.5 má uvedená sústava jediné rieźenie x = A^{−1} · b. Ak do tohto vyjadrenia dosadíme za A^{−1} z vety 10.6.1, pre j-tu zlo¿ku vektora x nám vyjde

x_j = 1 |A| n∑ i=1 ~a_{ij} b_i = |Ab_j | |A| , lebo zodpovedajúce si prvky j-tych ståpcov matíc A a Ab_j majú rovnaké algebraické doplnky, tak¿e uvedený súèet je Laplaceov rozvoj determinantu |Ab_j | podţa j-teho ståpca.

Varujeme vźak èitateţa pred pou¿ívaním Cramerovho pravidla na rieźenie konkrétnych sústav n lineárnych rovníc o n neznámych. Metóda úpravy rozźírenej matice sústavy na redukovaný stupòovitý tvar pomocou ERO je oveţa rýchlejźia a pohodlnejźia. Kým vyrieźenie takej sústavy pomocou ERO v¿aduje úpravu jedinej matice typu n × (n + 1), pri rieźení Cramerovým pravidlom by sme museli pri výpoète determinantov upraviż n + 1 matíc typu n × n.

Na obranu determinantov vźak poznamenajme, ¿e stretnutie s najdôle¿itejźími príkladmi ich vyu¿itia nás eźte len èaká. Popri tzv. Gramových determinantoch to bude najmä v súvislosti s charakteristickým polynómom a vlastnými hodnotami lineárnych transformácií a źtvorcových matíc.