9. AFINNÍ PODPROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC

V celé kapitole K oznaèuje pevné èíselné tìleso, m, n jsou kladná celá èísla.

9.1. Podprostor øeźení homogenní soustavy a jeho báze

Nechż A ∈ K^m�^n, b ∈ K^m. Uva¿ujme homogenní soustavu lineárních rovnic s maticí A

A · x = 0,

a nehomogenní soustavu s maticí A a pravou stranou b

A · x = b.

Mno¿iny jejich øeźení oznaèíme

R(A) = {x ∈ Kn : A · x = 0},

resp.

R(A | b) = {x ∈ Kn : A · x = b}.

Pøedpisem φ(x) = A · x je de˛nované lineární zobrazení φ : K^n → K^m, pøièem¿ R(A) = Kerφ. Z toho okam¿itì vyplývá

Tvrzení 1. Pro libovolnou matici A ∈ K^m�^n

mno¿ina R(A) øeźení homogenní soustavy A ·

x = 0 tvoøí lineární podprostor vektorového pro-

storu K^n.

Ka¿dou bázi prostoru R(A) nazýváme fundamentálním systémem øeźení soustavy A · x = 0. Potom ka¿dé øeźení pøísluźné homogenní soustavy mù¿eme jednoznaènì vyjádøit jako lineární kombinaci vektorù z fundamentálního systému øeźení, a naopak, ka¿dá lineární kombinace vektorù fundamentálního systému je øeźením pøísluźné soustavy. Fundamentální systém øeźení najdeme následujícím postupem.

Matici A upravíme pomocí ERO na redukovaný stupòovitý tvar B ∈ K^m�^n. Mno¿inu {1, . . . , n} rozdìlíme na dvì podmno¿iny J a J0, podle toho, zda se v j-tém sloupci matice B nachází nebo nenachází vedoucí prvek nìjakého jejího øádku. Oznaème k poèet prvkù mno¿iny J0 a zapiźme ji ve tvaru J0 = {j_1 < j_2 < . . . < j_k}.

Pro ka¿dý index j_l ∈ J0 sestrojíme vektor v_l =

(v_1l, . . . , vnl)T ∈ Kn takto: Zvolíme vj_ll = 1 a vj_il = 0 pre i ≠ l. Pro j ∈ J vypoèítáme hodnoty

vjl k uvedeným hodnotám parametrù v_{j1l}, . . . , v_{jkl} tak, aby celý vektor v_l vyhovoval podmínce

B · vl = 0. Potom vektory v_1, v_2, . . . , vk tvoøí

bázi podprostoru øeźení R(A). Pøitom zøejmì platí k = n − h(A).

Pøíklad 2. Pøedpokládejme, ¿e jsme ma-

tici A pomocí ERO u¿ upravili na redukovaný stupòovitý tvar B = 1 2 0 0 −1/3 0 0 1 0 1/2 0 0 0 1 −2 0 0 0 0 0 . Vedoucí prvky øádkù se nacházejí ve sloupcích 1, 3 a 4. Teda neznámé x_2 a x_5 si zvolíme za parametry a neznámé x_1, x_3 a x_4 si vyjádøíme s jejich pomocí.

Naźe první volba je x_2 = 1, x_5 = 0. Tomu zodpovídá vektor v_1 = (−2, 1, 0, 0, 0)^T . Druhá volba parametrù je x_2 = 0, x_5 = 1. Tomu zodpovídá vektor v_2 = (1/3, 0, −1/2, 2, 1)^T . Potom vektory

v_1, v_2 tvoøí bázi podprostoru (fundamentální

systém) øeźení R(A) = R(B) ⊆ R^5.

Tvrzení 1. Pro libovolnou matici A ∈ K^m�^n

platí

dimR(A) = n − h(A).

9.2. Podprostor øeźení nehomogenní soustavy

Tvrzení 1. Nechż A ∈ K^m�^n, b ∈ K^m.

(a) Pokud y, z ∈ R(A | b), pak y − z ∈ R(A).

(b) Pokud z ∈ R(A | b), x ∈ R(A), pak z + x ∈ R(A | b).

R(A | b) = z + R(A) = {z + x; x ∈ R(A)} = z + [v_1, . . . , vn] = {z + c_1v_1 + . . . + ckvk; c_1, . . . , ck ∈ K}.

Tvrzení 2. Nechż A ∈ K^m�^n, b ∈ K^m. Po-

kud soustava A · x = b má aspoò jedno øeźení, tak R(A | b) je a˛nní podprostor v K^n se zamìøením R(A).

DirR(A | b) = R(A) a dimR(A | b) = dimR(A) = n − h(A).

9.3. Frobeniova vìta a øeźení nehomogenní soustavy

Vìta 3. (Frobenius) Nechż A ∈ K^m�^n, b ∈

Km. Potom nehomogenní soustava A · x = b má øeźení právì tehdy, kdy¿ h(A | b) = h(A).

Soustava A · x = b má alespoò jedno øeźení

z ∈ Kn právì tehdy, kdy¿ b ∈ Imφ (kde φ(x) = A · x). Pak R(A | b) = z + R(A).

Frobeniova vìta øíká: nehomogenní soustava

A · x = b nemá øeźení právì tehdy, kdy¿ se pøi

úpravì její rozźíøené matice (A | b) na redukovaný stupòovitý tvar objeví nìjaký øádek tvaru

(0, . . . , 0 | d) ∈ Kn^{+1}, kde 0 ≠ d ∈ K. Takovýto

øádek toti¿ zodpovídá rovnici 0 = d.

Pokud upravíme pomocí ERO rozźíøenou matici (A | b) na redukovaný stupòovitý tvar (B | c), kde B ∈ K^m�^n a c ∈ K^m, tak B je té¿ v redukovaném stupòovitém tvaru.

Potom R(A | b) = R(B | c) ≠ ∅ právì tehdy, kdy¿ sa ¿ádný vedoucí prvek nìjakého øádku matice (B | c) nenachází v posledním, t. j. n + 1-ím sloupci.

Bázi prostoru øeźení R(A) = R(B) najdeme postupem popsaným v paragrafu 9.1.

Nech J, J0 a k mají døíve uvedený význam. Jedno øeźení z = (z_1, . . . , zn)^T nehomogenní soustavy dostaneme volbou parametrù z_{j1} = . . . =

zj_k = 0 pro jl ∈ J0. Zbývající hodnoty zj potom

vypoèítáme tak, aby z vyhovovalo podmínce

B · z = c, t. j. zj = cj pre j ∈ J.

Pøíklad 4. Pøedpokládejme, ¿e jsme matici

(A | b) pomocí ERO u¿ upravili na redukovaný

stupòovitý tvar

(B | c) =

1 0 0 3 1/4 0 0 1 0 4 2 −1 0 0 1 1 −5 6 0 0 0 0 0 0

| | | | |

| | | | |

2 −1 −2/7 0 .

Vidíme, ¿e h(B | c) = h(B) = 3, tedy R(A | b) =

R(B | c) ≠ ∅. Vedoucí prvky riadkov se nachá-

zejí ve sloupcích 1, 2 a 3. Tedy neznáme x_4,

x_5 a x_6 si zvolíme za parametry a neznámé x_1, x_2 a x_3 si vyjádøíme pomocí nich. První volbì x_4 = 1, x_5 = x_6 = 0 zodpovídá vektor v_1 = (−3, −4, −1, 1, 0, 0)T . Druhá volba x_4 = 0, x_5 = 1, x_6 = 0 nám dá vektor v_2 = (−1/4, −2, 5, 0, 1, 0)T .

Tøetí volbou x_4 = x_5 = 0, x_6 = 1 získáme vektor

v_3 = (0, 1, −6, 0, 0, 1)T . Potom vektory v_1, v_2, v_3

tvoøí bázi podprostoru øeźení R(A) = R(B) ⊆ R^6 pøísluźní homogenní soustavy. Koneènì volbou parametrù x_4 = x_5 = x_6 = 0 získáme jedno øeźení

z = (2, −1, −2/7, 0, 0, 0)T nehomogenní soustavy.

Výsledek mù¿eme zapsat do tabulky:

v_1 v_2 v_3 z x_1 −3 −1/4 0 2 x_2 −4 −2 1 −1 x_3 −1 5 −6 −2/7 x_4 1 0 0 0 x_5 0 1 0 0 x_6 0 0 1 0

9.4. Parametrické a vźeobecné rovnice a˛nních podprostorù

Ka¿dý a˛nní podprostor M ⊆ K^n má tvar

M = p + [u_1, . . . , uk] = p + [α]

pro nìjaký bod p = (p_1, . . . , pn)^T ∈ M a vhodnou uspoøádanou k-tici α = (u_1, . . . , u_k) vektorù z K^n, kde u_j = (u_{1j}, . . . , u_{nj})^T .

To znamená, ¿e pro libovolné x ∈ K^n platí x ∈ M právì tehdy, kdy¿ existuje t = (t_1, . . . , t_k)^T ∈ Kk tak, ¿e

x = p + α · t,

kde jsme uspoøádanou k-tici α jako obyèejnì ztoto¿nili s maticí (u_{ij}) ∈ K^n�^k se sloupci u_1, . . . , u_k.

Rovnost x = p + α · t je maticovým zápisem parametrických rovnic a˛nního podprostoru M ⊆ Kn. Vektor t ∈ K^n nazýváme vektorem parametrù a jeho slo¿ky t_1, . . . , t_k ∈ K parametry. Po rozepsání do slo¿ek

x_1 = p_1 + u_{11}t_1 + u_{12}t_2 + . . . + u_1ktk x_2 = p_2 + u_{21}t_1 + u_{22}t_2 + . . . + u_2ktk xn = pn + un_1t_1 + un_2tn + . . . + unktk dostaneme obvyklejźí tvar, se kterým jsme sa v dimenzii n = 2 resp. n = 3 u¿ potkali v støedoźkolské analytické geometrii.

Jsou-li navíc vektory u_1, . . . , u_k lineárnì nezávislé, co¿ mù¿eme v¿dy dosáhnout vynecháním þnadbytoèných vektorùß, pak parametrické rovnice podprostoru M nám pøímo uká¿í jeho dimenzi: dimM = k.

Zápis a˛nního podprostoru M ⊆ K^n ve tvareu

M = p + [α], kde p ∈ M a α je nejaká uspo-

riadaná k-tice, která generuje jeho zamìøení DirM (mù¿eme si dovolit pøedpokládat, ¿e α je dokonce báze v DirM), budeme nazývat jeho parametrickým vyjádøením.

Parametrické vyjádøení M = p + [α] a˛nního podprostoru mù¿emo pøímo pøepsat do jeho parametrických rovnic x = p + α · t, (t ∈ K^k). Takté¿ naopak, z jeho parametrických rovnic mù¿eme okam¿itì získat jeho parametrické vyjádøení.

Ka¿dá soustava lineárních rovnic A·x = b s rozźíøenou maticí (A | b) ∈ K^m�^{(n+1)} (pokud má øeźení), popisuje a˛nní podprostor R(A | b) ⊆ K^n.

Vyøeźit soustavu lineárních rovnic A·x = b znamená vlastne najít nìjaké pìkné parametrické rovnice a˛nního podprostoru R(A | b).

Nechż tedy M = p + [α] je a˛nní podprostor v Kn, daný bodom p ∈ K^n a uspoøádanou k-ticí

α = (u_1, . . . , u_k) vektorù z Kn, kterou ztoto¿-

níme s maticí α = (u_{ij}) ∈ K^n�^k se sloupci u_j.

Parametrické rovnice x = p + α · t podprostoru M, kde x = (x_1, . . . , xn)^T ∈ K^n je vektor neznámých a t = (t_1, . . . , t_k)^T ∈ K^k je vektor parametrù, mù¿eme pøepsat do tvaru

In · x = α · t + p,

ktorý lze reprezentovat pomocí blokové matice (In | α | p).

Naźe metoda bude zalo¿ená na eliminaci parametrù t_1, . . . , t_k úpravou této matice pomocí ERO.

Matici (In | α | p) budeme upravovat na øádkovì ekvivalentní matici tak, aby prostøední blok vo výsledné matici byl ve stupòovitém tvaru. Mohou pak nastat dvì mo¿nosti

(1) h(α) = n, co¿ poznáme podle toho, ¿e vźechny øádky prostøedního bloku výsledné matice jsou nenulové. V tomto pøípadì M = V a vźeobecné rovnice tohoto podprostoru tvoøí prázdná soustava (t. j. soustava, která neobsahuje ¿ádnou rovnici).

(2) h(α) < n. Pak mù¿eme prostøední blok výsledné matice rozdìlit do dvou pod sebou umístìných blokù ( D 0 ) , kde horní blok D je stupòovitá matice typu h(α) × k, která má vźechny øádky nenulové, tedy dolní nulový blok má rozmìr (n − h(α)) × k. Toto rozdìlení prostøedního bloku indukuje rozdìlení celé výsledné matice do blokù

( A0_{D b}0

A 0 b ) .

Potom A · x = b jsou vźeobecné rovnice a˛nního podprostoru M, t. j. platí M = p + [α] =

R(A | b).

Popsaný algoritmus mù¿eme struènì shrnout do následujícího schématu (In | α | p) ERO−→ ( A0_{D b}0

A 0 b ) , kde D je matice v stupòovitém tvaru s nenulovými øádky (jejich¿ poèet je tedy nutnì

h(D) = h(α)).

Jako vedlejźí produkt takovéhoto výpoètu mù- ¿eme z k-tice α vybrat bázi zamìøení DirM = [α]: je tvoøená vektory u_{j1}, . . . , u_{jl}, kde 1 ≤ j_1 <

. . . < jl ≤ k jsou indexy tìchto sloupcù matice

D, ve kterých se nacházejí vedoucí prvky jejich øádkù.

Tvrzení 5. Nechż B ∈ K^n�^m, C ∈ K^n�^k

a p ∈ K^n. Pokud bloková matice (B | C | p) je øádkovì ekvivalentní s blokovou maticí ( A0_{D b}0

A 0 b ) . kde D je matice v stupòovitém tvaru s nenulovými øádky, tak

R(A | b) = {x ∈ Km; (∃ t ∈ Kk)(B · x = C · t + p)}.

9.5. Rovnice prùniku a spojení a˛nních podprostorù

Uva¿ujme tøi mo¿nosti zadání pùvodních podprostorù:

(1) Oba podprostory jsou zadané vźeobecnými rovnicemi.

(2) Oba podprostory jsou zadané parametricky.

(3) Jeden podprostor je zadaný pomocí vźeobecných rovnic a druhý parametricky.

(1) Nechż a˛nní podprostory M, N ⊆ K^n mají vźeobecné rovnice A · x = b resp. B · x = c, kde A ∈ K^m�^n, b ∈ K^m, B ∈ K^l�^n, c ∈ K^l. Potom vźeobecnými rovnicemi prùniku M ∩ N je soustava

A · x = b B · x = c

s rozźíøenou maticí_( A b B c ) . Parametrické vyjádøení prùniku M ∩N mù¿eme získat vyøeźením této soustavy. Parametrické vyjádøení podprostoru M ⊔ N mù¿eme získat tak, ¿e nejprve najdeme parametrická vyjádøení podprostorù M a N a pou¿ijeme úvahy z pøedchozí kapitoly. Následnì pak mù¿eme odvodit vźeobecné rovnice podprostoru M ⊔ N.

Pøíklad 6. A˛nní podprostory M, N vekto-

rového prostoru Q^4 jsou dané soustavami

x_1 + x_2 − x_3 + x_4 = 9 x_1 − x_2 + x_3 − x_4 = −3

resp.

x_1 + 3x_2 + 2x_3 − x_4 = 0 x_1 − 3x_2 − 2x_3 + x_4 = 6 .

Upravme rozźíøené matice pùvodních soustav: ( 1 1 −1 1 9 1 −1 1 −1 −3 ) ∼ ( 1 0 0 0 3

0 1 −1 1 6 ) , ( 1 3 2 −1 0

1 −3 −2 1 6 ) ∼ ( 1 0 0 0 3 0 1 2/3 −1/3 −1 ) .

Z upravených matic okam¿itì dostáváme parametrické vyjádøení pùvodních podprostorù (matice v hranatých závorkách oznaèuje lineární podprostor generovaný jejími sloupci) M = 3 6 0 0 + 0 0 1 −1 1 0 0 1 , N = 3 −1 0 0 + 0 0 −2 1 3 0 0 3 .

Pokud napíźeme obì upravené rozźírené matice vźeobecných rovnic podprostorù M a N do blokù pod sebe, dostaneme rozźíøenou matici vźeobecných rovníc podprostoru M ∩N. Její úpravou na redukovaný stupòovitý tvar vyjde

1 0 0 0 3 0 1 0 1/5 9/5 0 0 1 −4/5 −21/5 0 0 0 0 0 .

Odtud u¿ pøímo vyplývá parametrické vyjádøení M ∩ N = 3 9/5 −21/5 0 + 0 −1 4 5 . Zjistili sme, ¿e dvojrozmìrné a˛nní podprostory M, N mají jednorozmìrný prùnik, tedy jsou rùznobì¿né. Preto té¿ dim(M ⊔N ) = 2+2−1 = 3.

Dáme-li vedle sebe generátory smìrových podprostorù DirM a DirN, úpravou pøísluźné matice zjistíme, ¿e první tøi jsou lineárnì nezávislé a poslední z nich je lineární kombinací pøedcházejících. Tedy sloupce matice β = 0 0 0

1 −1 −2

1 0 3 0 1 0

tvoøí bázi zamìøení a˛nního podprostoru M⊔N.

Jeho parametrické vyjádøení je

M ⊔ N = p + [β],

kde p = (3, 9/5, −21/5, 0)^T . Úpravou blokové matice (I_4 | β | p) podle algoritmu z druhé èásti paragrafu 9.4., výmìnou prvého a posledního øádku dostaneme vźeobecné rovnice podprostoru M ⊔ N: x_1 = 3 .

(2) Nechż M = p + [α], N = q + [β] jsou parametrické vyjádøení dvou a˛nních podprostorù v K^n. Potom M ⊔ N = p + [q − p, α, β] a vynecháním vhodných sloupcù z blokové matice (q − p, α, β) mù¿eme dostat bázi zamìøení Dir(M ⊔N ). Vźeobecné rovnice podprostoru M ⊔ N dostaneme úpravou blokové matice (In | q − p, α, β | p), pøípadnì matice, v které je prostøední blok nahrazený bází zamìøení Dir(M ⊔ N ) podle algoritmu z paragrafu 9.4.

Vźeobecné rovnice prùniku M ∩N, získáme tak, ¿e parametrické rovnice ka¿dého z podprostorù M, N pøevedeme na vźeobecné rovnice a ty pak spojíme dohromady.

Parametrické vyjádøení prùniku M ∩ N dostaneme vyøeźením jeho vźeobecných rovnic.

Jiná cesta k parametrickým rovnicím prùniku

M ∩ N: lze pøi ní jako vedlejźí produkt získat

báze zamìøení DirM, DirN, Dir(M ⊔ N ), tedy i parametrické rovnice spojení M ⊔ N.

Metoda: blokovou matici (α | β | q − p) upravujeme pomocí ERO na stupòovitý tvar ( A0_B0_c0

0 B c ) , kde matice A0 má vźechny øádky nenulové (tedy lineárnì nezávislé a jejich poèet je h(A0) = h(α) = dimM).

Prùnik M∩N je tvoøený vźemi x = q + β · t ∈ N, které patøí zároveò do M, t. j. existuje vektor parametrù s tak, ¿e x = p + α · s. Hledáme tedy vźechny vektory parametrù t, ke kterým existuje nìjaký vektor parametrù s tak, ¿e platí

α · s = β · t + (q − p).

K danému t existuje takovéto s právì tehdy, kdy¿ B · t = c.

Vyøeźením této soustavy dostaneme parametrické vyjádøení

t = r + γ · z,

které dosadíme do parametrických rovnic podprostoru N. Dostaneme tak parametrické rovnice

x = q + β · (r + γ · z) = (q + β · r) + (β · γ) · z

podprostoru M ∩ N.

Pøíklad 7. Nechż M = 1 1 1 4 1 1 2 5 , N_1 = 0 2 2 3 + 1 2 3 2 2 8 5 0 9 3 4 11 ,

N_2 = 1 1 2 2 + 1 2 3 2 2 8 5 0 9 3 4 11

jsou a˛nní podprostory v R^4. Zøejmì DirN_1 = DirN_2; oznaème tento lineární podprostor D. Obì úlohy o dvojicích podprostorù M, N_1 i M,

N_2 budeme øeźit souèasnì. Platí

1 1 1 2 3 0 1 1 4 2 2 8 2 1 1 1 5 0 9 2 2 2 5 3 4 11 3 2 ∼ 1 1 1 2 3 0 1 0 3 1 0 5 2 0 0 0 4 −2 6 2 1 0 0 0 0 0 1 0 .

Pokud si z matice na pravé stranì odmyslíme krajní pravý blok, po vynechání rovnice 0 = 0 z ní dostaneme soustavu

4t_1 − 2t_2 + 6t_3 = 0.

Lineární podprostor DirM ∩ D je tvoøený právì vźemi lineárními kombinacemi β · t, kde β je matice generátorù D (a jeho báze) a t vyhovuje uvedené homogenní rovnici. Tedy dim(DirM ∩

D) = dimDirM = 2. Proto DirM ⊆ D a platí M ‖ N_1 a M ‖ N_2.

Soustava

4t_1 − 2t_2 + 6t_3 = 2

0 = 1,

které musí vyhovovat vektor parametrù t =

(t_1, t_2, t_3)T , aby jím urèený bod z N_1 patøil i do

M, nemá øeźení. Proto M ∩N_1 = ∅ a M, N_1 jsou pravé rovnobe¿ky.

Naopak, analogická soustava pro dvojici M, N_2 vede na jedinou, oèividnì øeźitelnou rovnici

4t_1 − 2t_2 + 6t_3 = 1.

Tedy M ⊆ N_2.

(3) Nechż a˛nní podprostor M ⊆ K^n je daný vźeobecnými rovnicemi A · x = b a a˛nní podprostor N = q + [β] ⊆ K^n je daný parametricky. Pokud hledáme vźeobecné rovnice prùniku M ∩ N, staèí najít vźeobecné rovnice podprostoru N a pøidat je k soustavì A · x = b.

Jejich vyøeźením potom mù¿eme obdr¿et i parametrické vyjádøení M ∩ N.

Pokud hledáme popis spojení M ⊔ N, nejvýhodnìjźí je vyøeźit vźeobecné rovnice podprostoru M a z parametrických vyjádøení obou podprostorù M, N sestavit parametrické vyjádøení M ⊔ N. Eliminací parametrù dostaneme vźeobecné rovnice podpriestoru M ⊔ N.

Jiná metoda, jak najít parametrické vyjádøení prùniku M ∩ N spoèívá v dosazení parametrického vyjádøení podprostoru N do vźeobecných rovnic podprostoru M. Tím dostaneme soustavu

A · (q + β · t) = b,

nebo po úpravì s ní ekvivalentní soustavu

(A · β) · t = b − A · q,

které musí vyhovovat vektor parametrù t, aby jím urèený bod x = q + β · t ∈ N patøil i do podprostoru M, tedy do prùniku M ∩ N.

Uvedenou soustavu vyøeźíme úpravou její rozźíøené matice (A · β | b − A · q).

Podobnì jako v pøípadì (2) øeźení dostaneme v parametrickém tvaru

t = r + γ · z

a dosadíme ho do parametrických rovnic podprostoru N.

Tak získáme parametrické rovnice

x = q + β · (r + γ · z) = (q + β · r) + (β · γ) · z

podprostoru M ∩ N.

Pøíklad 8.

A˛nní podprostor M ⊆ R^4 má vźeobecné rovnice

x_1 − x_2 + x_3 − x_4 = 1 x_1 + x_2 − x_3 + x_4 = 3.

A˛nní podprostor N ⊆ R^4 je urèený jako a˛nní obal N = ℓ(p, q, r, s) bodù p = (3, 0, 1, 1)^T , q =

(4, −1, 2, 2)T , r = (4, 1, 2, 0)T a s = (7, 3, 4, 5)T . Jeho

parametrické vyjádøení potom je

N = p + [q − p, r − p, s − p]

= 3 0 1 1 + 1 1 4

−1 1 3

1 1 3

1 −1 4 .

Proto¿e ( 1 −1 1 −1 1 1 −1 1 ) · 1 1 4

−1 1 3

1 1 3

1 −1 4 = ( 2 2 3 0 0 8 ) ,

( 1 3 ) − ( 1 −1 1 −1 1 1 −1 1 ) · 3 0 1 1 = ( −2 0 ) ,

bod tvaru p + t_1(q − p) + t_2(r − p) + t_3(s − p) ∈ N patøí do prùniku M ∩ N právì tehdy, kdy¿ pøísluźný vektor parametrù t = (t_1, t_2, t_3)^T vyhovuje soustavì s rozźíøenou maticí ( 2 2 3 −2 0 0 8 0 ) ∼ ( 1 1 0 −1 0 0 1 0 ) .

Podprostor øeźení této soustavy má parametrické vyjádøení −1 0 0 + −1 1 0 . Dosazením do parametrického vyjádøení N dostaneme M ∩ N = 3 0 1 1 + 1 1 4

−1 1 3

1 1 3

1 −1 4 · −1 0 0 +

+ 1 1 4

−1 1 3

1 1 3

1 −1 4 · −1 1 0

= 2 1 0 2 + 0 2 0 −2 a dim(M ∩ N ) = 1.

Hodnost matice soustavy podprostoru M je 2, proto dimM = 4 − 2 = 2, a dimN = 3. Z tohoto dùvodu M ∩ N je vlastní podprostor jak v M tak v N, tj. M, N jsou rùznobì¿né.