8. AFINNÍ PODPROSTORY A AFINNÍ ZOBRAZENÍ

V celé kapitole K oznaèuje pevné èíselné tìleso, m, n jsou kladná celá èísla.

8.1. Body a vektory

Na vektory se díváme jako na orientované úseèky s poèátkem v bodì 0. Celý prostor chápeme jako homogenní, t. j. vźechny body pova¿ujeme za rovnocenné a nevyèleòujeme v nìm ¿ádný privilegovaný bod za poèátek.

A˛nním prostorem nad èíselným tìlesem K rozumíme vektorový prostor V nad tímto èíselným tìlesem (prvky sa z vektorù staly opìt body a poèátek, t. j. nulový vektor, ztratil svoje výsadní postavení { stal se z nìho bod jako ka¿dý jiný). 1

8.2. A˛nní podprostory

V celém odstavci V oznaèuje nìjaký pevný, ale jinak libovolný, vektorový prostor nad èíselným tìlesem K.

Písmeny p, q, r budeme (i s indexy) znaèit výluènì body, u, v, w oznaèují zase výluènì vektory, x, y, z mohou podle potøeby oznaèovat body i vektory. Rovnì¿ se dohodneme, ¿e rozdíl dvou bodù budeme chápat jako vektor a souèet bodu a vektoru jako bod.

Nechż p, q ∈ V , p ≠ q. Pøímkou procházející nebo té¿ urèenou body p, q rozumíme mno- ¿inu ℓ(p, q), ktorú dostaneme tak, ¿e do bodu p umístíme vźechny mo¿né skalární násobky vektoru q − p.

Typický bod pøímky ℓ(p, q) má tedy tvar

x = p + t(q − p) = (1 − t)p + tq,

kde t ∈ K, tj. ℓ(p, q) = {sp + tq; s, t ∈ K & s + t = 1} ⊆ V. Tento výraz má smysl i pro p = q, tehdy vźak nejde o pøímku ale o jednobodovou mno¿inu

ℓ(p, p) = {p}. Z uvedeného tvaru ihned vidíme, ¿e ℓ(p, q) = ℓ(q, p)

pro libovolní p, q ∈ V .

Podmno¿inu M vektorového prostoru V nazýváme jeho a˛nním podprostorem nebo té¿ lineární varietou ve V , pokud M ≠ ∅ a pre vźechny p, q ∈ M platí ℓ(p, q) ⊆ M.

Lineární kombinaci, t. j. výraz tvaru

t_0p_0 + t_1p_1 + . . . + tnpn = n∑ i=0 tipi, kde n ∈ N , p_0, . . . , p_n ∈ V , t_0, t_1, . . . , tn ∈ K, nazýváme a˛nní kombinací bodù p_0, p_1, . . . , p_n, pokud platí t_0 + t_1 + . . . + tn = 1. A˛nní kombinací bodù budeme chápat jako bod; jiné lineární kombinace bodù ne¿ a˛nní se v naźich úvahách nevyskytují. (Ka¿dá a˛nní kombinace je neprázdná, t. j. obsahuje alespoò jeden èlen.)

Tvrzení 1. Pro libovolnou neprázdnou mno-

¿inu M ⊆ V jsou následující podmínky ekvivalentní:

(i) M je a˛nní podprostor ve V ;

(ii) pro libovolné p, q ∈ M, s ∈ K platí sp + (1 − s)q ∈ M ;

(iii) pro ka¿dé n ∈ N a libovolné p_0, p_1, . . . , p_n ∈ M, t_0, t_1 . . . , tn ∈ K takové, ¿e

t_0 + t_1 + . . . + tn = 1,

platí

t_0p_0 + t_1p_1 + . . . + tnpn ∈ M.

Vìta 2. Nechż M ⊆ V . Potom M je a˛nní

podprostor ve V právì tehdy, kdy¿ existuje bod

p ∈ V a lineární podprostor S ⊆ V tak, ¿e M = p + S = {p + u; u ∈ S}.

V tom pøípadì pro vźechny q, r ∈ M, u ∈ S platí

q − r ∈ S, q + u ∈ M, M = q + S,

S = {x − q; x ∈ M} = {x − y; x, y ∈ M}.

Dùsledek 3. Ka¿dý lineární podprostor S

vektorového prostoru V je jeho a˛nním podprostorom. A˛nní podprostor M vektorového prostoru V je jeho lineárním podprostorem právì tehdy, kdy¿ 0 ∈ M.

Zamìøením nebo té¿ smìrovým podprostorem a˛nního podprostoru M ⊆ V nazýváme lineární podprostor DirM = {x − y; x, y ∈ M} ⊆ V. (direction).

DirM je jediný lineární podprostor ve V takový, ¿e M = p+DirM pro nìjaké (pro ka¿dé) p ∈ M. Pro ka¿dé p ∈ M platí

DirM = {x − p; x ∈ M}.

Pro libovolnou uspoøádanou (n + 1)-tici bodù

(p_0, . . . , pn), vektorového prostoru V , pøípadnì

pro jeho koneènou podmno¿inu {p_0, . . . , p_n} ≠ ∅, oznaème ℓ(p_0, . . . , pn) = {t_0p_0+. . .+tnpn; t_0, . . . , tn ∈ K & t_0+. . .+tn = 1} mno¿inu vźech a˛nních kombinací bodù p_0, . . . , p_n. Z právì dokázaného tvrzení vyplývá, ¿e ℓ(p_0, . . . , p_n) je nejmenźí a˛nní podprostor ve V , který obsahuje vźechy body p_0, . . . , p_n; nazýváme ho a˛nní obal bodù nebo i a˛nní podprostor generovaný body p_0, . . . , p_n.

Pro ka¿dou neprázdnou mno¿inu X ⊆ V m¿eme de˛novat její a˛nní obal ℓ(X), nazývaný tie¿ a˛nní podprostor generovaný mno¿inou X, jako mno¿inu vźech (koneèných) a˛nních kombinací bodù z X. Opìt platí, ¿e ℓ(X) je nejmenźí a˛nní podprostor ve V tak, ¿e X ⊆ ℓ(X).

Tvrzení 4. Nechż p_0, p_1, . . . , p_n ∈ V . Potom

ℓ(p_0, p_1, . . . , pn) = p_0 + [p_1 − p_0, . . . , pn − p_0],

Dirℓ(p_0, p_1, . . . , p_n) = [p_1 − p_0, . . . , p_n − p_0].

Dimenzí nebo té¿ rozmìrem a˛nního podprostoru M ⊆ V , píźeme dim M, nazýváme dimenzi jeho zameøení, tedy

dim M = dim DirM.

Body p_0, p_1, . . . , p_n vektorového prostoru V nazýváme a˛nnì nezávislé, pokud vektory p_1 −

p_0, . . . , pn − p_0 jsou lineárnì nezávislé.

Z následujícího oèividného tvrzení vyplývá, ¿e body p_0, p_1, . . . , p_n ∈ V jsou a˛nnì nezávislé právì tehdy, kdy¿ pro nìjaké (pro ka¿dé) 0 ≤

k ≤ n vektory pj − pk, kde 0 ≤ j ≤ n a j ≠ k,

jsou lineárnì nezávislé.

Tvrzení 5. Body p_0, p_1, . . . , p_n ∈ V jsou

a˛nnì nezávislé právì tehdy, kdy¿

dim ℓ(p_0, p_1, . . . , pn) = n.

Zøejmì 0-rozmìrné a˛nní podprostory ve V jsou právì vźechny body p ∈ V (pøesnìji, vźechny jednobodové podmno¿iny ve V ). Tyto a˛nní podprostory nazýváme té¿ triviální.

Jednorozmìrné a˛nní podprostory ve V nazýváme pøímkami. Ka¿dá pøímka má skuteènì tvar ℓ(p, q) pro nìjaké a˛nnì nezávislé (t. j. rùzné) body p, q ∈ V .

Dvojrozmìrné a˛nní podprostory vo V nazýváme rovinami.

Samotný prostor V je svým nevlastním a˛nním podprostorem.

Pokud dim V = n, tak (n − 1)-rozmìrné a˛nní podprostory ve V nazýváme nadrovinami. 10

Pojmy þbodß, þpøímkaß a þrovinaß jsou absolutní v tom smyslu, ¿e závisí jen na dimenzi pøísluźného a˛nního podprostoru. Pojem nadroviny je relativní, proto¿e závisí na vztahu dimenzí a˛nního podprostoru a celého prostoru.

Pokud dim V = 1 (t. j. pokud samotné V je pøímka), tak ka¿dý bod ve V je zároveò nadrovinou.

Nadrovinami v dvojrozmìrném prostoru (t. j. v rovinì) jsou zase vźechny pøímky.

V trojrozmìrném prostoru V pojmy roviny a nadroviny splývají.

V ètyørozmìrném prostoru jsou nadrovinami trojrozmìrné podprostory; atd.

V 0-rozmìrném (t. j. jednobodovém) prostoru V nejsou pøímky, roviny ani nadroviny. 11

8.3. Prùnik a spojení a˛nních podprostorù

Tvrzení 6. Nechż M, N ⊆ V jsou a˛nní

podprostory. Potom M ∩N je a˛nní podprostor ve V právì tehdy, kdy¿ M ∩ N ≠ ∅. V tomto pøípadì

Dir(M ∩ N ) = DirM ∩ DirN.

Neprázdnost prùniku M ∩N mù¿eme zaruèit za pøedpokladu, ¿e lineární prostor DirM + DirN je dostateènì velký.

Tvrzení 7. Nechż M, N ⊆ V jsou a˛nní

podprostory. Potom DirM + DirN = V ⇒ M ∩ N ≠ ∅.

Spojením a˛nních podprostorù M, N ⊆ V , píźeme M ⊔ N, nazýváme a˛nní obal jejich sjednocení. Tedy M ⊔ N = ℓ(M ∪ N ). Zøejmì M ⊔ N je nejmenźí a˛nní podprostor ve V , který obsahuje M i N, a pro lineární podprostory S, T ⊆ V platí S ⊔ T = S + T .

Tvrzení 8. Nechż M, N ⊆ V jsou a˛nní

podprostory.

(a) Pokud M ∩ N ≠ ∅, tak

Dir(M ⊔ N ) = DirM + DirN,

M ⊔ N = M + DirN = N + DirM.

(b) Pokud M ∩N = ∅, tak pro libovolné p ∈ M,

q ∈ N platí

Dir(M ⊔ N ) = [q − p] + DirM + DirN,

M ⊔N = M +([q−p]+DirN ) = N +([q−p]+DirM ).

Poznámka 9. Obì rovnosti z (b) jsou spl-

nìné i za pøedpokladu M ∩ N ≠ ∅. V tomto pøípadì vźak pre libovolné r ∈ M ∩ N platí

q − p = (r − p) + (q − r) ∈ DirM + DirN,

tak¿e vektor q − p mù¿eme vynechat.

Dùsledek 10. Nechż M, N ⊆ V jsou ko-

neènì rozmìrné a˛nní podprostory. Potom

dim(M⊔N) =

{_{dim M + dim N}

− dim (M ∩ N); pro M ∩ N ≠ ∅,

dim M + dim N − dim(DirM ∩ DirN) + 1; pro M ∩ N = ∅:

Pøíklad 11. Ve vektorovém prostoru V uva-

¿ujme koneènì rozmìrné a˛nní podprostory

M = p + [u_1, . . . , um], N = q + [v_1, . . . , vn].

Potom M ⊔ N = p + [u_1, . . . , um, v_1, . . . , vn], pro M ∩ N ≠ ∅, p + [q − p, u_1, . . . , um, v_1, . . . , vn],

pro M ∩ N = ∅,

dim(M ⊔ N ) = dim[u1, . . . , um, v1, . . . , vn], pro M ∩ N ≠ ∅, dim[q − p, u1, . . . , um, v1, . . . , vn], pro M ∩ N = ∅.

Pokud pøedpokládáme, ¿e jak vektory u_1, . . . , um tak vektory v_1, . . . , vn jsou lineárnì nezávislé, pak dim(M ⊔ N ) = { m + n − k, pro M ∩ N ≠ ∅, m + n − k + 1, pro M ∩ N = ∅,

kde k = dim([u_1, . . . , um] ∩ [v_1, . . . , vn]).

Pøíklad 12.

V sloupcovém prostoru R^4 jsou dané vektory

x = (1, 2, 3, 4)T , y = (0, −3, 1, −1)T , z = (1, 1, 0, 0)T , u = (0, −2, 4, 3)T , v = (2, 6, 2, 5)T , w = (0, 0, 1, 1)T

a blí¿e neurèené body p, q. Potom S = [x, y, z],

T = [u, v, w] jsou lineární podprostory a M = p + S, N = q + N jsou a˛nní podprostory v R^4.

Najdeme dimenze lineárních podprostorù S +T ,

S ∩ T a a˛nních podprostorù M ∩ N, M ⊔ N

v závislosti na p, q.

Lineární podprostor S +T je generovaný sloupci blokové matice

1 0 1

2 −3 1

3 1 0

4 −1 0

| | | | |

| | | | |

0 2 0

−2 6 0

4 2 1 3 5 1 , pøièem¿ sloupce levého bloku generují lineární podprostor S a sloupce pravého bloku lineární podprostor T . Tato matica je øádkovì ekvivalentní s následující blokovou maticí 17

1 0 1

0 1 −3

0 0 3 0 0 0

| | | | |

| | | | |

0 2 0

4 −4 0 −3 3 1

0 0 1

ve stupòovitém tvaru, její¿ øádky mají vedoucí prvky ve sloupcích 1, 2, 3 a 6. Vidíme, ¿e vektory x, y, z tvoøí bázi S a vektory x, y, z, w bázi

S + T . Doupravovaním pravého bloku na øád-

kovì ekvivalentní stupòovitý tvar

4 −4 0

0 2 0 0 0 1 0 0 0

se mù¿eme pøesvìdèit, ¿e i vektory u, v, w jsou lineárnì nezávislé, tedy tvoøí bázi T . 18

Celkem dim S = dim T = 3, dim(S + T ) = 4. Odtud dle vìty o dimenzi souètu a prùniku vyplýva

dim(S ∩ T ) = 3 + 3 − 4 = 2.

Tedy S + T = R^4. Odtud pak M ∩ N ≠ ∅. Proto

dim(M ∩N ) = dim(S∩T ) = 2. Odtud dim(M ⊔N ) = dim(S + T ) = 4.

8.4. Vzájemná poloha a˛nních podprostorù

Polohu netriviálních vlastních a˛nních podprostorù (lineárních variet) M, N ⊆ V budeme klasi˛kovat na základì dvou kritérií:

(A) Pokud platí DirM ⊆ DirN ∨ DirN ⊆ DirM, øíkáme, ¿e M, N jsou rovnobì¿né a píźeme M ‖ N. V opaèném pøípadì, t. j. pokud platí DirM ⊈ DirN & DirN ⊈ DirM, øíkáme, ¿e M, N nejsou rovnobì¿né, a píźeme M ‖̸ N.

(B) Pokud platí M ∩ N ≠ ∅, øíkáme, ¿e M, N se pretínajú.

V opaèném pøípadì, t. j. pokud M ∩ N = ∅, øíkáme, ¿e M, N se neprotínají, neboli, ¿e jsou disjunktní.

Celkovì tedy dostáváme ètyøi mo¿nosti:

(1) M ‖ N & M ∩ N ≠ ∅, tj. M, N jsou rovnobì¿né a protínají se.

V tomto pøípadì platí DirM ⊆ DirN ⇔ M ⊆ N a DirN ⊆ DirM ⇔ N ⊆ M. Tedy M ⊆ N nebo M ⊆ N. Øíkáme, ¿e jedna z lineárních variet M, N je podvarietou druhé, neboli, ¿e M, N jsou ve vztahu inkluze.

(2) M ‖ N & M ∩ N = ∅, tj. M, N jsou rovnobì¿né a neprotínají se.

Tento pøípad nazýváme vztahem pravé rovnobì¿nosti.

(3) M ‖̸ N & M ∩ N ≠ ∅, tj. M, N nejsou rovnobì¿né a protínají se.

Øíkáme, ¿e M, N jsou rùznobì¿né.

(4) M ‖̸ N & M ∩ N = ∅, tj. M, N nejsou rovnobì¿né a neprotínají se.

V tomto pøípadì jeźtì rozliźujeme dvì dalźí mo¿nosti:

(4a) Ak DirM ∩ DirN = {0}, øíkáme, ¿e M, N jsou mimobì¿né.

(4b) Pokud DirM ∩ DirN ≠ {0}, øíkáme, ¿e M, N jsou èásteènì rovnobì¿né.

Tvrzení 13. Nechż M, N ⊆ V jsou èásteènì

rovnobì¿né lineární variety. Potom dim M ≥ 2,

dim N ≥ 2 a dim V ≥ 4.

Na druhé stranì v libovolném vektorovém prostoru V dimenze ≥ 4 není tì¿ké najít pøíklady èásteène rovnobe¿ných lineárních variet. Napø.

M = [e_1, e_2], N = e_4 + [e_2, e_3]

jsou èásteènì rovnobì¿né roviny v K^4.

8.5. A˛nní zobrazení

Nechż U, V jsou vektorové prostory nad tým¿ èíselným tìlesem K. Øíkáme, ¿e f V → U je a˛nní zobrazení, pokud pro libovolné body p, q ∈ V a skalár s ∈ V platí

f (sp + (1 − s)q) = sf (p) + (1 − s)f (q).

Tvrzení 14. Nechż U, V jsou vektorové

prostory nad èíselným tìlesem K. Potom zobrazení f V → U je a˛nní právì tehdy, kdy¿ pro ka¿dé n ∈ N , vźechny body p_0, . . . , p_n ∈ V a skaláry t_0, . . . , tn ∈ K takové, ¿e t_0 + . . . + tn = 1, platí

f (t_0p_0 + . . . + tnpn) = t_0f (p_0) + . . . + tnf (pn).

Posunutím neboli translací vektorového prostoru V o vektor u ∈ V nazýváme zobrazení

V → V dané pøedpisem x → x + u.

Zøejmì kompozicí posunutí o vektor u ∈ V a posunutí o vektor v ∈ V je posunutí o vektor

u + v. Ka¿dé posunutí je bijektivní zobrazení;

inverzní zobrazení k posunutí o vektor u je posunutí o opaèný vektor −u.

Vìta 15. Nechż U, V jsou vektorové pro-

story nad èíselným tìlesem K. Potom zobrazení f : V → U je a˛nní právì tehdy, kdy¿ existuje vektor u ∈ U a lineární zobrazení φ : V → U takové, ¿e pro ka¿dé x ∈ V platí

f (x) = φ(x) + u.

Dùsledek 16. Nechż U, V jsou vektorové

prostory nad èíselným tìlesem K. Potom (a) Libovolná translace prostoru V je a˛nní zobrazení;

(b) libovolné lineární zobrazení φ : V → U je a˛nné;

(c) a˛nní zobrazení f V → U je lineární právì tehdy, kdy¿ f (0) = 0.

Zøejmì vektor u ∈ U a lineární zobrazení φ jsou podmínkou vìty urèené jednoznaènì. Zobrazení φ = f −f (0) nazývame lineární èástí a vektor u = f (0) absolutním èlenem a˛nního zobrazení f. Píźeme té¿ f = φ + u.

A˛nní zobrazení jsou zevźeobecnìním funkcí

f K → K tvaru f (x) = ax + b, kde a, b ∈ K,

které (v pøípadì K = R ) v matematické analýze nazýváme lineárními.

Tvrzení 17. Nechż U, V , W jsou vektorové

prostory nad èíselným tìlesem K a g : W → V ,

f : V → U jsou a˛nní zobrazení. Potom i jejich

kompozice f ∘ g : W → U je a˛nní zobrazení.

(f ∘ g)(z) = φ(ψ(z) + v) + u = (φ ∘ ψ)(z) + φ(v) + u.

Pro lineární zobrazení ψ : W → V , φ : V → U a vektory v ∈ V , u ∈ U platí

(φ + u) ∘ (ψ + v) = (φ ∘ ψ) + (φ(v) + u).

Tvrzení 18. Nechż U, V jsou vektorové

prostory nad èíselným tìlesem K, f V → U je a˛nní zobrazení a M ⊆ V , N ⊆ U jsou a˛nní podprostory. Potom f (M ) je a˛nní podprostor v U a f�^1(N ) je a˛nní podprostor ve V nebo prázdná mno¿ina.

Proto¿e ka¿dé posunutí je bijekce, a˛nní zobrazení f = φ + u : V → U s lineární èástí φ je injektivní právì tehdy, kdy¿ φ je injektivní. Podobnì, f je surjektivní právì tehdy, kdy¿ φ je surjektivní.

Vìta 19. Nechż f : V → U je a˛nní zobra-

zení, pøièem¿ V je koneènì rozmìrný vektorový prostor. Potom pro libovolné y ∈ Imf platí

dim V = dim f�^1(y) + dim Imf.

A˛nní transformací vektorového prostoru V nazýváme libovolné a˛nní zobrazení f : V → V .

Dùsledek 20. Nechż f : V → V je a˛nní

transformace koneènì rozmìrného vektorového prostoru V . Potom f je injektívní právì tehdy, kdy¿ je surjektivní.

Dùsledek 21. Nechż f : V → U je a˛nní

zobrazení s lineární èástí φ a u = f (0). Potom f je bijektivní právì tehdy, kdy¿ φ je bijektívní. V tomto pøípadì i inverzní zobrazení f�^1 U → V je a˛nní a platí f�1_{= φ}�1_{− φ}�1_{(u).}

Tedy f�^1 je kompozicí lineárního zobrazení φ�^1 a posunutí o vektor −φ�^1(u).

Nechż U, V jsou koneènì rozmìrné vektorové prostory a α, β jsou báze v U resp. ve V . Rozźíøenou maticí a˛nního zobrazení f : V → U s lineární èástí φ a absolutním èlenem u vzhledem na báze β, α nazýváme blokovou matici (f )α,β = ((φ)α,β | (u)α). Pokud dim U = m, dim V = n, A = (φ)_{α,β} je matice lineárního zobrazení φ v bazích β =

(v1, . . . , vn), α a a = (u)α jsou souøadnice vek-

toru u v bázi α, tak rozźíøenou maticí a˛nního zobrazení f v bazích β, α je bloková matica

(f )α,β = ((φ(v_1))α, . . . , (φ(vn))α | (u)α) = (A | a).

Souøadnice bodu x ∈ V v bázi β a souøadnice jeho obrazu f (x) ∈ U v bázi α jsou tak spojené rovností

(f (x))α = (φ)α,β · (x)β + (u)α = A · (x)β + a.

Je-li f lineární zobrazení, t. j. pokud f = φ a

u = 0, nemá význam rozźiøovat matici (φ)α,β

o nulový sloupec. 30

Tvrzení. 22. Nechż U, V , W jsou koneènì

rozmìrné vektorové prostory nad èíselným tìlesem K a α, β, γ jsou nìjaké báze prostorù U, V , resp. W .

(a) Jsou-li g : W → V , f : V → U a˛nní zobrazení, které mají v pøísluźných bazích rozźíøené matice (g)_{β,γ} = (B | b), (f )_{α,β} = (A | a), tak jejich kompozice f ∘g : W → U má v bazích γ, α rozźíøenou matici

(f ∘ g)α,γ = (A · B | A · b + a).

(b) Je-li f : V → U a˛nní bijekce s rozźíøenou maticí (f )_{α,β} = (A | a) v bazích β, α, tak k ní inverzní zobrazení je a˛nní bijekce f�^1 :

U → V , která má v bazích α, β rozźíøenou

matici

(f�1_{)β,α = (A}�1_{| − A}�1_{· a).}