7. HODNOST MATICE, INVERZNÍ MATICE A ZMÌNA BÁZE

V celé kapitole K oznaèuje pevné èíselné tìleso, m, n, p jsou kladná celá èísla.

7.1. Hodnost matice

V této èásti je potøebné rozliźovat mezi vektorovými prostory øádkových resp. sloupcových vektorù. Prostor øádkových vektorù budeme znaèit K^1�^n a prostor sloupcových vektorù K^n�^1.

ri(A) 2 K^1×n oznaèuje i-tý øádek a s_j(A) ∈ Km�1_j-tý sloupec matice_{A = (aij)m}�_n. Tuto

matici mù¿eme zapsat blokovì jako

A = r_1(A) r_2(A)_. . rm(A)

= (s_1(A), s_2(A), . . . , sn(A)).

Øádkovou hodností hr(A) matice A nazýváme dimenzi lineárního podprostoru vektorového prostoru K^1�^n generovaného øádky matice A. Podobnì, sloupcovou hodností hs(A) matice A nazýváme dimenzi lineárního podprostoru vektorového prostoru K^m�^1 generovaného sloupci matice A. Tedy

hr(A) = dim[r_1(A), r_2(A), . . . , rm(A)], hs(A) = dim[s_1(A), s_2(A), . . . , sn(A)].

Oznaème φ : K^n�^1 → K^m�^1 lineární zobrazení dané pøedpisem φ(x) = A · x pro x ∈ K^n�^1.

Hodností lineárního zobrazení φ nazýváme dimenzi jeho obrazu, t. j. h(φ) = dim Imφ. Zøejmì platí h(φ) = hs(A), proto¿e lineární podprostor Imφ ⊆ K^m�^1 je generovaný sloupci matice A.

Lemma 1. Nechż A ∈ K^m�^n.

(a) Nechż matice B vznikne z matice A provedením jedné elementární øádkové operace (ERO). Pak [r_1(A), r_2(A), . . . , rm(A)] = [r_1(B), r_2(B), . . . , rm(B)].

(b) Nechż matice C vznikne z matice A vykonáním jedné elementární sloupcové operace (ESO). Pak [s_1(A), s_2(A), . . . , sn(A)] = [s_1(C), s_2(C), . . . , sn(C)].

Lemma 2. Pro ka¿dou matici A ∈ K^m�^n

platí hr(A) = hs(A).

Spoleènou hodnotu budeme nyní znaèit h(A) a nazývat hodností matice A. Zøejmì pro A ∈

Km�n je_{h(A) ≤ min(m, n)}.

Tvrzení 3. Nechż A ∈ K^m�^n. Potom h(A) =

h(AT ).

Tvrzení 4. Nechż u_1, . . . , un ∈ K^m�^1 jsou li-

bovolné vektory a A ∈ K^m�^n je matice taková, ¿e s_j(A) = u_j pro 1 ≤ j ≤ n. Potom

(a) u_1, . . . , un jsou lineárnì nezávislé právì tehdy, kdy¿ h(A) = n;

(b) [u_1, . . . , un] = K^m�^1 právì tehdy, kdy¿ h(A) = m.

Pøípad (a) mù¿e nastat tehdy, kdy¿ n ≤ m; naopak, (b) mù¿e nastat jedinì za pøedpokladu m ≤ n. Tvrzení 5. Nechż A ∈ K^m�^n, B ∈ K^n�^p.

Potom

h(A · B) ≤ min(h(A), h(B)).

7.2. Inverzní matice a inverzní lineární zobrazení

Nechż A ∈ K^n�^n, t. j. A je ètvercová matice typu n×n. Inverzní maticí k matici A rozumíme matici B ∈ K^n�^n tak, ¿e

A · B = In = B · A.

Zøejmì k dané ètvercové matici A existuje nanejvýź jedna inverzní matice. Tuto jednoznaènì urèenou matici (pokud existuje) budeme znaèit

A�1.

Vìta 6. Nechż U, V jsou vektorové prostory

nad èíselným tìlesem K a dim U = dim V = n. Nechż dále α, β jsou nìjaké báze v U, resp. ve V a A = (φ)α,β je matice lineárního zobrazení φ : V → U vzhledem na báze β, α. Potom k matici A existuje inverzní matice A�^1 právì tehdy, kdy¿ k zobrazení φ existuje inverzní zobrazení

φ�1. V tomto pøípadì_A�1 je maticí lineárního

zobrazení φ�^1 : U → V vzhledem na báze α, β, t. j.

A�1_{= ((φ)α,β)}�1_{= (φ}�1_{)β,α.}

Øíkáme, ¿e ètvercová matice A ∈ K^n�^n je regulární, pokud k ní existuje inverzní matice A�^1; v opaèném pøípadì A je singulární.

Vìta 7. Matice A ∈ K^n�^n je regulární právì

tehdy, kdy¿ h(A) = n.

Tvrzení 8. Pro libovolné A, B ∈ K^n�^n platí

A · B = In právì tehdy, kdy¿ B · A = In.

Tvrzení 9. Nechż A, B ∈ K^n�^n jsou regu-

lární matice. Potom i matice A�^1, A · B a A^T jsou regulární a platí:

(A�1_)�1_{= A, (A·B)}�1_{= B}�1_{·A}�1_{, (A}T_)�1_{= (A}�1_)T_.

7.3. Realizace ERO a ESO

pomocí násobení matic

Tvrzení 10. Nechż A ∈ K^m�^n.

(a) Nechż B ∈ K^m�^n vznikne z A provedením jedné ERO. Oznaème E matici, která vznikne z matice Im provedením stejné ERO. Potom B = E · A.

(b) Nechż C ∈ K^m�^n vznikne z A provedením jedné ESO. Oznaème F matici, která vznikne z matice In provedením stejné ESO. Potom C = A · F.

Ètvercové matice E ∈ K^n�^n, které vzniknou z jednotkové matice In provedením jediné ERO nebo ESO, nazýváme elementární matice.

Libovolnou ERO (ESO) na matici A mù¿eme realizovat vynásobením matice A vhodnou elementární maticí E (F) zleva (zprava).

7.4. Výpoèet inverzní matice

Návod na výpoèet inverzní matice k dané ètvercové matici A ∈ K^n�^n:

(A | In) ERO−→ (In | A�^1).

Tvrzení 11. Nechż A ∈ K^n�^n a E_1, E_2, . . . , E_k ∈

Kn�n jsou elementární matice tak, ¿e_{Ek · . . . ·}

E_2 · E_1 · A = In. Potom A�^1 = Ek · . . . · E_2 · E_1.

K stejnému cíli vede té¿ postup reprezentovaný schématem:_( A In ) ESO−→^( In A�1 ) .

Tvrzení 12. Matice A ∈ K^n�^nje regulární

právì tehdy, kdy¿ ji mù¿eme rozlo¿it na souèin

A = E_1 · . . . · Ek koneèného poètu elementárních

matic E_1, . . . , E_k ∈ K^n�^n.

Tvrzení 13. Pro libovolné A, B ∈ K^m�^n

platí:

(a) A je øádkovì ekvivalentní s B právì tehdy, kdy¿ existuje regulární matice P ∈ K^m�^m tak, ¿e A = P · B;

(b) A je sloupcovì ekvivalentní s B právì tehdy, kdy¿ existuje regulární matice Q ∈ K^n�^n tak, ¿e A = B · Q.

Tvrzení 14. Nechż A ∈ K^m�^n, P ∈ K^m�^m,

Q ∈ Kn�n, pøièem¿ P, Q jsou regulární matice.

Potom

h(A) = h(P · A) = h(A · Q) = h(P · A · Q).

Násobení libovolné matice vhodného rozmìru maticí A�^1 (pokud existuje) zleva resp. zprava

Buï A ∈ K^n�^n regulární a B ∈ K^n�^m, C ∈

Km�n libovolné. Pak

(A | B) ERO−→ (In | A�^1 · B),

a_( A C ) ESO−→^( In C · A�^1 ) .

Øeźení soustavy lineárních rovnic

(A | b) ERO−→ (B | c),

která má pro regulární A ∈ K^n�^n tvar

(A | b) ERO−→ (In | A�^1 · b).

Vìta 15. Nechż A ∈ K^n�^n, b ∈ K^n. Je-li

A regulární, tak soustava A · x = b má jediné øeźení x = A�^1 · b.

7.5. Matice pøechodu

Nechż V je vektorový prostor nad èíselným tìlesem K a α = (u1, . . . , un), β = (v1, . . . , vn) jsou jeho dvì báze. Maticí pøechodu z báze β do báze α nazýváme matici identického zobrazení id_V V → V vzhledem na bázi β, α, kterou znaèíme P_{α,β}. Tedy Pα,β = (idV )α,β. Sloupce matice pøechodu P_{α,β} jsou tvoøeny souøadnicemi vektorù báze β vzhledem na bázi α, t. j. s_j(P_{α,β}) = (v_j)α pro 1 ≤ j ≤ n. Tedy

Pα,β = ((v_1)α, (v_2)α, . . . , (vn)α),

a tato matice je jednoznaènì urèená podmínkou transformace souøadnic (x)α = Pα,β · (x)β pro libovolné x ∈ V . 15

Pokud do rovnosti x = α · (x)α budeme za x postupnì dosazovat vektory v_1, . . . , vn báze β, s vyu¿itím vzżahu pre sloupce souèinu matic dostaneme

vj = α · (vj)α = α · sj(Pα,β) = sj(α · Pα,β)

pro ka¿dé 1 ≤ j ≤ n. Tedy α · Pα,β = β. Tvrzení 16. Nech α, β jsou báze n-rozmìrného

vektorového prostoru V nad èíselným tìlesem K. Potom pro libovolnou matici P ∈ Kn�n jsou následující podmínky ekvivalentní:

(i) P = (id_V )_{α,β}, t. j. P je matice pøechodu z báze β do báze α;

(ii) (x)α = P · (x)_β pro ka¿dé x ∈ V ;

(iii) α · P = β.

Tvrzení 17. Nechż α, β, γ jsou báze ko-

neènì rozmìrného vektorového priestoru V nad èíselným tìlesem K. Potom Pα,α = In, Pβ,α = Pα,β�^1,

Pα,β · Pβ,γ = Pα,γ,

Z druhé z uvedených podmínek vidíme, ¿e matice pøechodu P_{α,β} je v¿dy regulární. Naopak, ka¿dá regulární matice P ∈ K^n�^n je maticí pøechodu mezi vhodnou dvojicí bazí.

Tvrzení 18. Nech V je n-rozmìrný vekto-

rový prostor nad K a P ∈ K^n�^n je libovolná regulární matice. Nechż α = (u1, . . . , un) je nìjaká báze ve V . Polo¿me v_j = P · u_j, w_j = P�^1 · u_j pro 1 ≤ j ≤ n, a dále

β = (v1, . . . , vn) = α·P, γ = (w1, . . . , wn) = α·P�1.

Potom P je maticí pøechodu z báze β do báze α a zároveò z báze α do báze γ, t. j. P = Pα,β = Pγ,α. Speciálnì, P je maticí pøechodu z báze (s_1(P), . . . ,

sn(P)) do báze ε = (e1, . . . , en) v Kn a takté¿

z báze ε do báze (s_1(P�^1), . . . , sn(P�^1)).

Tvrzení 19. Nechż α = (u_1, . . . , un), β =

(v1, . . . , vn) jsou dvì báze sloupcového vekto-

rového prostoru K^n. Potom P_{α,β} = α�1 · β. Návod na výpoèet matice pøechodu pro báze α, β vektorového prostoru K^n

(α | β) ERO−→ (In | Pα,β) = (ε | α�1 · β).

7.6. Matice lineárního zobrazení vzhledem na rùzné báze

Vìta 20. Nechż V_1, V_2 jsou koneènì roz-

mìrné vektorové prostory nad èíselným tìlesem K, φ : V_1 → V_2 je lineární zobrazení, α1, β1 jsou dvì báze prostoru V_1 a α2, β2 jsou dvì báze prostoru V_2. Potom

(φ)β_2,β_1 = Pβ_2,α_2 · (φ)α_2,α_1 · Pα_1,β_1.

Dùkaz Oznaème A = (φ)α_2,α_1, B = (φ)_{β2,β1} matice lineárního zobrazení φ vzhledem na báze α1, α2, resp. báze β1, β2. Pro libovolné x ∈ V_1 platí:

B · (x)β_1 = (φx)β_2 = Pβ_2,α_2 · (φx)α_2 = Pβ_2,α_2 · A · (x)α_1 = Pβ_2,α_2 · A · Pα_1,β_1 · (x)β_1. Pak B = Pβ_2,α_2 · A · Pα_1,β_1.

Poslední transformaèní formuli si mù¿eme zapamatovat pomocí následujícího diagramu:

(V_1, α1)

A -_( V_2, α2)

(V_1, β1)

Pα_1,β_1

6

B -_( V_2, β2)

Pβ_2,α_2

?

Pøíklad 21. Nechż φ : K^n → K^m je line-

ární zobrazení a α, β jsou nìjaké báze prostorù K^m resp. K^n. Oznaème A = (φ)_{α,β}, M = (φ)ε_{(m)},ε_{(n)} matice zobrazení φ vzhledem na bázi

β, α resp. vzhledem na kanonické báze ε^(n^), ε^(m^). Pak platí:

A = Pα,ε_{(m)} · M · Pε_{(n)},β a M = Pε_{(m)},α · A · Pβ,ε_{(n)}.

Pokud ztoto¿níme ka¿dou bázi s regulární maticí, jejich¿ sloupce jsou vektory této báze, tak uvedené rovnosti nabudou tvaru

A = α�1 · Im · M · I�1n · β = α�1 · M · β, a M = I�^1m · α · A · β�1 · In = α · A · β�1.

Vìta 22. Nechż U je m-rozmìrný a V je

n-rozmìrný vektorový prostor nad èíselným tìlesem K. Potom pro libovolné matice A, B ∈

Km�n jsou následující podmínky ekvivalentní:

(i) A, B jsou matice toho stejného lineárního zobrazení φ : V → U vzhledem na nìjaké dvì dvojice bazí prostorù U, V ;

(ii) existují regulární matice P ∈ K^m�^m, Q ∈

Kn�n tak, ¿e_{B = P · A · Q};

(iii) h(A) = h(B).

Vìta 23. Pro ka¿dé lineární zobrazení φ :

V → U mezi koneènì rozmìrnými vektorovými prostory nad èíselným tìlesem K mù¿eme zvolit bázi β prostoru V a bázi α prostoru U tak, ¿e φ má vzhledem na bázi β, α matici v blokovém tvaru (φ)α,β = ( Ih 0h,n�h 0m�h,h^0m�h,n�h ) , kde n = dim V , m = dim U a h = h(φ).