6. LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ

6.1. Lineární zobrazení

Nechż U, V jsou vektorové prostory nad èíselným tìlesem K. Øíkáme, ¿e φ : V → U je lineární zobrazení, pokud φ zachovává operace vektorového souètu a skalárního násobku, t. j. pokud pro libovolné x, y ∈ V , c ∈ K platí

φ(x + y) = φ(x) + φ(y), φ(cx) = cφ(x). Lineární zobrazení zachovávají nulový vektor a opaèné vektory,

t. j. pro lineární zobrazení φ : V → U a x ∈ V platí

φ(0) = 0, φ(−x) = −φ(x).

Pro ka¿dý vektorový prostor V identické zobrazení idV : V → V , x → x je lineární zobrazení.

Pro libovolné vektorové prostory U, V nad èíselným tìlesem K zobrazení 0 : V → U, které ka¿dému vektoru x ∈ V pøiøadí nulový vektor

0 ∈ U, je lineární.

Komutativita operace souèinu v èíselném tìlese a jeho distributivita vzhledem na sèítaní znamená, ¿e pro libovolný pevný skalár a ∈ K je pøiøazením x → ax de˛nované lineární zobrazení K → K.

Lineární zobrazení mù¿eme charakterizova jako zobrazení mezi vektorovými prostory (nad tím stejným èíselným tìlesem), které zachovávají lineární kombinace.

Tvrzení 1. Nechż U, V jsou vektorové pro-

story nad èíselným tìlesem K a φ : V → U je libovolné zobrazenie. Nasledující podmínky jsou ekvivalentní:

(i) φ je lineární zobrazení;

(ii) pre vźechna x, y ∈ V , a, b ∈ K platí

φ(ax + by) = aφ(x) + bφ(y);

(iii) pro libovolné n ∈ N a vźechna x_1, . . . , xn ∈ V , c_1, . . . , cn ∈ K platí

φ(c_1x_1 + . . . + cnxn) = c_1φ(x_1) + . . . + cnφ(xn).

Významné vlastnosti lineárních zobrazení jsou: kompozice (slo¿ení) lineárních zobrazení je opìt lineární zobrazení a obrazy i vzory lineárních podprostorù v lineárních zobrazeních jsou té¿ lineární podprostory.

Tvrzení 2. Nechż U, V , W jsou vektorové

prostory nad èíselným tìlesem K a ψ : W → V , φ : V → U jsou lineární zobrazení. Potom i jejich slo¿ení φ ∘ ψ : W → U je lineární zobrazení.

Tvrzení 3. Nechż U, V jsou vektorové pro-

story nad èíselným tìlesem K a φ : V → U je lineární zobrazení.

(a) Je-li S lineární podprostor prostoru V , tak i φ(S) je lineární podprostor prostoru U.

(b) Je-li T lineární podprostor prostoru U, tak φ−^1(T ) je lineární podprostor prostoru V .

Pøíklad 4. Nechż K je èíselné tìleso. Distri-

butivita souèinu matic vzhledem k jejich souètu a jeho zamìnitelnosti s operací skalárního násobku øíká, ¿e pro pevn m, n, p ∈ N a libovolnou matici A ∈ K^{m×n} je pøiøazením X → A · X de- ˛nované lineární zobrazení mezi vektorovými prostory matic K^{n×p} → K^{m×p}.

Podobnì je pøiøazením Y → Y · A de˛nované lineární zobrazení K^{p×m} → K^{p×n}. Speciálnì pro p = 1 je takto de˛nované lineární zobrazení x → A · x mezi sloupcovými vektorovými prostory Kn → Km, resp. lineární zobrazení y → y · A mezi øádkovými vektorovými prostory K^m → Kn. Ka¿dé lineární zobrazení mezi koneènì rozmìrnými vektorovými prostory nad K má v podstatì takovýto tvar.

Pøíklad 5. Nechż K je èíselné tìleso. Pro

m, n ∈ N a pevné 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n jsou pøedpisy A → r_i(A), A → s_j(A) de˛nované lineární zobrazení K^{m×n} → K^{1×n} resp. K^{m×n} → K^{m×1}. Rovnì¿ A → A^T je lineární zobrazení K^{m×n} → Kn×m. Pøíklad 6. Nechż V je vektorový prostor nad

èíselným tìlesem K, X je mno¿ina a x ∈ X je pevnì zvolený prvek. Pøipomeòme, ¿e V^X je vektorový prostor vźech funkcí f : X → V . Dosazení prvku x do funkcie f, t. j. pøiøazení f → f (x), je lineární zobrazení V X → V . Podobnì, pro libovolnou podmno¿inu Y ⊆ X je zú¿ení f → f ¯ Y lineární zobrazení V^X → V^Y .

Pøíklad 7. Oznaème V mno¿inu vźetch kon-

vergentních posloupností reálných èísel. Zøejmì V je lineární podprostor vektorového prostoru R N vźech posloupností reálných èísel. Pak zobrazení V → R , které posloupnosti a = (an)^∞_{n=0} ∈ V pøiøadí její limitu limn→∞ an, je lineární.

6.2. Jádro a obraz lineárního zobrazení

Nechż φ : V → U je lineární zobrazení mezi vektorovými prostory nad èíselným tìlesem K. Jeho jádrem nazýváme mno¿inu

Kerφ = φ^{−1}(0) = {x ∈ V ; φ(x) = 0}.

Obrazem lineárního zobrazení φ nazývame mno- ¿inu

Imφ = φ(V ) = {φ(x); x ∈ V }.

(Oznaèení pochází z anglických slov kernel a image.)

Proto¿e {0} je lineární podprostor prostoru U a V je lineární podprostor prostoru V , jako speciální pøípad tvrzení 3 dostáváme následující výsledek.

Tvrzení 8. Nechż φ : V → U je lineární zob-

razení mezi vektorovými prostory nad èíselným tìlesem K. Potom Kerφ je lineární podprostor prostoru V a Imφ je lineární podprostor prostoru U.

Pomocí pojmù jádra a obrazu mù¿eme charakterizovat injektivní resp. surjektivní lineární zobrazení.

Vìta 9. Nechż φ : V → U je lineární zobra-

zení. Potom

(a) φ je injektivní právì tehdy, kdy¿ Kerφ = {0}; (b) φ je surjektivní právì tehdy, kdy¿ Imφ = U.

Vìta 10. Nechż φ : V → U je lineární zobra-

zení, prièem¿ vektorový prostor V je koneènì rozmìrný. Potom i Kerφ a Imφ jsou koneènì rozmìrné prostory a platí

dim V = dim Kerφ + dim Imφ.

Dimenzi obrazu Imφ nazýváme hodností lineárního zobrazení φ a znaèíme ji

h(φ) = dim Imφ.

Lineární zobrazení φ : V → V vektorového prostoru V do sebe nazýváme lineárním operátorem neboli lineární transformací.

Dùsledek 11. Nechż φ : V → V je line-

ární transformace koneènì rozmìrného vektorového prostoru V . Potom φ je injektivní právì tehdy, kdy¿ je surjektivní.

6.3. Lineární izomor˛smy

Bijektivní lineární zobrazení φ : V → U mezi vektorovými prostory V , U nad tím¿ èíselným tìlesem K nazýváme lineární izomor˛smus. Øíkáme, ¿e vektorové prostory V , U jsou lineárnì izomorfní nebo jen krátce izomorfní a píźeme V ∼= U, pokud existuje nìjaký lineární izomor- ˛smus φ : V → U.

Tvrzení 12. Nechż U, V , W jsou vektorové

prostory nad èíselným tìlesem K.

(a) id_V : V → V je lineární izomor˛smus.

(b) Je-li φ : V → U lineární izomor˛smus, pak i φ−^1 : U → V je lineární izomor˛smus.

(c) Jsou-li ψ : W → V , φ : V → U lineární izomor˛smy, pak i φ ∘ ψ W → U je lineární izomor˛smus.

Z právì dokázaného tvrzení okam¿itì vyplývá následující dùsledek.

Dùsledek 13. Pro libovolné vektorové pro-

story U, V , W nad tím¿ èíselným tìlesem K platí:

(a) V ∼= V ;

(b) V ∼= U ⇒ U ∼= V ;

(c) W ∼= V & V ∼= U ⇒ W ∼= U. Øíkáme, ¿e vztah izomorfnosti ∼= je re‚exivní, symetrický a tranzitivní, t. j. je vztahem ekvivalence. Z formálního hlediska s ním mù¿eme pracovat podobnì jako se vztahem rovnosti =.

Pøíklad 14. Nechż V je koneènì rozmìrný

vektorový prostor nad èíselným tìlesem K, dim V = n a β = (v_1, . . . , vn) je nìjaká jeho báze. Potom souøadnicové zobrazení x → (x)_β je lineární izomor˛zmus V → K^n.

Platí, ¿e typ izomor˛smu daného koneènì rozmìrného prostoru je jednoznaènì urèený jeho dimenzí.

Vìta 15. Nechż U, V jsou koneènì roz-

mìrné vektorové prostory nad èíselným tìlesem

K. Potom

V ∼= U ⇔ dim V = dim U.

Tedy koneènì rozmìrný vektorový prostor V nad èíselným tìlesem K je izomorfní se sloupcovým (øádkovým) vektorovým prostorem K^n právì tehdy, kdy¿ n = dim V . Pøitom ka¿dá báze β prostoru V urèuje jeden takovýto izomor˛smus V → K^n { je jím souøadnicové zobrazení x → (x)_β.

6.4. Matice lineárního zobrazení

Uva¿ujme nìjaké lineární zobrazení φ : K^n → Km. V prostoru Kn máme kanonickou bázu ε^{(n)} = (e_1, . . . , en). Proto¿e obrazy φ(ej) vektorù této báze jsou sloupcové vektory z prostoru Km, mù¿eme vytvoøit matici A = (φ(e_1), . . . , φ(en)) ∈ Km×n, jejími¿ sloupci jsou právì tyto vektory, t. j. platí

sj(A) = φ(ej) pre 1 ≤ j ≤ n.

Uká¿eme, jak mù¿eme obraz φ(x) libovolného vektoru x = (x_1, . . . , xn)^T ∈ K^n vypoèítat pouze ze znalosti této matice. Uvìdomme si, ¿e x = x_1e_1 + . . . + xnen, a poèítejme

φ(x) = φ(x_1e_1 + . . . + xnen) = x_1φ(e_1) + . . . + xnφ(en) = (s_1(A), . . . , sn(A)) · (x_1, . . . , xn)T = A · x

Tedy ka¿dé lineární zobrazení φ : K^n → K^m má tvar φ(x) = A · x pro vhodnou matici A ∈ Km×n. Proto¿e ka¿dý koneènì rozmìrný vektorový prostor nad èíselným tìlesem K je izomorfní s prostorom K^n pro n = dim V , pøi volbì pevných bazí v koneènì rozmìrných prostoroch U, V , bude mo¿né libovolné lineární zobrazení φ : V → U zakódovat pomocí vhodné matice A. Nechż U, V jsou koneènì rozmìrné vektorové prostory nad èíselným tìlesem K, dim U = m, dim V = n a α = (u_1, . . . , um), β = (v_1, . . . , vn) jsou báze v U, resp. vo V .

Maticí lineárního zobrazení φ : V → U vzhledem na báze β, α nazývame matici A = ((φv_1)α, . . . , (φvn)α) ∈ Km×n, její¿ sloupce jsou tvoøeny souøadnicemi obrazù φ(vj) vektorù báze β vzhledem na bázi α, t. j. platí s_j(A) = (φv_j)α pro 1 ≤ j ≤ n. Tuto matici znaèíme té¿ A = (φ)α,β. (Vźimnìme si obrácené poøadí znakù báz vùèi poøadí vektorových prostorù v oznaèení zobrazení φ : V → U.)

Matici A ze zaèátku tohoto paragrafu mù¿eme nazvat maticí lineárního zobrazení φ : K^n → Km vzhledem na kanonickou bázi ε^{(n)}, ε^{(m)}.

Pokud neøekneme jinak, budeme pod maticí lineárního zobrazení φ : K^n → K^m mezi sloupcovými vektorovými prostory v¿dy rozumìt matici (φ)_{ε(}m_{),ε(}n_) zobrazení φ vzhledem na kanonické báze.

Maticí lineární transformace φ : V → V vzhledem na bázi α prostoru V tedy rozumíme ma- tici (φ)α,α. Pøitom platí (v_j)_β = e^{(n)}_j pro libovolný vektor vj báze β = (v_1, . . . , vn) prostoru V . Z toho je zøejmé, ¿e pro ka¿doú bázi β n-rozmìrného vektorového prostoru V platí

(id_V )_{β,β} = In.

Vìta 16. Nechż φ : V → U je lineární zob-

razení mezi koneènì rozmìrnými vektorovými prostory nad èíselným tìlesem K, dim V = n, dim U = m a α, β jsou báze prostorù U resp. V . Potom pre vźechna x ∈ V platí (φx)α = (φ)α,β · (x)β a A = (φ)_{α,β} je jediná matica s touto vlastností.

Vìta 17.

Matice (φ)_{α,β} lineárního zobrazení φ : V → U z n-rozmìrného vektorového prostoru V do mrozmìrného vektorového prostoru U nad èíselným tìlesem K; vzhledem na báze β, α je tedy mezi vźemi maticemi A ∈ K^{m×n} jednoznaènì urèená podmínkou

(φx)α = A · (x)β

pro ka¿dé x ∈ V .

Skládání lineárních zobrazení zodpovídá násobení matic.

Vìta 18. Nechż U, V , W jsou koneènì roz-

mìrné vektorové prostory nad èíselným tìlesem K, α je báze U, β je báze V a γ je báze W . Potom pro libovolné lineární zobrazení ψ : W → V , φ : V → U platí (φ ∘ ψ)α,γ = (φ)α,β · (ψ)β,γ.

Vìta 19. Nechż φ : V → U je lineární zob-

razení mezi koneènì rozmìrnými vektorovými prostory nad èíselným tìlesem K, dim V = n, dim U = m a α, β jsou báze prostorù U resp. V . Potom pre vźechna x ∈ V platí (φ(x))α = (φ)α,β · (x)β a A = (φ)_{α,β} je jediná matica touto vlastností.

Vìta 20. Nechż U, V , W jsou koneènì roz-

mìrné vektorové prostory nad èíselným tìlesem K, α je báze U, β je báze V a γ je báze W . Potom pro libovolné lineární zobrazení ψ : W → V , φ : V → U platí (φ ∘ ψ)α,γ = (φ)α,β · (ψ)β,γ.

Pøíklad 21. Otoèení roviny okolo poèátku

o úhel α ∈ R je lineární zobrazení Rα : R^2 → R^2. Matici tohoto lineárního zobrazení vzhledem na kanonickou bázi ε budeme znaèiż rovnì¿ Rα, tedy pre x ∈ R^2 budeme psát Rα(x) = Rα·x. Její sloupce získáme otoèením vektorù e_1 = (1, 0)^T ,

e_2 = (0, 1)T o úhel α. Z de˛nice goniometric-

kých funkcí sinus a cosinus pomocí jednotkové kru¿nice dostávame

Rα·e_1 = ( cos α sin α ) , Rα·e_2 = ( cos (π2 + α) sin (π2 + α) ) = ( − sin α cos α ) . To znamená, ¿e

Rα = ( cos α − sin α sin α cos α )

a obrazem libovolného vektoru (x, y)^T ∈ R^2 v otoèení Rα je vektor Rα · ( x y ) = ( x cos α − y sin α x sin α + y cos α ) .

6.5. Prostory lineárních zobrazení

Nechż U, V jsou vektorové prostory nad èíselným tìlesem K. Uva¿me vektorový prostor U V vźech zobrazení f : V → U s operacemi souètu a skalárního násobku de˛novanými po slo¿kách. Pak pro mno¿inu L(V, U ) vźech lineárních zobrazení φ : V → U platí L(V, U ) ⊆ U^V.

Tvrzení 22. Nechż U, V jsou vektorové pro-

story nad èíselným tìlesem K. Potom L(V, U ) je lineární podprostor vektorového prostoru U^V . Tedy L(V, U ) je vektorový prostor nad èíselným tìlesm K.

Tvrzení 23. Nechż U, V jsou koneènì roz-

mìrné vektorové prostory nad èíselným tìlesem K a dim U = m, dim V = n. Potom L(V, U ) ∼= Km×n, tedy dim L(V, U ) = mn.

Zvolme bázi α v prostoru U a β v prostoru V . Na matici (φ)_{α,β} se mù¿eme dívat jako na souøadnice vektoru φ ∈ L(V, U ) v prostoru K^{m×n}, vzhledem na dvojici bazí β, α. Lineární zobrazení φ : V → K z vektorového prostoru V do èíselného tìlesa K se nazývá lineární funkcionál nebo té¿ lineární forma na V . Vektorový prostor L(V, K) vźech lineárních forem na V se nazývá duální prostor nebo jen krátce duál vektorového prostoru V . Budeme pou¿ívat oznaèení L(V, K) = V∗. Pokud v èíselném tìlese K budeme v¿dy uva- ¿ovat pouze kanonickou bázi sestávající z jediného vektoru 1 ∈ K, libovolná báze β v koneènì rozmìrném prostoru V urèuje lineární izomor- ˛smus V^∗ → V daný pøedpisem φ → (φ)_{1,β}. Platí tedy

Tvrzení 24. Pro libovolný koneènì roz-

mìrný vektorový prostor V nad èíselným tìlesem K platí V^∗ ∼= V . 26

Matice (φ)_{1,β} lineárního funkcionálu φ : V → K je øádkový vektor z prostoru K^{1×n}. Pøi volbì kanonické báze ε v sloupcovém prostoru K^{n×1} mù¿eme øádkový prostor K^{1×n} ztoto¿nit s duálem (K^{n×1})^∗ sloupcového prostoru K^{n×1}.

Izomor˛smus koneènì rozmìrného prostoru V a jeho duálu V^∗ závisí od výbìru báze ve V . Z druhé strany, pro libovolný vektorový prostor V mù¿eme de˛novat kanonické, t. j. od výbìru báze nezávislé zobrazení z prostoru V do jeho druhého duálu V^{∗∗} dané pøedpisem x → ^x, kde

^x(φ) = φ(x)

pro x ∈ V , φ ∈ V^∗.

Vìta 25. Nech V je vektorový prostor nad

èíselným tìlesem K. Potom

(a) x → ^x je injektivní lineární zobrazení V → V ∗∗;

(b) pokud je V koneènì rozmìrný, pak x → ^x je lineární izomor˛smus V → V^{∗∗}.

Ka¿dý vektor x ∈ V de˛nuje lineární funkcionál ^x na duálním prostoru V^∗. Koneènì rozmìrný vektorový priestor V mù¿eme pøiøazením x → ^x pøirozenì ztoto¿nit s duálem prostoru V^∗.