21. Geometrie endomor˛smù a kanonické tvary

21.1. Geometrie endomor˛smù Vìta 1. Nechż φ, ψ : V → V jsou lineární zobrazení, U ⊆ V je

invariantní podprostor vzhledem k φ i ψ. Pak U je invariantní vzhledem k libovolné lineární kombinaci p · φ + q · ψ, p, q ∈ K .

Dùkaz. Pro u ∈ U máme

(p · φ + q · ψ)(u) = (p · φ)(u) + (q · ψ)(u) = p · φ(u) + q · ψ(u) ∈ U.

Vìta 2. Nechż φ : V → V je endomor˛smus, dim V = m. Pak platí

1. Ve V existuje invariantní podprostor dimenze n právì, kdy¿ existuje báze V , ve které má φ matici tvaru A B 0 C , s bloky rozmìrù A ∈ K^n×^n, B ∈ K^n×^{(m}−^{n)}, C ∈ K^{(m}−^{n)}×^{(m}−^{n)}.

2. V = V_1 ⊕ V_2 je souètem dvou invariantních podprostorù právì, kdy¿ má φ ve vhodné bázi matici tvaru A 0 0 C , s bloky rozmìrù A ∈ K^n×^n , B ∈ K^{(m}−^{n)}×^{(m}−^{n)}.

De˛nice. O maticích z prvního tvrzení pøedchozí vìty øíkáme, ¿e jsou polorozpadlé, matice z druhého tvrzení jsou rozpadlé. Obecnìji, polorozpadlou maticí rozumíme blokovì horní trojúhelníkovou matici, rozpadlá matice je blokovì diagonální.

De˛nice. Lineární zobrazení φ : V → V se nazývá nilpotentní, jestli¿e existuje celé èíslo k ≥ 1 takové, ¿e iterované zobrazení φ^k je identicky nulové. Nejmenźí èíslo k s touto vlastností se nazývá stupnìm nilpotentnosti zobrazení φ. φ : V → V se nazývá cyklické, jestli¿e existuje báze u_1, . . . , u_n prostoru V taková, ¿e φ(u_1) = 0 a φ(u_i) = u_{i−1} pro vźechna i = 2, . . . , n. Jinými slovy, matice φ v

této bázi je tvaru J_n =

0 1 0 . . . 0 0 1 . . . . . . . .. . .

Poznámka. Je-li φ(v) = λ · v, pak pro ka¿dé pøirozené k φ^k(v) = λ^k · v. Zejména tedy mù¿e spektrum nilpotentního zobrazení obsahovat pouze nulový skalár (a ten tam v¿dy je). Pøímo z de˛nice plyne, ¿e ka¿dé cyklické zobrazení je nilpotentní, navíc je jeho stupeò nilpotentnosti roven dimenzi prostoru V .

De˛nice. Nechż U ⊆ V je vektorový podprostor. Na mno¿inì vźech vektorù ve V de˛nujeme ekvivalenci takto: v_1 ∼ v_2 právì tehdy, kdy¿ v_1 − v_2 ∈ U.

Mno¿ina V/U tøíd této ekvivalence, spolu s operacemi de˛novanými pomocí reprezentantù, tj. [v] + [w] = [v + w], a · [u] = [a · u], tvoøí vektorový prostor, který nazýváme faktorový vektorový prostor prostoru V podle podprostoru U. Tøídy (vektory) ve faktorovém prostoru V/U budeme èasto oznaèovat jako formální souèet jednoho reprezentanta se vźemi vektory podprostoru U, napø. u + U ∈ V/U, u ∈ V . Nulový vektor ve V/U je právì tøída 0 + U, tj. vektor u ∈ V reprezentuje nulový vektor ve V/U právì, kdy¿ je u ∈ U.

Poznámka. V/{0} ∼= V , V/V ∼= {0} a faktorový prostor roviny R^2 podle libovolného jednorozmìrného podprostoru (ka¿dý jednorozmìrný podprostor U ⊆ R^2 je pøímka procházející poèátkem, tøídy ekvivalence jsou rovnobì¿ky s touto pøímkou).

Lemma 3. Nechż U ⊆ V je vektorový podprostor a u_1, . . . , u_n je

taková báze V , ¿e u_1, . . . , u_k je báze U. Pak dim V/U = n − k a

u_{k+1} + U, . . . , u_n + U je báze V/U.

Dùkaz. V = ⟨u1, . . . , un⟩, a tedy i V/U = ⟨u1 + U, . . . , un + U⟩.

Pøitom je ale prvních k generátorù nulových, tak¿e je V/U = ⟨u_{k+1} + U, . . . , u_n + U⟩. Pøedpokládejme, ¿e a_{k+1} · (u_{k+1} + U) + · · · + a_n · (u_n + U) = (a_{k+1} · u_{k+1} + · · · + a_n · u_n) + U = 0 ∈ V/U. To je ale ekvivalentní pøísluźnosti lineární kombinace vektorù u_{k+1}, . . . , u_n do podprostoru U. Proto¿e U je generováno zbylými vektory, je nutnì tato kombinace nulová, tj. vźechny koe˛cienty a_i jsou nulové.

Fakt. Nechż U ⊆ V je invariantní podprostor vzhledem k lineárnímu zobrazení φ : V → V a nechż u_1, . . . , u_n je taková báze V , ¿e prvních k vektorù této báze je bazí U. V této bázi má φ

polorozpadlou matici A = B C 0 D . Platí

1. Zobrazení φ indukuje lineární zobrazení φ_{V /U} : V/U → V/U, φ_{V /U} (v + U) = φ(v) + U s maticí D v indukované bázi u_{k+1} + U, . . . , u_n + U na V/U.

2. Charakteristický polynom φ_{V /U} dìlí charakteristický polynom φ.

Vìta 4. Schurova vìta o triangularizaci Nechż V je vektorový

prostor nad K dimenze n a nechż φ : V → V je lineární zobrazení, jeho¿ spektrum obsahuje n prvkù (tj. vźechny koøeny charakteristického polynomu le¿í v K ). Pak existuje posloupnost invariantních podprostorù {0} = V_0 ⊂ V_1 ⊂ · · · ⊂ V_n = V s dimenzemi dim V_i = i. V bázi u_1, . . . , u_n prostoru V takové, ¿e V_i = ⟨u_1, . . . , u_i⟩ má φ horní trojúhelníkovou matici: λ_1 . . . ∗ . . .. . . . 0 . . . λ_n , kde λ_1, . . . , λ_n je posloupnost prvkù spektra.

Dùkaz. Konstrukci podprostorù Vi provedeme induktivnì. Nechż

λ_1, . . . , λ_n jsou prvky ve spektru zobrazení φ, tzn. charakteristický polynom zobrazení φ je tvaru (λ − λ_1) · · · · · (λ − λ_n). Zvolme V_0 = {0}, V_1 = ⟨u_1⟩, kde u_1 je libovolný vlastní vektor s vlastní hodnotou λ_1. Podle pøedeźlé poznámky je charakteristický polynom zobrazení φ_{V /V1} tvaru (λ − λ_2) · · · · · (λ − λ_n). Pøedpokládejme, ¿e jsme ji¿ sestrojili lineárnì nezávislé vektory u_1, . . . , u_k a invariantní podprostory V_i = ⟨u_1, . . . , u_i⟩, i = 1, . . . , k < n, takové, ¿e charakteristický polynom φ_{V /Vk} je tvaru (λ − λ_{k+1}) · · · · · (λ − λ_n) a φ(u_i) ∈ (λ_i · u_i + V_{i−1}) pro vźechny i = 1, . . . , k.

Zejména tedy existuje vlastní vektor u_{k+1} + V_k ∈ V/V_k zobrazení φ_{V /Vk} s vlastní hodnotou λ_{k+1}. Uva¿me nyní prostor V_{k+1} = ⟨u_1, . . . , u_{k+1}⟩. Kdyby byl vektor u_{k+1} lineární kombinací vektorù u_1, . . . , u_k, znamenalo by to, ¿e u_{k+1} + V_k je nulová tøída v V/V_k, to ale není mo¿né. Je proto dim V_{k+1} = k + 1.

Zbývá studovat indukované zobrazení φ_{V /Vk+1} . Charakteristický polynom tohoto zobrazení je stupnì n − k − 1 a dìlí charakteristický polynom zobrazení φ. Pøitom doplnìním vektorù

u_1, . . . , u_{k+1} do báze V dostaneme polorozpadlou matici zobrazení

φ s horní trojúhelníkovou submaticí B v horním levém rohu, její¿ diagonální prvky jsou právì skaláry λ_1, . . . , λ_{k+1}. Proto mají koøeny charakteristického polynomu indukovaného zobrazení po¿adované vlastnosti.

Poznámka. Pokud existuje rozklad celého prostoru V na pøímý souèet vlastních podprostorù, existuje báze z vlastních podprostorù a pøedchozí vìta vlastnì neøíká vùbec nic zajímavého. Její síla ovźem spoèívá v tom, ¿e jediným jejím pøedpokladem je existence dim V koøenù charakteristického polynomu. To je ovźem zaruèeno, je-li èíselné tìleso K algebraicky uzavøené, napø. pro komplexní èísla C .

Pøímým dùsledkem pak jsou zajímavá tvrzení o determinantu a stopì zobrazení: jsou v¿dy souèinem, resp. souètem prvkù ve spektru.

Tuto skuteènost mù¿eme pou¿ít i pro vźechny reálné matice. Mù¿eme je toti¿ v¿dy pova¿ovat za komplexní, spoèítat potøebné, a proto¿e determinant i stopa jsou algebraické výrazy v prvcích matice, výsledkem budou právì hledané reálné hodnoty.

21.2. Koøenové prostory

Zavedeme nyní jemnìjźí nástroj na popis geometrických vlastností lineárních zobrazení, tzv. koøenové podprostory.

De˛nice. Nenulový vektor u ∈ V se nazývá koøenovým vektorem lineárního zobrazení φ : V → V , jestli¿e existuje λ ∈ K a celé èíslo k > 0 takové, ¿e (φ − λ · id_V )^k(u) = 0, tj. k-tá iterace uvedeného zobrazení zobrazuje u na nulu. Mno¿inu vźech koøenových vektorù pøísluźných k pevnému skaláru λ doplnìnou o nulový vektor nazýváme koøenovým prostorem pøísluźným ke skaláru λ ∈ K , znaèíme R_λ.

Je-li u koøenový vektor a k z de˛nice je vybráno nejmenźí mo¿né, pak (φ − λ · id_V )^{k−1}(u) je vlastní vektor s vlastní hodnotou λ. Je tedy R_λ = {0} pro vźechny skaláry λ, které nele¿í ve spektru zobrazení φ.

Zejména tedy R_λ = {u ∈ V : (∃λ ∈ K )(∃k > 0)(φ − λ · id_V )^k(u) = 0}.

Vìta 5. Nechż φ : V → V je lineární zobrazení. Platí

1. Pro ka¿dé λ ∈ K je R_λ ⊆ V vektorový podprostor. 2. Pro ka¿dé λ, μ ∈ K je R_λ invariantní vzhledem k lineárnímu zobrazení (φ − μ · id_V ), zejména tedy je R_λ invariantní vzhledem k φ.

3. Je-li μ ≠ λ, pak (φ − μ · id_V )|R_λ je invertibilní. 4. Zobrazení (φ − λ · id_V )|R_λ je nilpotentní.

Dùkaz. (1) Ovìøení vlastností vektorového podprostoru je

snadné.

(2) Pøedpokládejme, ¿e (φ − λ · id_V )^k(u) = 0 a uva¿me

v = (φ − μ · id_V )(u). Pak

(φ − λ · id_V )^k(v)= (φ − λ · id_V )^k((φ − λ · id_V ) + (λ − μ) · id_V )(u) = (φ − λ · id_V )^{k+1}(u) + (λ − μ) · (φ − λ · id_V )^k(u) = 0

(3) Je-li u ∈ Ker(φ − μ · id_V )|_{Rλ} , pak

(φ − λ · id_V )(u) = (φ − μ · id_V )(u) + (μ − λ) · u = (μ − λ) · u Odtud 0 = (φ − λ · id_V )^k(u) = (μ − λ)^k · u a je tedy nutnì u = 0 pro λ ≠ μ.

(4) Zvolme bázi e_1, . . . , e_p podprostoru R_λ. Proto¿e podle de˛nice existují èísla k_i taková, ¿e (φ − λ · id_V )^{ki} (e_i) = 0, je nutnì celé zobrazení (φ − λ · id_V )|_{Rλ} nilpotentní.

Vìta 6. Nechż φ : V → V je lineární. Souèet koøenových prostorù R_{λ1} , . . . , R_{λk} pøísluźných rùzným vlastním hodnotám λ_1, . . . , λ_k je pøímý. Navíc je pro ka¿dou vlastní hodnotu λ dimenze podprostoru R_λ rovna její algebraické násobnosti.

Dùkaz. Dùkaz provedeme indukcí pøes poèet k koøenových

prostorù. Pøedpokládejme, ¿e tvrzení v¿dy platí pro ménì ne¿ k prostorù a ¿e pro vektory u_1 ∈ R_{λ1} , . . . , u_k ∈ R_{λk} platí

u_1 + · · · + u_k = 0. Pro vhodné j pak (φ − λ_k · id_V )^j (u_k) = 0 a

zároveò jsou y_i = (φ − λ_k · id_V )^j (u_i) nenulové vektory v R_i, i = 1, . . . , k − 1, pokud u_i jsou nenulové, viz. pøedchozí vìta. Pøitom ale

y_1 + · · · + y_{k−1} = k∑ i=1 (φ − λ_k · id_V )^j (u_i) = 0

a tedy podle indukèního pøedpokladu jsou vźechny y_i nulové. Pak ovźem i u_k = 0 a lineární nezávislost je dokázána.

Zbývá ukázat, ¿e dimenze ka¿dého koøenového prostoru R_λ je rovna algebraické násobnosti koøenu λ charakteristického polynomu. Nechż tedy je λ vlastní hodnota φ, oznaème —φ zú¿ení φ|_{Rλ} a ψ : V/R_λ → V/R_λ nechż je zobrazení indukované φ na faktorovém prostoru. Pøedpokládejme, ¿e dimenze R_λ je menźí ne¿ násobnost koøenu λ charakteristického polynomu.

Proto¿e charakteristický polynom zobrazení ψ dìlí charakteristický polynom zobrazení φ, znamená to, ¿e λ je i vlastní hodnotou zobrazení ψ. Nechż (v + R_λ) ∈ V/R_λ je pøísluźný vlastní vektor, tj. ψ(v + R_λ) = λ · (v + R_λ), co¿ podle de˛nice znaèí v /∈ R_λ a φ(v) = λ · v + w pro vhodné w ∈ R_λ. Máme tedy w = (φ − λ · id_V )(v) a (φ − λ · id_V )^j (w) = 0 pro vhodné j. Celkem

tedy (φ − λ · id_V )^{j+1}(v) = 0, co¿ je ve sporu s volbou v /∈ R_λ. Tím jsme dokázali, ¿e dimenze R_λ je rovna násobnosti koøene λ charakteristického polynomu φ.

Dùsledek 7. Pro ka¿dé lineární zobrazení φ : V → V , jeho¿ celé

spektrum je v K , je V = R_{λ1} ⊕ · · · ⊕ R_{λn} pøímým souètem koøenových podprostorù. Zvolíme-li vhodnì báze tìchto podprostorù, pak φ má v této bázi blokovì diagonální tvar s horními trojúhelníkovými maticemi v blocích a vlastními hodnotami λ_i na diagonále.

Vìta 8. Nechż φ : V → V je nilpotentní lineární zobrazení. Pak

existuje rozklad V na pøímý souèet podprostorù V = V_1 ⊕ · · · ⊕ V_k takových, ¿e zú¿ení φ na kterýkoliv z nich je cyklické.

Dùkaz. Ovìøení spoèívá v konstrukci takové báze prostoru V , ¿e

akce zobrazení φ na bázových vektorech pøímo ukazuje rozklad na cyklická zobrazení.

Nechż k je stupeò nilpotentnosti zobrazení φ a oznaème P_i = Im(φ^i), i = 0, . . . , k, tzn. {0} = P_k ⊂ P_{k−1} ⊂ · · · ⊂ P_1 ⊂ P_0 = V. Vyberme libovolnou bázi e^{k−1}_1 , . . . , e^{k−1}_{pk}�_1 prostoru P_{k−1}, kde p_{k−1} > 0 je dimenze P_{k−1}. Z de˛nice plyne, ¿e P_{k−1} ⊂ Kerφ, tj. v¿dy φ(e^{k−1}_j ) = 0.

Pøedpokládejme, ¿e P_{k−1} ≠ V . Proto¿e P_{k−1} = φ(P_{k−2}), nutnì existují v P_{k−2} vektory e^{k−2}_j , j = 1, . . . , p_{k−1}, takové, ¿e φ(e^{k−2}_j ) = e^{k−1}_j . Pøedpokládejme

a_1e^{k−1}_1 + · · · + a_{pk}�_1 e^{k−1}_{pk}�_1 + b_1e^{k−2}_1 + · · · + b_{pk}�_1 e^{k−2}_{pk}�_1 = 0.

Aplikací zobrazení φ na tuto lineární kombinaci získáme b_1e^{k−1}_1 + · · · + b_{pk}�_1 e^{k−1}_{pk}�_1 = 0, proto jsou vźechny b_j = 0. Pak ale i a_j = 0, proto¿e se jedná o kombinaci bázových vektorù. Celkem jsme tedy ovìøili lineární nezávislost vźech 2p_{k−1} zvolených vektorù.

Doplòme je do báze

e^{k−1}_1 , . . . , e^{k−1}_{pk}�_1 (1) e^{k−2}_1 , . . . , e^{k−2}_{pk}�_1 , e^{k−2}_{pk}�_{1+1}, . . . , e^{k−2}_{pk}�_2

prostoru P_{k−2}.

Navíc jsou obrazy pøidaných bázových prvkù v P_{k−1}, nutnì tedy musejí být lineárními kombinacemi bázových prvkù e^{k−1}_1 , . . . , e^{k−1}_{pk}�_1 . Platí tedy

φ(e^{k−2}_j ) = p_k�1∑

i=1 α^j_i e^{k−1}_i , p_{k−1} + 1 ≤ j ≤ p_{k−2}.

Mù¿eme proto zamìnit zvolené vektory e^{k−2}_{pk}�_{1+1}, . . . , e^{k−2}_{pk}�_2 vektory

e^{k−2}_j −

∑_{pk}�_1 i=1 α^j_i e^{k−2}_i , p_{k−1} + 1 ≤ j ≤ p_{k−2}. Tím docílíme, ¿e doplnìné vektory do báze P_{k−2} patøí do jádra zobrazení φ. Pøedpokládejme to pøímo o zvolené bázi (1).

Pøedpokládejme dále, ¿e ji¿ máme sestrojenu bázi podprostoru P_{k−ℓ} takovou, ¿e ji mù¿eme poskládat do schématu

e^{k−1}_1 , . . . , e^{k−1}_{pk}�_1 e^{k−2}_1 , . . . , e^{k−2}_{pk}�_1 , e^{k−2}_{pk}�_{1+1}, . . . , e^{k−2}_{pk}�_2 e^{k−3}_1 , . . . , e^{k−3}_{pk}�_1 , e^{k−3}_{pk}�_{1+1}, . . . , e^{k−3}_{pk}�_2 , e^{k−3}_{pk}�_{2+1}, . . . , e^{k−3}_{pk}�_3 (2) . . e^{k−ℓ}_1 , . . . , e^{k−ℓ}_{pk}�_1 , e^{k−ℓ}_{pk}�_{1+1}, . . . , e^{k−ℓ}_{pk}�_2 , , e^{k−ℓ}_{pk}�_{2+1}, . . . , e^{k−ℓ}_{pk}�_3 , . . . e^{k−ℓ}_{pk}�_ℓ

kde hodnota zobrazení φ na libovolném bázovém vektoru se nachází nad ním, nebo je nulová, pokud nad zvoleným vektorem báze ji¿ nic není.

Pokud je P_{k−ℓ} ≠ V , opìt musí existovat lineárnì nezávislé vektory e^{k−ℓ−1} 1 , . . . , e^{k−ℓ−1}_{pk}�_ℓ , které se zobrazují na e^{k−ℓ}_1 , . . . e^{k−ℓ}_{pk}�_ℓ a mù¿eme je doplnit do báze, øeknìme vektory e^{k−ℓ−1}_{pk}�_{ℓ+1}, . . . , e^{k−ℓ−1}_{pk}�_ℓ�_1 . Analogicky jako výźe ovìøíme, ¿e doplnìné vektory do báze P_{k−ℓ−1} budou le¿et v jádru φ.

Po k krocích získáme bázi celého V , která má vlastnosti uvedené pro bázi (2) prostoru P_{k−ℓ}. Jednotlivé sloupce výsledného schématu pak generují hledané podprostory V_i a navíc jsme pøímo naźli báze tìchto podprostorù ukazující, ¿e pøísluźná zú¿ení φ jsou cyklická zobrazení.

Pøipomeòme následujícíc dvì vìty z pøedchozí kapitoly a proveïme jejich dùkaz.

Vìta 9. (o Jordanovì kanonickém tvaru) Nechż φ : V → V je

lineární operátor na vektorovém prostoru V koneèné dimenze n nad K. Má-li φ nad K spektrum algebraické váhy n, pak existuje báze β prostoru V , vzhledem na kterou má φ matici (φ)_β v Jordanovì kanonickém tvaru. Pøitom Jordanùv kanonický tvar matice zobrazení φ je urèený jednoznaènì a¿ na poøadí Jordanových blokù.

Vìta 10. (o Jordanovì kanonickém tvaru) Nechż matice A ∈ K^{n×n} má nad K spektrum algebraické váhy n. Potom A je

podobná s maticí J ∈ K^n×^n v Jordanovì kanonickém tvaru. Pøitom matice J je urèená jednoznaènì a¿ na poøadí Jordanových blokù.

Dùsledek 11. Nechż matice A, B ∈ K^{n×n} mají nad K spektrum

plné algebraické váhy n. Potom A ∼ B právì tehdy, kdy¿ A a B mají tý¿ Jordanùv kanonický tvar.

Pøedpoklad o plné algebraické váze spektra je automaticky splnìn nad algebraicky uzavøenými tìlesy (napø. C ). Pokud tento pøedpoklad není splnìn v pøípadì K = R , lze to opìt napravit komplexi˛kací.

Dùkaz. Nechż λ1, . . . , λk jsou vźechny rùzné vlastní hodnoty

zobrazení φ. Z pøedpokladù vìty 9 (vìty 10) a z vìty 6 plyne, ¿e V je souèet koøenových podprostorù: V = R_{λ1} ⊕ · · · ⊕ R_{λk} . Zobrazení φ_i = (φ|_{Rλi} − λ_i · id_{Rλi} ) jsou nilpotentní a proto je podle vìty 8 ka¿dý z koøenových prostorù pøímým souètem R_{λi} = P_{1,λi} ⊕ · · · ⊕ P_{ji,λi} prostorù, na nich¿ je zú¿ení zobrazení φ − λ_i · id_V cyklické. Matice tìchto zú¿ených zobrazení na P_{ji} jsou Jordanovy bloky pøísluźné k nulové vlastní hodnotì, zú¿ené zobrazení φ|_{Pji} má proto za matici Jordanùv blok s vlastní hodnotou λ_i.

Z dùkazu první vìty zbývá dokázat tvrzení o jednoznaènosti. Proto¿e diagonální hodnoty λ_i jsou dány jako koøeny charakteristického polynomu, je jejich jednoznaènost zøejmá. V yjádøíme rozmìry jednotlivých Jordanových blokù prostøednictvím hodností r_k(λ_i) zobrazení (φ − λ_i · id_V )^k (co¿ jsou èísla závislá pouze na φ).

Tím bude jasné, ¿e a¿ na poøadí jsou bloky jednoznaènì urèeny. Naopak, pøehození blokù odpovídá pøeèíslování vektorù báze, lze je tedy získat v libovolném poøadí.

Je-li ψ cyklický operátor na n-rozmìrném prostoru, pak defekt

iterovaného zobrazení ψ^k (dimenze podprostoru Ker ψ^k) je k pro

0 ≤ k ≤ n a je n pro vźechna k ≥ n. Toti¿

J^k_n =

0 0 . . . 1 0 . . . 0

0 0 . . . 0 1 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . 0 . . . . . . 1 0 0 . . . 0 0 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0

.

Odtud plyne, ¿e pokud matice J zobrazení φ obsahuje d_k(λ) Jordanových blokù øádu k s vlastní hodnotou λ, pak defekt matice (J − λ · E)^ℓ je

d_1(λ) + 2d_2(λ) + . . . ℓd_ℓ(λ) + ℓd_{ℓ+1}(λ) + . . .

Odtud spoèítáme

n − r_ℓ(λ) = d_1(λ) + 2d_2(λ) + · · · + ℓd_ℓ(λ) + ℓd_{ℓ+1}(λ) + . . . Speciálnì n � r_k�_1(λ)=d_1(λ) + 2d_2(λ) + � + (k � 1)d_k�_1(λ) + (k � 1)d_k(λ) + (k � 1)d_{k+1}(λ) + . . .

n � r_k(λ)=d_1(λ) + 2d_2(λ) + � + (k � 1)d_k�_1(λ) + kd_k(λ) + kd_{k+1}(λ) + . . . n � r_{k+1}(λ)=d_1(λ) + 2d_2(λ) + � + kd_k (λ) + (k + 1)d_{k+1}(λ) + (k + 1)d_{k+2}(λ) + . . .

Seètením prvního a tøetího øádku a odeètením dvojnásobku druhého øádku obdr¿íme

d_k(λ) = r_{k−1}(λ) − 2r_k(λ) + r_{k+1}(λ).

Vìta 10 plyne okam¿itì z pøedchozí vìty 9, jestli¿e místo matice A budeme uva¿ovat jí urèené zobrazení K^n → K^n . Naopak, z platnosti této vìty o maticích plyne ihned pøedchozí tvrzení o zobrazeních.