20. JORDANÙV KANONICKÝ TVAR

20.1. Jordanùv kanonický tvar matice

Øíkáme, ¿e matice A ∈ K^{n×n} je v Jordanovì kanonickém tvaru, zkrácenì JKT, má-li blokovì diagonální tvar

A = diag ( J_{n1} (λ_1), . . . , J_{nk} (λ_k) ) , kde J_{ni} (λ_i) jsou Jordanovy buòky rozmìrù n_i × n_i, pøísluźející skalárùm λ_i ∈ K. Zøejmì v takovém pøípadì je n_1 + . . . + n_k = n a A má charakteristický polynom

det(A − xE) = (λ_1 − x)^{n1} . . . (λ_k − x)^{nk} .

Vidíme, ¿e skalár λ ∈ K je vlastní hodnotou matice A právì tehdy, kdy¿ se nachází v seznamu λ_1, . . . , λ_k. Proto¿e λ_1, . . . , λ_k nemusí být nutnì rùzné, algebraická násobnost λ vzhledem k A je souèet velikostí blokù s hodnotou λ na diagonále, t.j. ∑ λ_i=λ ni. Podle pøíkladu 3 z kapitoly 17 bloku J_{ni} (λ_i), bez ohledu na velikost n_i, odpovídá pouze jednorozmìrný vlastní podprostor | proto je geometrická násobnost λ vzhledem k A rovna poètu takových blokù, t.j. poètu prvkù mno¿iny {i ≤ k; λ_i = λ}.

Jordanovým kanonickým tvarem matice A ∈ K^{n×n} nazýváme libovolnou matici J ∈ L^{n×n} v JKT, kde pole L je nìjaké rozźíøení pole K, podobnou (nad polem L) s maticí A.

Upravit matici A na Jordanùv kanonický tvar znamená najít k ní podobnou matici J ∈ L^{n×n} v Jordanovì kanonickém tvaru a regulární matici P ∈ L^{n×n} takovou, ¿e J = P^{−1} · A · P. Pak má lineární operátor x → A · x na vektorovém prostoru L^n v bázi tvoøené sloupci matice P matici J v JKT.

Klíèové výsledky této kapitoly lze shrnout do následujících dvou vìt.

Vìta 1. Nechż φ : V → V je lineární operátor na vektorovém prostoru V koneèné dimenze n nad K. Má-li φ nad K spektrum algebraické váhy n, pak existuje báze β prostoru V , vzhledem na kterou má φ matici (φ)_β v Jordanovì kanonickém tvaru. Pøitom Jordanùv kanonický tvar matice zobrazení φ je urèený jednoznaènì a¿ na poøadí Jordanových blokù.

Vìta 2. Nechż matice A ∈ K^{n×n} má nad K spektrum algebraické váhy n. Potom A je podobná s maticí J ∈ K^{n×n} v Jordanovì kanonickém tvaru. Pøitom matice J je urèená jednoznaènì a¿ na poøadí Jordanových blokù.

Dùsledek 3. Nechż matice A, B ∈ K^{n×n} mají nad K spektrum plné algebraické váhy n. Potom A ∼ B právì tehdy, kdy¿ A a B mají tý¿ Jordanùv kanonický tvar.

Pøedpoklad o plné algebraické váze spektra je automaticky splnìn nad algebraicky uzavøenými tìlesy (napø. C ). Pokud tento pøedpoklad není splnìn v pøípadì K = R , lze to opìt napravit komplexi˛kací.

Obì uvedené vìty jsou zøejmì ekvivalentní, proto staèí dokázat jen jednu z nich. Dùkaz je ale pomìrnì nároèný, v této chvíli se do nìj nebudeme pouźtìt. Uká¿eme místo toho nìkolik pøíkladù, které ilustrují metodu úpravy matice na JKT.

Celá metoda je zalo¿ená na pozorovaní toho, co provede matice (resp. jí pøísluźný operátor) J_n = J_n(λ) − λE_n s kanonickou bází ε^{(n)} = (e_1, . . . , e_n) v K^n. Odpovìï na tuto otázku lze struènì a pøehlednì vyjádøit schématem

J_n : e_n → e_{n−1} → . . . → e_2 → e_1 → 0,

t. j. J_n · e_1 = 0 (neboli e_1 je vlastní vektor matice J_n(λ)), a J_n · e_i = e_{i−1} pro 1 < i ≤ n.

Má-li mít lineární operátor φ : V → V v nìkteré bázi β matici v JKT (φ)_β = J = diag ( J_{n1} (λ_1), . . . , J_{nk} (λ_k) ) , musí se tato báze dát rozlo¿it na k øetìzcù

β^{(1)} = ( v^{(1)}_1 , . . . , v^{(1)}_{n1} ) , β^{(2)} = ( v^{(2)}_1 , . . . , v^{(2)}_{n2} ) , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . β^{(k)} = ( v^{(k)}_1 , . . . , v^{(k)}_{nk} ) , odpovídajících jednotlivým Jordanovým buòkám J_1(λ_1), J_{n2} (λ_2), . . . , J_{nk} (λ_k).

Na ka¿dém øetìzci β^{(i)} pùsobí lineární operátor φ − λ_iid_V = φ − λ_i stejnì jako matice J_{ni} na kanonické bázi ε^{(ni)} = (e_1, . . . , e_{ni} ), t. j. podle schématu

φ − λ_i : v^{(i)}_{ni} → v^{(i)}_{ni−1} → . . . → v^{(i)}_2 → v^{(i)}_1 → 0.

Potom první vektor v^{(i)}_1 ka¿dého øetìzce β^{(i)} (v naźem schématu první nenulový vektor zprava) je vlastním vektorem operátoru φ pøísluźným vlastní hodnotì λ_i. Celý øetìzec je pak tvoøen postupnými obrazy posledního vektoru v^{(i)}n_i (v naźem schématu prvního vektoru zleva) v zobrazení φ − λ_i, t. j.

β^{(i)} = ( v^{(i)}_{ni} , (φ − λ_i) ( v^{(i)}_{ni} ) , . . . , (φ − λ_i)^{ni−1} ( v^{(i)}_{ni} )) .

Bázi slo¿enou z takových øetìzcù nazýváme Jordanovou bází pøísluźného lineárního operátoru nebo matice.

Úprava matice (lineárního operátoru) na JKT spoèívá tedy hlavnì v nalezení Jordanovy báze, t. j. báze slo¿ené z øetìzcù vektorù pøísluźných jednotlivým vlastním èíslùm a vlastním vektorùm této matice. Nutným pøedpokladem je ale znalost spektra, jeho urèení musí konstrukci báze pøedcházet.

Dále je tøeba poznamenat, ¿e pøímoèará metoda budování bázových øetìzcù od vlastních vektorù þzprava dolevaß dobøe funguje pouze pro matice malých rozmìrù.

Samostatnou poznámku vy¿aduje otázka urèení spektra analyzované matice. Proto¿e neexistují vzorce, které by pro libovolný polynom dokázali vyjádøit jeho koøeny jako funkce jeho koe˛cientù sestavené pomocí operací +, −, ∗, /, umocòování a odmocòování (takové vzorce zaruèenì existují pouze pro polynomy stupnì 4), je nutné èasto poèítat koøeny numericky, tedy pouze pøibli¿nì.

Na druhou stranu, þskoro vźechnyß ètvercové matice jsou podobné s diagonálními, je tedy pouze þmáloß matic s nediagonálním JKT. Bohu¿el (nebo naźtìstí), právì toto je èasto pøípad dùle¿itých operátorù, proto má smysl se takovými maticemi zabývat.

Pøíklad 4. Lineární operátor derivace D : R^{(n)} [x] → R^{(n)}[x], kde D(f) = f^′ =^{df}_{dx} pre f ∈ R^{(n)} [x], má na prostoru vźech reálných polynomù stupnì ≤ n v bázi ξ^{(n)} = (1, x, x^2 . . . , x^n) matici

(D)_ξ(n) =

0 1 0 . . . 0

0 0 2 . . . 0 . . . . .. . .. . . . 0 0 . . . 0 n

0 0 . . . 0 0

Z toho u¿ je mo¿né lehce nahlédnout, ¿e maticí operátoru D v bázi ( 1, x,^{x2}_2 , . . . ,^{xn}_{n!} ) je Jordanova buòka J_{n+1} = J_{n+1}(0).

20.2. Pøíklady úprav matic na JKT Pøíklad 5. Uva¿ujme matici

A = 1 0 2 −2 1 3 1 −1 1 0 0 −1 3 4 3 −4

∈ R^{4×4}.

Její charakteristický polynom

det(A − xE) = x^4 − 2x^2 + 1 = (x − 1)^2(x + 1)^2 má dva koøeny x_{1,2} = 1 a x_{3,4} = −1, oba dvojnásobné. Najdeme k nim pøísluźné vlastní vektory.

Podprostor øeźení homogenní soustavy s maticí

A − E =

0 0 2 −2 1 2 1 −1 1 0 −1 −1 3 4 3 −5 ∼ 1 0 0 −2 0 1 0 1 0 0 1 −1 0 0 0 0 je jednorozmìrný, generovaný vlastním vektorem v_1 = (2, −1, 1, 1)^T . Algebraicky dvojnásobné vlastní èíslo má tedy geometrickou násobnost 1. Dalźí vektor øetìzce najdeme jako nìjaké øeźení x = v_2 soustavy (A − E) · x = v_1 úpravou její rozźíøené matice

0 0 2 −2 1 2 1 −1 1 0 −1 −1 3 4 3 −5

| | | | | |

2 −1 1 1 ∼ 1 0 0 −2 0 1 0 1 0 0 1 −1 0 0 0 0

| | | | | |

2 −2 1 0 ,

tedy napø. v_2 = (2, −2, 1, 0)^T .

Podprostor øeźení homogenní soustavy s maticí

A + E =

2 0 2 −2 1 4 1 −1 1 0 1 −1 3 4 3 −3 ∼ 1 0 1 −1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 má dimenzi 2 (a taková je i geometrická násobnost algebraicky dvojnásobného vlastního èísla −1); jeho bázi tvoøí vlastní vektory v_3 = (1, 0, −1, 0)^T , v_4 = (1, 0, 0, 1)^T . A je tedy podobná matici v JKT

J = diag ( J_2(1), −1, −1 ) = 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 −1 a pøísluźná Jordanova báze (v_1, v_2, v_3, v_4) je tvoøená sloupci matice pøechodu

P = 2 2 1 1 −1 −2 0 0 1 1 −1 0 1 0 0 1 .

Na pøedchozím pøíkladì bylo vidìt, ¿e je pomìrnì snadné se vypoøádat s øetìzci vektorù, pøísluźnými rùzným vlastním èíslùm. Nyní se soustøedíme na hledání øetìzcù pøísluźných jedinému vlastnímu èíslu | budeme se zabývat maticemi s jednoprvkovým spektrem.

Pøíklad 6. Matice

A = −2 1 0 −3 1 1 −1 0 1 ∈ R^{3×3}

má charakteristický polynom

det(A − xE) = −x^3

a jediné, algebraicky trojnásobné vlastní èíslo x_{1,2,3} = 0.

Vlastní vektory najdeme øeźením homogenní soustavy s maticí

A − 0E = A ∼

1 0 −1 0 1 −2 0 0 0 .

Podprostor øeźení je jednorozmìrný, generovaný vektorem u = (1, 2, 1)^T , geometrická násobnost vlastního èísla 0 je tedy 1. Hledaná báze je tedy tvoøena jediným øetìzcem pøísluźným vlastnímu vektoru u_1 = u. Vektor u_2 najdeme jako nìjaké øeźení x = u_2 soustavy A · x = u_1 úpravou její rozźíøené matice

(A | u_1) =

−2 1 0 −3 1 1 −1 0 1

| | | | | 1 2 1 ∼ 1 0 −1 0 1 −2 0 0 0

| | | | | −1 −1 0 ;

tak¿e mù¿eme polo¿it napø. u_2 = (−1, −1, 0)^T .

Podobnì, tøetí vektor u_3 naźeho øetìzce najdeme jako nìjaké øeźení x = u_3 soustavy A · x = u_2 úpravou její rozźíøené matice

(A | u_2) =

−2 1 0 −3 1 1 −1 0 1

| | | | | −1 −1 0 ∼ 1 0 −1 0 1 −2 0 0 0

| | | | | 0 −1 0 ,

tedy napø. u_3 = (0, −1, 0)^T .

To znamená, ¿e A je podobná pøímo s Jordanovou buòkou

J_3 = J_3(0) =

0 1 0 0 0 1 0 0 0 prostøednictvím matice pøechodu

P = 1 −1 0 2 −1 −1 1 0 0 .

Pøíklad 7. Matice

A = 8 10 −5 −2 −1 2 1 2 2 ∈ R^{3×3}

má charakteristický polynom

det(A − xE) = 27 − 27x + 9x^2 − x^3 = (3 − x)^3 a algebraicky trojnásobné vlastní èíslo x_{1,2,3} = 3. K nìmu pøísluźné vlastní vektory najdeme øeźením homogenní soustavy s maticí

A − 3E =

5 10 −5 −2 −4 2 1 2 −1 ∼ 1 2 −1 0 0 0 0 0 0 .

Podprostor øeźení je dvojrozmìrný, generovaný (napøíklad) vektory u = (2, −1, 0)^T , v = (1, 0, 1)^T .

Geometrická násobnost vlastního èísla 3 je tedy 2, tak¿e k nìmu pøísluźejí dva øetìzce délek 1 a 2. Nyní ale dopøedu nevíme, ke kterému vlastnímu vektoru v_1 ∈ [u, v] existuje vektor v_2 tak, ¿e v_1 = (A − 3E) · v_2, musíme uva¿ovat libovolnou lineární kombináci v_1 = au + bv = (2a + b, −a, b)^T , kde parametry a, b ∈ R budeme volit tak, aby soustava (A − 3E) · x = v_1 mìla nìjaké øeźení x = v_2. Úpravou její rozźíøené matice dostaneme

5 10 −5 −2 −4 2 1 2 −1

| | | | | | 2a + b −a b ∼ 1 2 −1 0 0 0 0 0 0

| | | | | | b a − 2b 0 .

Soustava má øeźení právì tehdy, kdy¿ a = 2b; volíme napø. b = 1, a = 2. Tomu odpovídá v_1 = (5, −2, 1)^T , v_2 = (1, 0, 0)^T .

Za v_3 lze zvolit libovolný vektor, který spolu s v_1 tvoøí bázi vlastního podprostoru R(A − 3E) = [u, v]; vidíme, ¿e vyhovují obì volby v_3 = u, resp. v_3 = v. Vyberme si napø. druhou mo¿nost v_3 = (1, 0, 1)^T .

JKT matice A je tedy

J = diag ( J_2(3), 3 ) = 3 1 0 0 3 0 0 0 3 a pøísluźná matice pøechodu tvoøená sloupci Jordanovy báze (v_1, v_2, v_3) je napø.

P = 5 1 1 −2 0 0 1 0 1 .

20.3. Pøípad vícenásobného komplexního vlastního èísla

Z hlediska aplikací je dùle¿ité umìt nahradit komplexní JKT reálné matice vhodným reálným kanonickým tvarem, podobným s pùvodní maticí prostøednictvím reálné matice pøechodu. Je-li λ = a + ib komplexní vlastní èíslo matice A ∈ R^{n×n} , je i λ = a − ib její vlastní èíslo, prièem¿ λ a λ mají stejnou algebraickou i geometrickou násobnost. Pokud navíc γ = (w_1, . . . , w_m) je èást Jordanovy báze pøísluźná k λ, slo¿ená z øetìzcù délek m_1 + . . . + m_l = m, tak γ = (w_1, . . . , w_m) je èást Jordanovy báze pøísluźná k λ, slo¿ená v odpovídajícím poøadí z komplexnì sdru¿ených øetìzcù tých¿ délek.

Buï

J_n a −b b a = a −b 1 0 0 0 . . . . . . 0 0

b a 0 1 0 0 . . . . . . 0 0

0 0 a −b 1 0 . . . . . . 0 0

0 0 b a 0 1 . . . . . . 0 0 . . . . . . . . ... ... . . . . . . . . . . . . ... ... . . . . 0 0 0 0 . . . . . . a −b 1 0

0 0 0 0 . . . . . . b a 0 1

0 0 0 0 . . . . . . 0 0 a −b

0 0 0 0 . . . . . . 0 0 b a

zobecnìná Jordanova buòka

Právì zobecnìná Jordanova buòka J_m a −b b a je ta reálná

matice, kterou lze v komplexním JKT reálné matice A nahradit dvojici Jordanových blokù J_m(λ), J_m(λ) pøísluźných komplexnì sdru¿eným vlastním èíslùm λ = a + ib, λ = a − ib s nenulovým b.

Pøesnìji, je-li γ = (w_1, . . . , w_m) øetìzec (komplexních) vektorù odpovídající v pøísluźné Jordanovì bázi bloku J_m(λ), pak reálné vektory

u_1 = Imw_1 = 1 2 (w_1 + w_1), . . . u_m = Imw_m = 1 2 (w_m + w_m) a v_1 = −Rew_1 = 1 2i (w_1 − w_1), . . . v_m = −Rew_m = 1 2i (w_m − w_m)

tvoøí úsek báze (u_1, v_1, u_2, v_2, . . . , u_m, v_m) odpovídající bloku

J_m a −b b a .

Necháme-li tedy v komplexním JKT J ètvercové reálné matice A reálné Jordanovy bloky a jim odpovídající øetìzce Jordanovy báze beze zmìny, a ka¿dou dvojici Jordanových blokù J_m(λ), J_m(λ) pøísluźných komplexnì sdru¿eným imaginárním vlastním hodnotám

λ, λ nahradíme blokem J_m Imλ −Reλ Reλ Imλ a jim odpovídající

øetìzce (w_1, . . . , w_m), (w_1, . . . , w_m) Jordanovy báze nahradíme úsekem (Imw_1, −Rew_1, . . . , Imw_m, −Rew_m), získáme tak zobecnìnou Jordanovu matici J^′ ∈ R^{n×n} a reálnou matici pøechodu Q (jejími¿ sloupci jsou vektory nové báze) takovou, ¿e J^′ = Q^{−1} · A · Q.