19. SAMOADJUNGOVANÉ OPERÁTORY A JEJICH VLASTNÍ ÈÍSLA A VEKTORY

V celé této kapitole bude V buï reálný nebo komplexní vektorový prostor, tj. pole skalárù je K = R nebo K = C .

Motivace: Vlastní vektory a vlastní èísla syme-

trické matice 1 −1 −1 2 .

|A − λE|= (1 − λ)(2 − λ) = λ^2 − 3λ + 1 = (λ −^{3+} √ 5 2 )(λ − 3− √ 5 2 ) = 0

Vlastní èísla jsou λ1 = 3+ √ 5 2 a λ2 = 3− √ 5 2 .

Pro tato vlastní èísla nalezneme vlastní vektory v_1 a v_2.

(1−^3_2−

√_5 2 )x_1−x_2 = 0, (1−^3_2+

√_5 2 )y_1−y_2 = 0

v_1 = (1, −^1_2 −

√_5 2 )T , v_2 = (1, −^1_2 +

√_5 2 )T

Tyto vektory jsou na sebe navzájem kolmé. Tedy k symetrické matici 1 −1 −1 2 . existuje ortogonální báze tvoøená vlastními vektory.

Toto není náhoda. 2

19.1. Adjungované zobrazení a samoadjungovaný operátor

De˛nice 1. Homomor˛smus φ : U → V

unitárních (euklidovských) prostorù se nazývá adjungované zobrazení, jestli¿e existuje zobrazení φ∗ : V → U pro vźechny vektory u ∈ U

a v ∈ V platí ⟨φ(u), v⟩V = ⟨u, φ∗(v)⟩U .

Vìta 2. Nechż α je ortonormální báze v U,

β je ortonormální báze v V , φ : U → V homomor˛smus unitárních (euklidovských) prostorù, A = [φ]α,β. Potom matice adjungovaného zobrazení φ∗ : V → U má tvar [φ∗]β,α = AT v unitárním pøípadì, AT v euklidovském pøípadì.

Obrácenì, je-li ψ : V → U lineární zobrazení a [ψ]β,α = AT , pak ψ = φ∗.

De˛nice 3. Operátor φ : U → U uni-

tárního (euklidovského) prostoru se nazývá samoadjungované zobrazení, jestli¿e pro vźechny vektory u, v ∈ U platí ⟨φ(u), v⟩U = ⟨u, φ(v)⟩U tj. pokud φ∗ = φ.

Vìta 4. Operátor φ : U → U unitárního

(euklidovského) prostoru je samoadjungovaný právì tehdy, kdy¿ pro jeho matici v ortonormální bázi α platí [φ]α,α = A = AT v unitárním pøípadì, AT v euklidovském pøípadì.

Lemma 5. Nechż lineární operátor φ : U →

U unitárního (euklidovského) prostoru U je samoadjungovaný s invariantním podprostorem V . Pak V ⊥ je rovnì¿ invariantní.

Vìta 6. Nechż φ : U → U je samoadjun-

govaný operátor na unitárním (euklidovském) prostoru U. Pak platí:

1. Vlastní èísla zobrazení φ jsou reálná.

2. Vlastní vektory pøísluźné rùzným vlastním èíslùm jsou navzájem kolmé.

Vìta 7. O spektrálním rozkladu. Pro ka¿dý

samoadjungovaný operátor φ : U → U na unitárním (euklidovském) prostoru U existuje ortonormální báze α prostoru U tvoøená vlastními vektory, v ní¿ má φ diagonální matici s reálnými vlastními èísly na diagonále.

Dùsledek 8. Nechż φ : U → U je samo-

adjungovaný operátor na unitárním (euklidovském) prostoru U vlastními navzájem kolmými vektory u1, . . . , un a vlastními èísly λ1, . . . , λn. Nechż Pk : U → U je kolmá projekce na [uk]. Potom φ = n∑ i=1 λiPi.

Dùsledek 9. Pro ka¿dou reálnou symet-

rickou matici A existuje ortogonální matice P tak, ¿e matice P T AP = P −^1AP je diagonální.

Dùsledek 10. Pro kvadratické formy.

Ka¿dá kvadratická forma na euklidovském prostoru U dimenze n má ve vhodné bázi analytický tvar f (x) = n∑ i=1 λix^2i .

19.2 Metrická klasi˛kace ku¿eloseèek

Nechż A je bod v R 2, v1, v2 dva lineárnì nezávislé vektory v R 2. Potom ka¿dý bod X v R 2 lze psát právì jedním zpùsobem ve tvaru X = A + x_1v_1 + x_2v_2.

Trojici (A, v1, v2) nazýváme a˛nní báze, dvojici (x_1, x_2) souøadnice bodu X v této bázi.

Nechż (B, u1, u2) je jiná a˛nní báze bodu X se souøadnicemi (y1, y2). Pøitom

A = B + c_1u_1 + c_2u_2 v_1 = a_{11}u_1 + a_{21}u_2 v_2 = a_{12}u_1 + a_{22}u_2.

Potom X=A + x_1v_1 + x_2v_2

=B + c1u1 + c2u2 + x1a11u1 + x1a21u2 + x2a12u1 + x2a22u2 =B + (x1a11 + x2a12 + c1)u1 + (x1a21 + x2a22 + c2)u2.

Tedy porovnáním souøadnic obdr¿íme vztah pro

zámìnu a˛nních souøadnic (∗) y_1 y_2 = a_{11} a_{12} a_{21} a_{22} x_1 x_2 + c_1 c_2 .

A˛nní báze (A, v1, v2) se nazývá ortonormální, je-li (v1, v2) ortonormální baze vektorového prostoru. Jsou-li (A, v1, v2) a (B, u1, u2) ortonor-

mální báze, pak matice a_{11} a_{12} a_{21} a_{22} z trans-

formaèního vztahu (*) je ortogonální.

Vìta 11. Metrická klasi˛kace ku¿elose-

èek. Nechż ve standardní a˛nní bázi prostoru R 2 0 0 , 1 0 , 0 1 je ku¿eloseèka zadána rovnicí k(x) = a_{11}x^2_1+2a_{12}x_1x_2+a_{22}x^2+2a_1x_1+2a_2x_2+a_0 = 0. Potom existuje ortonormální a˛nní báze (B, u1, u2), v ní¿ je tato ku¿eloseèka dána jednou z rovnic

signatura (2, 0, 0) elipsa: (y^1a )^2 + (y^2b )^2 − 1 = 0, prázdná mno¿ina: (y^1a )^2 + (y^2b )^2 + 1 = 0, bod: (y^1a )^2 + (y^2b )^2 = 0.

signatura (1, 1, 0) hyperbola: (y^1a )^2 − (y^2b )^2 − 1 = 0, dvì rùznobì¿né pøímky: (y^1a )^2 − (y^2b )^2 = 0.

signatura (1, 0, 0) parabola: (y^1a )^2 − 2py_2 = 0, dvì rovnobì¿né pøímky: (y^1a )^2 − 1 = 0, jedna pøímka: (y^1a )^2 = 0, prázdná mno¿ina: (y^1a )^2 + 1 = 0.