18. ORTOGONÁLNÍ A UNITÁRNÍ ZOBRAZENÍ A JEJICH VLASTNÍ ÈÍSLA A VEKTORY

V celé této kapitole bude V buï reálný nebo komplexní vektorový prostor, tj. pole skalárù je K = R nebo K = C .

18.1. Ortogonální a unitární zobrazení

De˛nice 1. Homomor˛smus φ : V → W

unitárních prostorù se nazývá unitární zobrazení, jestli¿e pro vźechny vektory u, v ∈ V platí ⟨u, v⟩ = ⟨φ(u), φ(v)⟩.

Unitární izomor˛smus je bijektivní unitární zobrazení. V pøípadì euklidovských prostorù se èastìji pou¿ívá název ortogonální zobrazení, ortogonální izomor˛smus.

Vìta 2. Ka¿dý koneènì rozmìrný unitární

prostor dimenze n je unitárnì izomorfní s K n se standardním skalárním souèinem. Ka¿dé unitární zobrazení φ : V → W mezi unitárními prostory je prosté.

Vìta 3. Nechż φ : V → W je lineární zob-

razení unitárních prostorù. Pak jsou následující podmínky ekvivalentní:

1. φ je unitární.

2. ‖u‖ = ‖φ(u)‖ pro vźechny v ∈ V .

3. pro ka¿dou ortonormální bázi e = (e_1, . . . , en) na V je i (φ(e_1), . . . , φ(en)) ortonormální báze na W .

Z pøedchozí vìty plyne, ¿e ka¿dý unitární endomor˛smus V → V je bijekce, hovoøíme také o unitární transformaci.

Vìta 4. Nechż φ : V → V je lineární zob-

razení (endomor˛smus) unitárního prostoru V . Pak jsou následující podmínky ekvivalentní:

1. φ je unitární transformace

2. φ je lineární izomor˛smus a pro ka¿dé u, v ∈ V platí ⟨φ(u), v⟩ = ⟨u, φ(v)⟩ 3. matice A zobrazení φ v libovolné ortonormální bázi splòuje A−^1 = ĀT (pro euklidovské prostory to znamená A−^1 = AT )

4. matice A zobrazení φ v nìkteré ortonormální bázi splòuje A−^1 = ĀT

5. øádky matice A zobrazení φ v ortonormální bázi tvoøí ortonormální bázi prostoru K n se standardním skalárním souèinem

6. sloupce matice A zobrazení φ v ortonormální bázi tvoøí ortonormální bázi prostoru K n se standardním skalárním souèinem.

18.2. Vlastní èísla a vektory ortogonálních a unitárních zobrazení (matic)

De˛nice 5. Matice A ∈ K^{n×n} s vlastností

A−^1 = ĀT z pøedchozí vìty se nazývají unitární matice pro komplexní skaláry, v pøípadì R hovoøíme o ortogonálních maticích.

Souèin unitárních (resp. ortogonálních) matic je unitární (resp. ortogonální), stejnì pro inverze.

Determinant unitární matice má v¿dy velikost rovnu jedné, v pøípadì reálných skalárù pak determinant musí být ±1 (1 = det(E) = det(AĀT ) = det(A)det A = | det A|).

Dále, je-li Ax = λx pro unitární èi ortogonální matici, pak ⟨Ax, Ax⟩ = ⟨x, x⟩ = |λ|^2(⟨x, x⟩). Proto jsou vlastní hodnoty ortogonálních matic rovny ±1, vlastní hodnoty unitárních matic jsou v¿dy komplexní jednotky. 6

Lemma 6. Nechż je φ : V → V unitární

zobrazení a U ⊆ V je invariantní podprostor vzhledem k φ. Pak také jeho ortogonální doplnìk U⊥ je invariantní podprostor.

Vìta 7. Nechż φ : V → V je unitární zob-

razení. Je-li V unitární prostor, pak je ortogonálním souètem jednorozmìrných vlastních podprostorù. Je-li V euklidovský prostor, pak je ortogonálním souètem jednorozmìrných a dvourozmìrných invariantních podprostorù takových, ¿e jednorozmìrné jsou generovány vlastními vektory a pøísluźné vlastní hodnoty jsou ±1, zatímco zú¿ení φ na dvourozmìrné je dáno rotacemi kolem poèátku o vhodné úhly.

Dùkaz. Tvrzení pro komplexní unitární pro-

story je pøímým dùsledkem pøedchozího lemmatu: Jistì existuje alespoò jeden vlastní vektor v ∈ V . Pak je zú¿ení φ na invariantní podprostor ⟨v⟩⊥ opìt unitární a jistì má opìt nìjaký vlastní vektor. Po n takovýchto krocích obdr¿íme hledanou bázi z vlastních vektorù.

Nechż je V euklidovský prostor. Potom se na jeho komplexi˛kaci V^C rozźíøí skalární souèin z V tak, ¿e prohlásíme bázi indukovanou na V^C libovolnì zvolenou ortonormální bazí na V za ortonormální.

Vzhledem k tomuto skalárnímu souèinu je ale komplexi˛kace φ^C také unitární (je dána stejnou reálnou maticí) a podle pøedchozí èásti dùkazu se V^C rozpadá na ortogonální souèet vlastních podprostorù.

Nyní staèí aplikovat výsledky z èásti 17.5. Získáme tak dvourozmìrné invariantní podprostory Pλ ⊆ V . Pøitom je ka¿dý takový podprostor Pλ reálným podprostorem v souètu Qλ ⊕ Q_¯λ odpovídajících komplexních vlastních podprostorù.

Proto¿e v V^C se jedná o ortogonální souèet a zú¿ení skalárního souèinu v V^C na reálné podprostory Pλ splývá s pùvodním skalárním souèinem na V , musí být získaný souèet ortogonální. Proto¿e vlastní hodnoty φ^C musí mít velikost 1, jsou zú¿ení na získané dvourozmìrné invariantní podprostory opravdu rotace.

Poznámka 8. Pro euklidovské prostory di-

menze n staèí uva¿ovat rotace v dvourozmìrných podprostorech a tzv. re‚exe vzhledem k nadrovinám urèeným n − 1 nezávislými vektory. Skuteènì, kterékoliv dva nezávislé vlastní vektory s vlastní hodnotou −1 odpovídají rotaci o π v pøísluźné rovinì. Pøi liché násobnosti vlastní hodnoty −1 nám tedy zùstane právì jeden jednorozmìrný vlastní podprostor a ve vhodné ortonormální bázi obdr¿íme dané ortogonální zobrazení jako slo¿ení uvedených typù zobrazení.

Napø. ka¿dé ortogonální zobrazení v dimenzi tøi lze ve vhodné bázi zapsat buï jako rotaci v rovinì prvních dvou bázových vektorù nebo jako pøedchozí zobrazení slo¿ené s re‚exí podle této roviny. Tuto bázi pøitom dostaneme pøímým výpoètem vlastních hodnot a vlastních vektorù nad komplexními skaláry.

Dùsledek 9. Nechż φ : V → V je unitární

zobrazení. Je-li V unitární prostor, existuje ve V ortonormální báze α tvoøená vlastními vektory tak, ¿e

[ϕ]α,α = λ_1 0 . . . . . . 0 0 0 λ_2 . . . . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . . . . λn−_1 0 0 0 . . . . . . 0 λn

Dùsledek 10. Nechż φ : V → V je orto-

gonální zobrazení. Je-li V euklidovský prostor, pak existuje ve V ortonormální báze α tak, ¿e matice φ v této bázi má tvar Rα_1 0 . . . . . . 0 0 0 0 0 Rα_2 . . . . . . 0 0 0 0 . . . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . Rα_k 0 0 0 0 0 0 . . . 0 λ_1 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . λn−_2k−_1 0 0 0 . . . . . . 0 . . . . . . λn−_2k

,

kde λ_i ∈ {1, −1}.

Vìta 11. (Schurova o ortogonální trian-

gulovatelnosti) Nechż φ : V → V je libovolné lineární zobrazení (reálného nebo komplexního) unitárního prostoru s m = dimV vlastními hodnotami (vèetnì násobnosti). Pak existuje ortonormální báze prostoru V taková, ¿e φ v ní má horní trojúhelníkovou matici s vlastními èísly λ_1, . . . , λm na diagonále.

18.3. Geometrická interpretace ortogonálních operátorù

Ortogonální operátor φ, jeho¿ determinant se rovná +1, se nazývá vlastní ortogonální operátor. Je-li determinant matice operátoru φ roven −1, nazývá se nevlastní ortogonální operátor.

Probereme teï ortogonální operátory v malých dimenzích. Nejsnazźí to je v pøípadì jednodimenzionálního prostoru. Zvolíme v nìm nìjaký vektor e délky 1.

Potom φ(e) = λe a z podmínky ortogonality

φ plyne

1 = ⟨e, e⟩ = ⟨φ(e), φ(e)⟩ = ⟨λe, λe⟩ = λ^2⟨e, e⟩ = λ2. Platí tedy λ = ±1. 14

Na jednodimenzionálním euklidovském prostoru tedy existují pouze dva ortogonální operátory. Je to buï identický operátor φ(x) = x (vlastní ortogonální operátor) anebo operátor φ(x) = −x (nevlastní).

Buï nyní φ ortogonální operátor na dvoudimenzionálním euklidovském prostoru V . Zvolme v nìm ortonormální bázi e_1, e_2 a nechż a b c d je matice operátoru φ vzhledem k bázi e_1, e_2.

Budeme dále pøedpokládat, ¿e operátor φ je vlastní ortogonální operátor, tj. platí ad−bc = 1. Matice operátoru φ musí být navíc ortogonální, tj. musí platit a b c d −1 = a c b d .

Z rovnosti ad − bc = 1 plyne jiné vyjádøení inverzní matice k matici operátoru φ: a b c d −1 = d −b −c a .

Proto¿e je inverzní matice k libovolné regulární matici urèena jednoznaènì, dostáváme rovnosti a = d, c = −b. Matice operátoru φ vzhledem k bázi e_1, e_2 má tedy tvar a −b b a , kde a^2 + b^2 = 1. Polo¿íme-li a = cos α a b = sin α, dostaneme, ¿e ka¿dý vlastní ortogonální operátor φ na dvoudimenzionálním euklidovském prostoru V má vzhledem k libovolné ortonormální bázi e_1, e_2 matici cos α − sin α sin α cos α , kde α je vhodný úhel. Operátor φ tedy není nic jiného ne¿ pootoèení o úhel. 17

Nyní budeme uva¿ovat pøípad nevlastního ortogonálního operátoru φ, tj. pøípad ad − bc = −1. Charakteristický polynom (a−λ)(d−λ) −bc = (ad−bc) − (a + d)λ + λ^2 operátoru φ má potom právì dva rùzné reálné koøeny. Existuje tedy vlastní vektor e operátoru φ, tj. platí φ(e) = λe, kde λ = ±1. Vektor e doplníme do ortonormální báze vektorem f. To je podle pøedchozího jednodimenzionálního pøípadu a lemmatu 6 také vlastní vektor operátoru φ, tedy φ(f) = ±f. V bázi e, f má tedy matice operátoru φ matici ±1 0 0 ±1 .

Proto¿e je ale φ nevlastní ortogonální operá-

tor, jsou pro výbìr znamének pouze dvì mo¿-

nosti 1 0 0 −1 , −1 0 0 1 .

Nevlastní ortogonální operátor ve dvoudimenzionálním euklidovském prostoru V je tedy osová symetrie vzhledem k ose procházející poèátkem.

Nazvìme jednoduchou rotací vlastní ortogonální operátor φ, který v nìjakém dvoudimenzionálním invariantním podprostoru U pùsobí jako otoèení o úhel α, a v ortogonálním doplòku U⊥ zobrazuje ka¿dý vektor do sebe. Ve vhodnì zvolené bázi má potom φ matici

1 0 . . . . . . 0 0 ..._0 . . . .

0 1 0 . . . 0 0 0 0 cos α − sin α 0 . . . 0 0 0 sin α cos α 0 . . . . 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 ... 0 0 0 0 0 0 0 0 1

.

Jednoduchá re‚exe je nevlastní ortogonální operátor φ, který v nìjakém jednodimenzionálním invariantním podprostoru U zobrazuje ka¿dý vektor x do opaèného vektoru −x, a v ortogonálním doplòku U⊥ zobrazuje ka¿dý vektor do sebe. Ve vhodnì zvolené bázi má potom φ matici

1 0 . . . . . . 0 0 ..._0 . . . .

0 1 0 . . . 0 0 0 0 −1 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0 . . . . 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 ... 0 0 0 0 0 0 0 0 1

.

Z dùsledku 10 pak máme

Dùsledek 12. Ka¿dý ortogonální operátor

φ na euklidovském prostoru V mù¿eme vyjádøit jako slo¿ení nìkolika jednoduchých rotací a nìkolika jednoduchých re‚exí.

Má-li operátor φ na dvoudimenzionálním prostoru vzhledem k nìjaké ortonormální bázi e_1, e_2 matici −1 0 0 −1 .

Pova¿ujeme-li otoèení o úhel π také za prostou rotaci, dostaneme dalźí dùsledek.

Dùsledek 13. Ka¿dý vlastní ortogonální

operátor na euklidovském vektorovém prostoru lze slo¿it z nìkolika jednoduchých rotací. Ka¿dý nevlastní ortogonální operátor lze slo¿it z nìkolika jednoduchých rotací a jedné jednoduché re‚exe.

Vìta 14. Ka¿dou rotaci na 2-dimenzionálním

euklidovském prostoru lze slo¿it ze dvou jednoduchých re‚exí.

Dùkaz. Provedeme maticový dùkaz. Vez-

mìme si rotaci o úhel α. Ta má vzhledem k ortonormální bázi e, f matici

cos α − sin α sin α cos α .

Jednoduchá re‚exe vzhledem k ose urèené vektorem e má vzhledem k bázi e, f matici

1 0 0 −1 . Vezmeme-li otoèení o úhel α/2, zobrazí se vektor e do vektoru e′, který má vzhledem k pùvodní bázi e, f souøadnice (cos α/2; sin α/2).

Podobnì vektor f se zobrazí do vektoru f′, který má vzhledem k bázi e, f souøadnice (− sin α/2; cos α/2).

Matice P pøechodu od báze e, f k bázi e′, f′ má tedy tvar cos α/2 − sin α/2 sin α/2 cos α/2 .

Inverzní matice je pak tvaru

P −^1 = cos α/2 sin α/2 − sin α/2 cos α/2 .

Jednoduchá re‚exe vzhledem k ose urèená vektorem e′ má vzhledem k nové bázi e′, f′ známou matici 1 0 0 −1 .

Oznaèíme-li M matici této re‚exe vzhledem k

bázi e, f, platí P −^1MP = 1 0 0 −1 . neboli M je rovno souèinu matic ( cos α/2 − sin α/2 sin α/2 cos α/2 ) ( 1 0 0 −1 ) ( cos α/2 sin α/2 − sin α/2 cos α/2 ) .

Slo¿íme-li nyní jednoduchou re‚exi vzhledem k ose urèené vektorem e s jednoduchou re‚exí vzhledem k ose urèené vektorem e′, bude mít výsledný operátor vzhledem k bázi e; f matici

M 1 0 0 −1 .

Vynásobením dostaneme, ¿e slo¿ením dostaneme operátor, který má vzhledem k bázi e; f matici

cos^2 α/2 − sin^2 α/2 −2 cos α/2 sin α/2 2 cos α/2 sin α/2 cos^2 α/2 − sin^2 α/2 =

cos α − sin α

sin α cos α .

Slo¿ený operátor se tedy rovná rotaci o úhel α. Dùsledek 15. Ka¿dý ortogonální operátor

na euklidovském prostoru lze slo¿it z jednoduchých re‚exí.

V euklidovském prostoru dimenze 3 pro ka¿dý

vlastní ortogonální operátor φ existuje ortonor-

mální báze e_1; e_2; e_3, ve které má φ matici

1 0 0 0 cos α − sin α 0 sin α cos α .

Pro vźechny vektory x invariantního podprostoru U generovaného vektorem e_1 tak platí φ(x) = x, vźechny prvky U tedy zùstávají na místì. Na ortogonálním doplòku vektoru e_1 (tj. v rovinì generované vektory e_2, e_3) operátor φ pùsobí jako otoèení o úhel α.

(Pøipouźtíme i pøípad φ = 0, tj. ¿e operátor φ je identický operátor na celém prostoru V .)

Operátor φ je tedy rotace kolem osy urèená vektorem e_1.

Ka¿dý vlastní ortogonální operátor v tøídimenzionálním euklidovském prostoru V je tedy rotace kolem nìjaké osy.