17. SPEKTRUM LINEÁRNíHO OPERÁTORU

17.1. Spektrum lineárního operátoru a matice

Polynom f(x) ∈ K[x] dìlí polynom g(x) ∈ K[x], pokud existuje polynom p(x) ∈ K[x] takový, ¿e g(x) = f(x) p(x).

Zøejmì, pokud f dìlí g, tak stupeò f je menźí nebo rovný stupni g.

Skalár λ ∈ K je koøenem polynomu f(x) (t. j. f(λ) = 0) právì tehdy, kdy¿ polynom x − λ dìlí polynom f(x).

Skalár λ ∈ K je m-násobný koøen polynomu f(x) ∈ K[x], pokud (x−λ)m je nejvyźźí mocnina polynomu x − λ, která jeźtì dìlí f(x).

Namísto o 1-násobném koøenu mluvíme o jednoduchém koøenu.

Polynom f stupnì n má nanejvýź n koøenù, pokud ka¿dý z nich poèítáme s jeho násobností.

Pokud λ_1, . . . , λk jsou vźechny navzájem rùzné koøeny polynomu f stupnì n a m_1, . . . , mk jsou jejich násobnosti, tak m_1 + . . . + mk ≤ n.

Skalár λ ∈ K se nazývá m-násobná vlastní hodnota matice A ∈ Kn�n, pokud λ je mnásobným koøenem jejího charakteristického polynomu chA(x); øíkáme rovnì¿, ¿e algebraická násobnost vlastní hodnoty λ matice A je m.

Namísto o 1-násobné mluvíme o jednoduché vlastní hodnotì.

Podobne de˛nujeme i pojem m-násobné vlastní hodnoty a algebraické násobnosti vlastní hodnoty pro lineární operátory na koneènì rozmìrných prostorech.

Matice øádu n má nanejvýź n vlastních hodnot, pokud ka¿dý z nich poèítáme s její násobností.

Spektrem lineárního operátoru φ na koneènì rozmìrném vektorovém prostoru nazýváme mno- ¿inu vźech jeho vlastních hodnot a oznaèujeme

ji Specφ. Stejnì de˛nujeme i spektrum matice

A ∈ Kn�n, které znaèíme SpecA.

Algebraickou váhou spektra Specφ nazýváme souèet algebraických násobností vźech vlastních hodnot λ ∈ Specφ.

Øíkáme, ¿e lineární operátor φ má jednoduché spektrum, pokud se jeho algebraická váha rovná poètu jeho prvkù, t. j. právì tehdy, kdy¿ vźechny vlastní hodnoty operátoru φ jsou jednoduché.

Mno¿ina vźech lineárních operátorù na vektorovém prostoru V tvoøí vektorový prostor L(V, V) nad èíselným tìlesem K, jeho¿ prvkem je i identický operátor idV : V → V .

Proto pro φ ∈ L(V, V) a λ ∈ K i zobrazení φ − λidV , dané pøedpisem x → φ(x) − λx, je lineární operátor na V .

Zøejmì 0 ≠ v ∈ V je vlastní vektor operátoru φ pøísluźející k jeho vlastní hodnotì λ právì tehdy, kdy¿ v ∈ Ker(φ − λidV ).

Lineární podprostor Ker(φ − λidV ) ⊆ V nazýváme vlastní podprostor lineárního operátoru φ : V → V pøísluźející k jeho vlastní hodnotì λ ∈ K. Zøejmì pro vźechny vektory v ∈ Ker(φ −

λid_V ) platí φ(v) = λv, tedy Ker(φ − λid_V )

je invariantní podprostor operátoru φ.

Geometrickou násobností vlastní hodnoty λ lineárního operátoru φ nazýváme dimenzi

dim(Ker(φ − λid_V )) jeho vlastního podpro-

storu pøísluźejícího k λ.

Geometrická násobnost vlastní hodnoty λ matice A ∈ Kn�n se zøejmì rovná èíslu

dimR(A − λI).

Pøipomínáme, ¿e R(A−λI) oznaèuje podprostor øeźení homogenní soustavy s maticí A − λI, tak¿e platí

1 ≤ dimR(A − λI) = n − h(A − λI) ≤ n.

Geometrickou váhou spektra lineárního operátoru φ na koneènì rozmìrném vektorovém prostoru nazýváme souèet geometrických násobností vźech jeho vlastných hodnot. 7

λ ∈ K je vlastní hodnota právì tehdy, kdy¿

Ker(φ − λid_V ) ≠ {0}, co¿ je ekvivalentní

s nenulovostí jak geometrické tak i algebraické násobnosti λ vzhţadom na φ.

Lemma 1. Nechż φ je lineární operátor

na koneènì rozmìrném vektorovém prostoru V a S ⊆ V je jeho invariantní podprostor. Oznaème φ_1 = φ ¯ S zú¿ení lineárního operátoru φ na podprostor S. Potom charakteristický polynom chφ_1(x) dìlí charakteristický polynom chφ(x).

Tvrzení 2. Nechż λ je vlastní hodnota li-

neárního operátoru φ na koneènì rozmìrném vektorovém prostoru V . Potom její geometrická násobnost je menźí nebo rovná její algebraické násobnosti.

Pokud algebraická násobnost skaláru λ vzhledem k operátoru φ je ≥ 1, t. j. pokud λ je vlastní hodnota, tak i geometrická násobnost λ vzhledem k φ je alespoò 1.

Pøíklad 3. Oznaème Jn ∈ K^n�^n ètver-

covou matici øádu n, její¿ prvky na místech (i, i + 1) jsou rovné 1 pro 1 ˇ i ˇ n � 1 a

vźechny ostatní prvky jsou rovné 0. Zøejmì h(Jn) = n − 1. Dále polo¿me

Jn(λ) = λIn + Jn = λ 1 0 . . . 0 0 λ 1 . . . 0

. . ... ... .

0 0 . . . λ 1 0 0 . . . 0 λ

pro λ ∈ K. Tedy Jn(λ) je tvoøená diagonálou z n lambd, vedlejźí diagonálou vpravo od ní z n − 1 jednotek a zbytek jsou nuly. 9

Napøíklad

J_1(λ) = (λ) , J_2(λ) = λ 1 0 λ , J_3(λ) = λ 1 0 0 λ 1 0 0 λ , atd.

Ka¿dá matice tvaru Jn(λ) sa nazývá Jordanova buòka øádu n. Zøejmì i Jn = Jn(0) je Jordanova buòka.

Charakteristický polynom Jordanovy buòky Jn(λ) je det(Jn(λ) − xIn) = det Jn(λ − x) = (λ − x)n.

Tato matice má jedinou vlastní hodnotu x = λ s algebraickou násobností n.

Na druhé stranì, podprostor øeźení homogenní soustavy s maticí Jn(λ) − λIn = Jn je jednorozmìrný, generovaný vlastním vektorem e_1 = (1, 0, . . . , 0)T . Tedy geometrická násobnost vlastní hodnoty λ matice Jn(λ) je stále jen 1, bez ohledu na to, jak velké je n. Proto Jn(λ) pro n ≥ 2 není podobná se ¿ádnou diagonální maticí.

Tvrzení 4. Podobné matice mají stejné

spektrum, vèetnì algebraické i geometrické násobnosti ka¿dé vlastní hodnoty.

Vìta 5. Nechż φ je lineární operátor na

koneènì rozmìrném vektorovém prostoru V dimenze n. Potom jsou následující podmínky ekvivalentní:

(i) φ je diagonalizovatelný;

(ii) geometrická váha spektra Specφ se rovná n; (iii) algebraická váha spektra Specφ se rovná n a algebraická násobnost ka¿dé vlastní hodnoty se rovná její geometrické násobnosti;

(iv) algebraická i geometrická váha spektra Specφ se rovná n.

Pøeká¿ky bránicí diagonalizaci lineárneho operátoru φ na n-rozmìrném vektorovém prostoru V se dìlí do dvou kategorií:

(1) algebraická váha spektra Specφ je menźí ne¿ n = dimV , t.j. φ má þmáloß vlastních hodnot v èíselném tìlese K, i kdy¿ ka¿dou z nich poèítáme i s její algebraickou násobností;

(2) geometrická váha spektra Specφ je menźí ne¿ jeho algebraická váha, t.j. geometrická násobnost nìkterých vlastních hodnot nedosahuje jejich algebraické násobnosti.

Preká¿ky druhého typu de˛nitivnì vyluèují diagonalizaci.

17.2. Schurova veta o triangularizaci

Doká¿eme, ¿e v maticích s þdostatoènì mnohoß vlastními hodnotami mù¿eme vynulovat vźechny prvky pod diagonálou.

Vìta 6. (Schurova vìta o triangularizaci)

Nechż matice A ∈ Kn�n má spektrum algebraické váhy n. Potom A je podobná s horní trojúhelníkovou maticí, její¿ diagonálu tvoøí vźechny vlastní hodnoty matice A, pøièem¿ ka¿dá se tu vyskytuje tolikrát, jaká je její algebraická násobnost.

Tvrzení 7. Nechż matice A ∈ K^n�^n má n

vlastních ) hodnot λ_1, . . . , λn, prièem¿ ka¿dá z nich sa v této posloupnosti vyskytuje se svou algebraickou násobností. Potom

det A = λ1 . . . λn, trA = λ1 + . . . + λn a v charakteristickém polynomu chA(x) jsou koe˛cienty u mocnin x^0 a xn�^1 rovné det A resp. (−1)n�^1trA.

17.3. Komplexi˛kace

Komplexi˛kací vektorového prostoru V nad èíselným tìlesem R nazveme vektorový prostor V C nad tìlesem C , jeho¿ prvky jsou vźechny formální lineární kombinace tvaru z = x + iy, kde x, y ∈ V a i ∈ C je imaginární jednotka. Pro x, y, u, v ∈ V klademe

x + iy = u + iv ⇔ x = u & y = v.

Píźeme té¿ x = Rez, y = Imz a vektory x, y ∈ V nazýváme reálnou resp. imaginární èástí vektora z ∈ V C .

Sèítání takovýchto vektorù de˛nujeme þpo slo¿- káchß, t.j.

(x + iy) + (u + iv) = (x + u) + i(y + v).

Násobení skalárem a + ib ∈ C , kde a, b ∈ R , de˛nujeme vztahem

(a + ib)(x + iy) = (ax − by) + i(ay + bx).

Komplexnì sdru¿eným vektorem k vektoru z = x + iy ∈ V C nazýváme vektor z = x − iy.

Tvrzení 8. Nechż V je reálný vektorový

prostor. Potom

dim_C V^C = dim_R V.

Komplexi˛kace vektorového prostoru nad R je þopaènou konstrukcíß k zreálnìní vektorového prostoru nad C .

Komplexi˛kací lineárního zobrazení φ : V → U mezi reálnými vektorovými prostory V , U nazýváme lineární zobrazení φC : V C → UC dané pøedpisem

φC (x + iy) = φ(x) + iφ(y), pro x, y ∈ V . Speciálnì φC (x) = φ(x) pro x ∈ V . 18

Tvrzení 9. Nechż U, V jsou reálné vekto-

rové prostory s bázemi α resp. β a φ : V → U

je lineární zobrazení. Potom (φ)α,β = (φC )α,β. Tedy φ a jeho komplexi˛kace φC : V C → UC mají stejnou matici vzhledem na báze β, α.

Vìta 10. Nechż V je vektorový prostor ko-

neèné dimenze n nad èíselným tìlesem R a φ : V → V je lineární operátor. Potom lineární operátor φC : V C → V C má, vèetnì algebraické násobnosti, n vlastních èísel λ_1, . . . , λn ∈ C .

17.4. Geometrický význam komplexních vlastních èísel

Tvrzení 11. Nechż λ ∈ C je vlastní èíslo

matice A ∈ R n�n a w je k nìmu pøísluźející vlastní vektor. Potom i λ je vlastní èíslo matice A a pøísluźí mu vlastní vektor w. Navíc vlastní èísla λ a λ mají stejnou algebraickou i geometrickou násobnost.

Vìta 12. Nechż φ je lineární transformace

reálného vektorového prostoru V , λ = a+ib = r(cos α + i sin α) je její komplexní vlastní hodnota s nenulovou imaginární èástí, ke které v V C pøísluźí vlastní vektor u−iv, kde u, v ∈ V . Potom (u, v) je bazí invariantního podprostoru [u, v] ⊆ V a zú¿ení φ na [u, v] má v této bázi

reálnou matici a − b b a = rRα.

Dùsledek 13. Nechż φ je lineární operátor

na koneènì rozmìrném vektorovém prostoru V nad tìlesem R . Potom φ má alespoò jeden invariantní podprostor dimenze 1 nebo 2. Pokud

dimV je liché èíslo, tak φ má aspoò jeden in-

variantný podprostor dimenze 1.

17.5. Vztah komplexi˛kace a zreálnìní

Lemma 14. Nechż V je reálný vektorové

prostory a φ : V → V je lineární zobrazení. Pak

1. U ⊆ V je invariantní vzhledem k φ právì, kdy¿ UC ⊆ V C je invariantní vzhledem k φC .

2. V = U_1 ⊕ . . . ⊕ Uk právì, kdy¿ V C = UC_1 ⊕ . . . ⊕ UCk .

Zobrazení

{podprostory ve V } → {podprostory ve V^C }

dané komplexi˛kací má velice pøehledné vlastnosti.

Ka¿dý komplexní vektorový prostor mù¿eme chápat jako reálný (pomocí zú¿ení pole skalárù R ⊂ C ).

V opaèném smìru pak máme zobrazení

Re, Im : { podprostory ve V^C } → { podprostory ve V }, která jsou projekcemi na jednotlivé komponenty a jsou lineární nad R . Pøímé souèty pøechází na pøímé souèty.

Uva¿me lineární zobrazení φ : V → V na reálném vektorovém prostoru. Jeho charakteristický polynom |A − λIn| je zároveò charakteristickým polynomem φC a má, vèetnì násobností, n = dimV (obecnì komplexních) koøenù λ_1, . . . , λn.

Budeme znaèit Qλ ⊆ V C vlastní podprostor pøísluźný vlastní hodnotì λ a Pλ = Re(Qλ) ⊆ V .

Lemma 15. Nechż λ je koøen charakteris-

tického polynomu zobrazení φ : V → V . Pak

1. Je-li λ reálné, je Pλ podprostor vlastních vektorù v V a Qλ = P Cλ .

2. Je-li λ ∈ C \ R , pak i λ̄ je koøenem, platí Pλ = P_¯λ a P Cλ = Qλ ⊕ Q_¯λ.

3. Jsou-li λ_1, . . . , λk vlastní hodnoty po dvou splòující λi ≠ λj, λi ≠ λ̄j, pak souèet podprostorù Pλ_i je pøímý, i = 1, . . . , k.

Vìta 16. Nechż φ : V → V je lineární

zobrazení na reálném vektorovém prostoru a vźechny vlastní hodnoty jeho komplexi˛kace φC jsou rùzné. Oznaème eλ_i generátory vlastních

podprostorù Qλ_i ⊂ V C . Pak

1. reálným vlastním hodnotám λ odpovídají jednorozmìrné vlastní podprostory Pλ.

2. Dvojici rùzných, komplexnì sdru¿ených koøenù λ, λ̄ odpovídá dvourozmìrný podprostor Pλ = P_¯λ s generátory xλ = Re(eλ), yλ = Im(eλ). 3. Oznaème λ = α + iβ, β ≠ 0. Pak φ(xλ) = αxλ−βyλ, φ(yλ) = αyλ+βxλ, tzn. zú¿ení φ na Pλ odpovídá slo¿ení násobení skalá-

rem^√α^2 + β^2 a otoèení o úhel arccos( α√

α^2+β^2 ). Celkem má φ v této bázi blokovì diagonální tvar a bloky øádù jedna a dva. 26