16. VLASTNÍ HODNOTY A VLASTNÍ VEKTORY

Ústøední pojmy této kapitoly jako vlastní hodnota, vlastní vektor a spektrum lineárního operátoru hrají klíèovou úlohu nejen v samotné lineární algebøe, ale i v jejích aplikacích.

Budeme pracovat s vektorovým prostorem nad èíselným tìlesem K.

16.1. Matice lineárního operátoru a podobnost matic

Pøipomeòme, ¿e lineárním operátorem na vektorovém prostoru V nebo té¿ lineární transformací prostoru V nazýváme libovolné lineární zobrazení φ : V → V .

Pokud V je koneènì rozmìrný, tak lineární operátor φ : V → V je injektivní právì tehdy, kdy¿ je surjektivní, co¿ je ekvivalentní s rovností h(φ) = dimV .

Maticí lineární transformace φ : V → V vzhle-

dem k bázi α = (u1, . . . , un) nazýváme matici (φ)α=(φ)α,α =((φ(u1))α, . . . , (φ(un))α) ∈ Kn�n, tvoøenou souøadnicemi obrazù φ(uj) vektorù uj báze α vzhledem na tu stejnou bázi α.

Jedním ze základních zámìrù této kapitoly bude dosáhnout vhodnou volbou báze α co nejjednoduźźí tvar matice A = (φ)α lineárního operátoru φ.

Poznamenajme, ¿e pokud bychom netrvali na pøirozeném po¿adavku vyjadøovat souøadnice vzorù i obrazù vektorù x ∈ V vzhledem na tu stejnou bázi prostoru V , źlo by o speciální pøípad { v¿dy toti¿ mù¿eme zvolit bázi β a bázi α prostoru V tak, ¿e φ má vzhledem na bázi

β, α matici v blokovém tvaru (φ)α,β = Ih 0h,n�h 0n�h,h^0n�h,n�h , kde n = dimV a h = h(φ).

Náź po¿adavek α = β znaènì zú¿uje mo¿nost naźí volby, co¿ komplikuje situaci.

Analogická úloha byla øeźena pro symetrické bilineární formy { volbou vhodné báze lze v¿dy dosáhnout diagonální tvar matice pøísluźné formy.

Pro lineární operátory sa nám nic podobné nepodaøí.

Prozkoumáme ale strukturu lineárních operátorù na koneènì rozmìrných vektorových prostorech do té míry, ¿e doká¿eme charakterizovat operátory diagonalizovatelné ve vhodné bázi a identi˛kovat pøeká¿ky diagonalizovatelnosti u tìch ostatních.

Na zaèátek si uvìdomme vztah mezi maticemi lineárního operátoru vzhledem na rùzné báze. Platí:

Vìta 1. Nechż φ : V → V je lineární trans-

formace koneènì rozmìrného vektorového prostoru V a α, β jsou jeho dvì báze. Potom (φ)β = Pβ,α · (φ)α · Pα,β.

Ètvercové matice A, B ∈ Kn�n se nazývají podobné, píźeme A ≈ B, pokud existuje regulární matice P ∈ Kn�n tak, ¿e platí

B = P�^1 · A · P.

Zøejmì podobné matice mají stejnou hodnost

a pro libovolné matice A, B, C ∈ Kn�n platí A ≈ A, A ≈ B ⇒ B ≈ A, A ≈ B & B ≈ C ⇒ A ≈ C.

To znamená, ¿e vztah podobnosti je re‚exivní, symetrická a tranzitivní relace, t.j. je to ekvivalence na mno¿inì Kn�n.

Máme pak

Vìta 2. Nechż V je n-rozmìrný vektorový

prostor nad èíselným tìlesem K. Potom pro libovolné matice A, B ∈ Kn�n jsou následující podmínky ekvivalentní:

(i) A, B jsou matice té¿e lineární transformace φ : V → V vzhledem na nìjaké dvì báze prostoru V ;

(ii) A ≈ B.

Stopu matice A ∈ Kn�n, píźeme trA (z anglického trace), de˛nujeme jako souèet jejích diagonálních prvkù, t. j.

trA = a_{11} + . . . + ann =^{n∑}_{i=1} a_{ii}. Tvrzení 3. Nechż A ∈ K^m�^n, B ∈ Kn�m_{. Potom}

tr(A · B) = tr(B · A).

Dùkaz. Oznaème A · B = (c_{ij})m�m, B ·

A = (djk)n�n. Jednoduchým výpoètem

tr(A · B)=^{∑m}_{i=1} c_{ii} =^{∑m}_{i=1}^{∑n}_{j=1} a_{ij}b_{ji} =^∑nj=1^∑mi=1 bjiaij =^∑nj=1 djj =tr(B · A).

Dùsledek 4. Podobné matice mají stejný

determinant i stopu.

Determinant a stopa jsou invarianty podobnosti matic.

Pokud tedy matice A, B ∈ Kn�n mají rùzné determinanty nebo rùzné stopy, tak nemohou být podobné. Na druhé stranì vźak ani rovnost determinantu a stopy jeźtì nezaruèují jejich podobnost.

16.2. Vlastní hodnoty a vlastní vektory lineárního operátoru a matice

Lineární operátor φ : V → V na koneènì rozmìrném vektorovém prostoru V se nazývá diagonalizovatelný, pokud existuje nìjaká báze prostoru V , vzhledem ke které má φ diagonální matici.

Nechż tedy φ : V → V je diagonalizovatelný lineární operátor a β = (v1, . . . , vn) je taková báze prostoru V , ¿e matice B = (φ)β je diagonální se skaláry λ_1, . . . , λn ∈ K na diagonále. Potom pro bázické vektory vi platí φ(vi) = λivi.

Øíkáme, ¿e skalár λ ∈ K je vlastní nebo té¿ charakteristická hodnota (èíslo) lineárního operátoru φ : V → V , pokud existuje vektor 0 ≠ v ∈ V , pro který platí φ(v) = λv. Tento vektor nazýváme vlastní nebo té¿ charakteristický vektor lineárního operátoru φ : V → V .

Øíkáme také, ¿e v je vlastní vektor pøísluźející k vlastní hodnotì λ, resp. ¿e λ je vlastní hodnota pøísluźející k vlastnímu vektoru v.

Vlastní hodnota pøísluźející k danému vlastnímu vektoru je urèená jednoznaènì; na druhé stranì, k dané vlastní hodnotì mù¿e pøísluźet víc, dokonce lineárnì nezávislých vektorù.

Vlastní (charakteristickou) hodnotou (vlastním èíslem), resp. vlastním (charakteristickým) vektorem ètvercové matice A ∈ Kn�n nazýváme vlastní hodnotu, resp. vlastní vektor lineárního operátoru Kn → Kn daného pøedpisem x → A · x.

Vlastní hodnota λ ∈ K a k ní pøísluźející vlastní vektor 0 ≠ v ∈ Kn matice A jsou tak spojeny vztaeom A · v = λv.

Vlastní hodnoty podobných matic jsou vlastními hodnotami tého¿ lineárního operátoru.

Tvrzení 5. Podobné matice mají stejné

vlastní hodnoty.

Øíkáme, ¿e lineární podprostor S vektorového prostoru V je invariantní podprostor lineárního operátoru φ : V → V , pokud platí φ(S) ⊆ S, t. j. φ(x) ∈ S pro ka¿dé x ∈ S.

Jednorozmìrný podprostor [v] generovaný vlastným vektorom v lineárního operátora je speciálním pøípadem invariantního podprostoru.

Triviální podprostor {0} a nevlastní podprostor V jsou v¿dy invariantní.

Jednorozmìrný podprostor [v] je invariantní právì tehdy, kdy¿ v je vlastní vektor pøísluźného operátoru.

Jednorozmìrné podprostory generované vlastními vektory lineárního operátoru jsou tedy pøíklady netriviálních, a pokud navíc dimV > 1, tak i vlastních invariantních podprostorù.

Pokud S je invariantní podprostor lineární transformace φ : V → V , tak zú¿ení lineárního operátoru φ na podprostor S je opìt lineární operátor φ ¯ S : S → S na vektorovém prostoru S.

Pokud α = (u1, . . . , uk, uk_+1, . . . , un) je báze prostoru V taková, ¿e jejích prvních k vektorù tvoøí bázi invariantního podprostoru S, tak matice φ v této bázi má blokový tvar

A = (φ)α =

A_1 M

0n�k,k^A2 , kde A_1 ∈ Kk�k je matice lineární transformace φ ¯ S : S → S v bázi (u_1, . . . , uk) a M ∈ Kk�^(n�k^), A_2 ∈ K^(n�k^)�^(n�k^).

Pokud V = S ⊕T je dokonce pøímým souètem invariantních podprostorù S, T , tak V má bázi α = (u1, . . . , uk, uk_+1, . . . , un), jejich¿ prvních k vektorù tvoøí bázi S a zbývajících n − k vektorù tvoøí bázi T .

Vzhledem k takovéto bázi má matice operátoru

φ blokovì diagonální tvar

A = (φ)α = A_1 0k,n�k 0n�k,k^A2 = diag(A_1, A_2),

kde A_1 ∈ Kk�k je matice lineární transformace φ ¯ S : S → S v bázi (u_1, . . . , uk) a A_2 ∈ K^(n�k^)�^(n�k^) je matice lineární transformace φ ¯ T : T → T v bázi (uk_{+1}, . . . , un).

Toto pozorovaní mù¿eme zøejmým zpùsobem zevźeobecnit na pøímý souèet libovolného koneèného poètu invariantních podprostorù.

Vìta 6. Nechż φ je lineární operátor na ko-

neènì rozmìrném vektorovém prostoru V . Potom následující podmínky jsou ekvivalentní:

(i) φ je diagonalizovatelný;

(ii) existuje báze prostoru V sestávající z vlastních vektorù operátoru φ;

(iii) V je pøímým souètem jednorozmìrných invariantních podprostorù lineárního operátoru φ.

V tomto pøípadì má matice operátora φ v bázi

vlastních vektorù β = (v1, . . . , vn) tvar (φ)β = diag(λ1, . . . , λn), kde λi je vlastnì hodnota pøísluźející k vlastnímu vektoru vi.

Tvrzení 7. Nechż λ_1, . . . , λ_k jsou navzá-

jem rùzné vlastní hodnoty lineárního operátoru φ : V → V . Potom k nim pøísluźející vlastní vektory v_1, . . . , vk jsou lineárnì nezávislé.

Tvrzení 8. Nechż φ je lineární operátor

na n-rozmìrném vektorovém prostoru V . Pokud φ má n navzájem rùzných vlastních hodnot λ_1, . . . , λn, tak je φ je diagonalizovatelný v bázi jim pøísluźejícím vlastních vektorù. Navíc ka¿dý vlastní vektor vi pøísluźející k vlastní hodnotì λi je urèený jednoznaènì a¿ na skalární násobek. 17

16.3. Charakteristický polynom

Nyní si uká¿eme, jak k dané ètvercové matici A ∈ Kn�n mù¿eme najít její vlastní hodnoty a k nim pøísluźné vlastní vektory.

Reprezentace lineárního operátoru na koneènì rozmìrném vektorovém prostoru pomocí jeho matice v nìjaké bázi nám potom umo¿ní vyrieźit analogickou úlohu i pro nìj.

Charakteristickým polynomem matice A ∈ Kn�n

nazýváme polynom

chA(x) = det(A − xIn)

= | | | | | | a_{11} − x a_{12} . . . a_1n a_{21} a_{22} − x . . . a_2n

. . ... . an_1 an_2 . . . ann − x

| | | | | | v promìnné x s koe˛cienty z èíselného tìlesa K, t. j. chA(x) ∈ K[x]. Charakteristický polynom je zøejmì polynom stupnì n s koe˛- cientem (−1)n pøi nejvyźźí mocninì xn.

Charakteristickou rovnicí matice A nazýváme

rovnici chA(x) = 0, t. j.

det(A − xIn) = 0.

Vìta 9. Nech A ∈ K^n�^n. Potom skalár

λ ∈ K je vlastní hodnotou matice A právì

tehdy, kdy¿

det(A − λIn) = 0,

t. j. právì tehdy, kdy¿ λ vyhovuje charakteristické rovnici matice A.

Zejména tedy vlastní vektory ètvercové matice A pøísluźející k její vlastní hodnotì λ jsou právì vźechny nenulová øeźení homogenní soustavy s maticí A − λI; pøitom právì singularita uvedené matice zaruèuje jejich existenci.

Vìta 10. Nechż A, B ∈ K^n�^n. Pokud

A ≈ B, tak chA = chB; jinak øeèeno, podobné matice mají stejný charakteristický polynom.

Charakteristický polynom je invariantem podobnosti matic.

Tato jeho vlastnosż nám umo¿òuje korektnì zade˛novat i charakteristický polynom chφ(x) lineární transformace φ koneènì rozmìrného vektorového prostoru V jako charakteristický polynom matice této transformace vzhledem k libovolné bázi prostoru V .

Vlastní hodnoty takovéto lineární transformace jsou potom toto¿né s vlastními hodnotami její matice.

16.4. Pøíklady

Pøíklad 11. Soumìrnost roviny podle osy

procházející poèátkem a svírající s osou x úhel α je lineární operátor Sα : R^2 → R^2, který má vzhledem na kanonickou bázi ε = (e1, e2) matici

Sα = cos 2α sin 2α

sin 2α − cos 2α . Charakteristický polynom

det(Sα − xI2)= | | | cos 2α − x sin 2α sin 2α − cos 2α − x | | | =x2 − cos2 2α − sin2 2α = x2 − 1 má dva koøeny x_1,_2 = ±1.

K nim pøísluźné vlastní vektory najdeme øeźením homogenních soustav s maticemi

Sα − I = cos 2α − 1 sin 2α sin 2α − cos 2α − 1 ∼ sin α − cos α 0 0 , resp.

Sα + I = cos 2α + 1 sin 2α sin 2α − cos 2α + 1 ∼ cos α sin α 0 0 ,

Oba podprostory øeźení jsou jednorozmìrné, generované vektory (cos α, sin α)T respektive (− sin α, cos α)T .

To znamená, ¿e operátor Sα má vzhledem k

bázi tvoøené sloupci matice

cos α − sin α sin α cos α

diagonální matici

diag(1, −1) = 1 0 0 −1 .

(cos α, sin α)T je smìrový vektor naźí osy soumìrnosti a (− sin α, cos α)T je smìrový vektor kolmice na ni v poèátku, co¿ se pøesnì shoduje s geometrickým názorem.

Pøíklad 12. Otoèení roviny okolo poèátku

o úhel α je lineární operátor Rα : R^2 → R^2,

který má v kanonické bázi ε = (e1, e2) matici

Rα = cos α − sin α

sin α cos α .

Charakteristický polynom

det(Rα − xI2)= | | | cos α − x − sin α sin α cos α − x | | | =x2 − 2x cos α + cos2 α + sin2 α =x2 − 2x cos α + 1

má diskriminant D = 4 cos^2 α−4 = −4 sin^2 α.

Mimo triviální pøípad, kdy¿ sin α = 0, t. j. Rα = I_2, kterým se dále nebudeme zabývat, je D < 0, tedy charakteristický polynóm nemá reálné koøeny. Preto Rα nemá reálné vlastní hodnoty a není podobná se ¿ádnou diagonální maticí nad R .

V èíselném tìleso C její charakteristický polynom u¿ má dva koøeny x_1,_2 = cos α ± i sin α = e�iα, kterým odpovídající vlastní vektory dostaneme øeźením homogenních soustav s maticemi

Rα − eiαI =

−i sin α − sin α sin α −i sin α ∼ 1 −i 0 0 ,

resp.

Rα − e�iαI = i sin α − sin α sin α i sin α ∼ 1 i 0 0 .

Oba podprostory øeźení jsou jednorozmìrné, generované vektory (1, −i)T resp. (1, i)T . To znamená, ¿e operátor C^2 → C^2 daný pøedpisem x → Rα ·x má vzhledemm k bázi tvoøené sloupci matice 1 1 −i i diagonální matici diag(eiα, e�iα).