15. UNITÁRNÍ PROSTORY

Kanonický diagonální tvar libovolné symetrické bilineární formy na koneènì rozmìrném vektorovém prostoru nad èíselným tìlesem C vźech komplexních èísel je jednoznaènì urèený její hodností.

Symetrická regulární bilineární forma na komplexním vektorovém prostoru nevytváøí geometrickou strukturu analogickou reálnemu pøípadu.

Zdánlivì nepatrnou modi˛kací pojmu bilineární formy mù¿eme tuto pøeká¿ku geometrizace pøeklenout.

Motivace:

Velikost vektoru v C^2 { ||(z_1, z_2)||^2 = |z_1|^2 + |z_2|^2. Pøitom |z|^2 = √ a^2 + b^2, pro z = a + ib tj. |z|^2 = z · z.

Poznamenejme, ¿e pokud z je komplexní èíslo, které není reálné, pak |z|^2 ≠ z^2.

Chceme-li de˛novat na C^2 skalární souèin, který by de˛noval kladnou normu, nemù¿eme brát ⟨x, y⟩ = x_1 · y_1 + x_2 · y_2, ale ⟨x, y⟩ = x_1 · y_1 + x_2 · y_2.

15.1. Seskvilineární formy

Seskvilineární formou na komplexním vektorovém prostoru V nazýváme zobrazení F : V × V → C takové, ¿e pro vźechna x, y, z ∈ V , c ∈ C platí

F (x + y, z) = F (x, z) + F (y, z), F (cx, z) = cF (x, z), F (x, y + z) = F (x, y) + F (x, z), F (x, cy) = cF (x, y).

Øíkáme, ¿e F je lineární v první promìnné a antilineární v druhé promìnné.

Pokud V je koneènì rozmìrný a α = (u1, . . . , un) je jeho báze, tak matici A = [F ]α = (F (uj, uk)) ∈ C n×n, podobnì jako v reálném pøípadì, nazýváme maticí seskvilineární formy F v bázi α. Potom pro vektory x, y ∈ V se souøadnicemi (x)α = (x1, . . . , xn)T , (y)α = (y1, . . . , yn)T platí F (x, y) = (x)Tα · A · (y)α = n_∑ j=1 n_∑ k=1 ajkxjyk, kde (y)α = (y_1, . . . , yk)T .

A = (ajk)n×n = [F ]α je jediná matice s touto vlastností. 4

Je-li β = (v1, . . . , vn) druhá báze prostoru V , tak matice A = [F ]α, B = [F ]β jsou spojené vztahem B = PTα,β · A · Pα,β, kde Pα,β = (pjk) je matice komplexnì sdru- ¿ená k matici pøechodu Pα,β = (pjk).

A, B ∈ C n×n jsou maticemi té¿e seskvilineární formy vzhledem k bazím α, β právì tehdy, kdy¿ B = PT ·A·P pro nìjakou regulární matici P ∈ C n×n.

Tedy A, B ∈ C n×n jsou maticemi té¿e seskvilineární formy vzhledem k bazím α, β právì tehdy, kdy¿ existuje regulární matice Q ∈ C n×n tak, ¿e B = Q∗ · A · Q, kde Q∗ = QT = QT oznaèuje matici transponovanou a komplexnì sdru¿enou k matici Q

Øíkáme, ¿e Q∗ je hermitovsky sdru¿ená nebo té¿ adjungovaná matice k matici Q.

Skuteènì, pokud polo¿íme Q = P, tak Q∗ = PT .

Proto¿e èíselné tìleso C vźech komplexních èísel je rozźíøením èíselného tìlesa R vźech reálných èísel, ka¿dý vektorový prostor V nad èíselným tìlesem C mù¿eme zároveò pova¿ovaż za vektorový prostor nad èíselným tìlesem R . Tento vektorový prostor budeme znaèit VR a nazývat reálným zú¿ením nebo té¿ zreálnìním prostoru V .

Ka¿dé zobrazení F : V × V → C urèuje pøed-

pisy

F_0(x, y) = ReF (x, y), F_1(x, y) = ImF (x, y),

pro x, y ∈ V , zobrazení F_0 = ReF, F_1 = ImF : V × V → R .

Potom F (x, y) = F_0(x, y) + iF_1(x, y).

Tvrzení 1. Nechż F : V × V → C je li-

bovolné zobrazení. Potom F je seskvilineární forma právì tehdy, kdy¿ F_0 = ReF , F_1 = ImF jsou bilineární formy na reálném vektorovém prostoru VR a pro vźechna x, y ∈ V platí

F_0(x, y) = F_1(ix, y), F_1(x, y) = F_0(x, iy).

Tedy ka¿dá ze slo¿ek F_0, F_1 seskvilineární formy F jednoznaènì urèuje druhou.

15.2. Hermitovské formy a hermitovské matice

Øíkáme, ¿e seskvilineární forma F na komplexním vektorovém prostoru V je hermitovská nebo té¿ kososymetrická, pokud pro vźechna x, y ∈ V platí

F (x, y) = F (y, x).

Tvrzení 2. Seskvilineární forma F : V ×

V → C je hermitovská právì tehdy, kdy¿ její slo¿ky F_0 = ReF , F_1 = ImF splòují podmínky

F_0(x, y) = F_0(y, x), F_1(x, y) = −F_1(y, x) pro vźechna x, y ∈ V .

Podle pøedchozích tvrzení mù¿eme ka¿dou hermitovskou formu F : V × V → C rozlo- ¿it na souèet F = F_0 + iF_1 dvou bilineárních reálných forem F_0, F_1 : VR × VR → R , z nich¿ první je symetrická, druhá antisymetrická a platí F_1(x, y) = F_0(x, iy) neboli F_0(x, y) = F_1(ix, y).

Ètvercová matice A ∈ C n×n se nazývá hermitovská nebo té¿ kososymetrická, pokud A = A∗, t. j. ajk = akj pro vźechny j, k ≤ n.

Zejména, ajj = ajj, tedy vźechny diagonální prvky hermitovské matice jsou reálné.

Zøejmì A je hermitovská právì tehdy, kdy¿ seskvilineární forma F (x, y) = xT · A · y na (sloupcovém) vektorovém prostoru C n je hermitovská.

Pokud F : V ×V → C je hermitovská forma, tak F (x, x) = F (x, x) pro ka¿dé x ∈ V , tedy vźechny hodnoty F (x, x) jsou reálné, má tedy smysl ptát se na jejich znaménko.

To nám v komplexním pøípadì umo¿òuje zavést pro hermitovské formy a hermitovské matice vźechny pojmy souvisící s de˛nitností a se signaturou stejnì, jako v reálném pøípadì pro symetrické bilineární formy a symetrické matice.

Z antisymetrie formy F_1 = ImF platí

F (x, x) = F_0(x, x), F_1(x, x) = 0,

tak¿e na F (x, x) se mù¿eme dívat jako na kvadratickou formu na reálném vektorovém prostoru VR .

Signaturu hermitovské matice A ∈ C n×n, a tím i hermitovské formy F : V^2 → C na koneènì rozmìrném vektorovém prostoru V nad C , mù¿eme zjistit její úpravou na diagonální tvar podle schématu

A ESO ERO^- B

In ESO_- P.

Na matici A tedy v¿dy provedeme jednu ERO a jí odpovídající ESO s komplexnì sdru¿eným skalárem (tedy výmìnì dvou øádkù odpovídá výmìna pøísluźných sloupcù, avźak vynásobení j-tého øádku nenulovým skalárem c ∈ C odpovídá vynásobení j-tého sloupce skalárem c a pøiètení c-násobku j-tého øádku ke k-tému øádku odpovídá pøiètení c-násobku j-tého sloupce ke k-tému sloupci).

Na jednotkové matici In provedeme pøísluźnou ESO s pùvodním skalárem.

Potom B = PT · A · P a sloupce matice P tvoøí bázi β prostoru C n, vzhledem ke které má hermitovská forma xT · A · y diagonální (a tedy nutnì reálnou) matici B.

Pokud A byla maticí hermitovské formy F na n-rozmìrném vektorovém prostoru V v bázi α, tak diagonální matice B je maticí formy F v bázi β = α · P, a tedy P = Pα,β je maticí pøechodu z báze β do bázy α.

Uvedený postup vede v¿dy k cíli. Navíc mù- ¿eme dosáhnout toho, aby matice B mìla na diagonále jen skaláry ±1 a 0.

I v tomto pøípadì platí Sylvestrùv zákon setrvaènosti, tedy signatura hermitovské formy èi matice je dobøe de˛novaná a jsou splnìny jednoduché analogie výsledkù pro reálné symetrické bilineární formy a matice z paragrafu 12.1.

15.3. Komplexní skalární souèin a unitární prostory

Skalárním nebo té¿ vnitøním souèinem na komplexním vektorovém prostoru V nazýváme libovolnou kladnì de˛nitní hermitovskou seskvilineární formu na V ; její hodnotu na vektorech x, y ∈ V budeme znaèiż opìt ⟨x, y⟩. Komplexní vektorový prostor V vybavený skalárním souèinem nazýváme unitární prostor.

Skalární souèin na V budeme de˛novat jako binární operaci V × V → C , která ka¿dé dvojici (x, y) vektorù z V pøiøadí komplexní èíslo ⟨x, y⟩ takové, ¿e pro vźechny x, y, x_1, x_2 ∈ V a libovolné c ∈ C platí:

⟨x_1 + x_2, y⟩ = ⟨x_1, y⟩ + ⟨x_2, y⟩ (aditivita), ⟨cx, y⟩ = c⟨x, y⟩ (homogenita), ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (kosá symetrie),

x ≠ 0 ⇒ ⟨x, x⟩ > 0

(kladná de˛nitnost).

Spojení aditivity a homogenity skalárního souèinu dává jeho linearitu jako funkce první promìnné (pøi pevné druhé promìnné). Dík kosé symetrii z toho vyplývá antilinearita skalárního souèinu jako funkce druhé promìnné (pøi pevné první promìnné), t. j. rovnosti

⟨x, y_1 + y_2⟩ = ⟨x, y_2⟩ + ⟨x, y_2⟩, ⟨x, cy⟩ = c⟨x, y⟩, pro vźechny x, y_1, y_2 ∈ V a c ∈ C .

Z kosé symetrie vyplývá reálnost výrazu ⟨x, x⟩ = ⟨x, x⟩ pro ka¿dé x ∈ V , co¿ dává smysl podmínce kladné de˛nitnosti; ze seskvilinearity potom vyplývá

⟨x, x⟩ ≥ 0 & (⟨x, x⟩ = 0 ⇔ x = 0) pro ka¿dé x ∈ V .

Vìtźinu pojmù, které jsme de˛novali pre euklidovské prostory, mù¿eme zavést i pro (koneènì rozmìrné) unitární prostory a vìtźinu výsledkù o euklidovských prostorech mù¿eme s malými modi˛kacemi dokázat i pro (koneènì rozmìrné) unitární prostory.

Proto¿e 0 ≤ ⟨x, x⟩ ∈ R , délku neboli té¿ normu vektoru x v unitárním prostoru V mù- ¿eme de˛novat jako nezáporné reálné èíslo ‖x‖ =^√⟨x, x⟩.

Zøejmì ‖x‖ je norma na vektorovém prostoru VR pocházející z reálného skalárního souèinu ⟨x, y⟩_0 = Re⟨x, y⟩, tedy jsou pro ni splnìné vźechny tøi de˛nující podmínky (trojúhelníková nerovnost, pozitivní homogenita, oddìlitelnost) z paragrafu 13.3. Navíc podmínka pozitivní homogenity ‖cx‖ = |c| ‖x‖ platí pro vźechna x ∈ V , c ∈ C (a ne pouze pro c ∈ R ). 19

Toti¿, ‖cx‖^2 = ⟨cx, cx⟩ = cc⟨x, x⟩ = |c|^2 ‖x‖^2 . Z Cauchyho-Schwartzovy nerovnosti pro reálný skalární souèin dostáváme nerovnost |Re⟨u, v⟩| ≤ ‖u‖ ‖v‖ , z které u¿ vyplývá trojúhelníková nerovnost pro normu.

Tvrzení 3. (Cauchy-Schwartzova nerov-

nost) Nechż V je unitární prostor. Potom pro libovolné vektory u, v ∈ V platí |⟨u, v⟩| ≤ ‖u‖ ‖v‖ , pøièem¿ rovnost nastane právì tehdy, kdy¿ u, v jsou lineárnì závislé. 20

Pro nenulové vektory u, v ∈ V pøedstavuje výraz ⟨u, v⟩/ ‖u‖ ‖v‖ komplexní èíslo s absolutní hodnotou ≤ 1. Analogie s reálným pøípadem nás svádí pokusit se na jeho základì zade˛novat úhel vektorù u a v.

Nabízí se nám tøi mo¿nosti:

(1) Reálná èást Re⟨u, v⟩ skalárního souèinu ⟨u, v⟩ je skalární souèinem na reálném zú- ¿ení VR unitárního prostoru V , který plnì urèuje jeho normu. V tomto pøípadì

α = arccos Re ⟨u, v⟩ ‖u‖ ‖v‖ pøedstavuje úhel, který svírají vektory u, v v prostoru VR .

(2) Úhel vektorù u, v mù¿eme de˛novat jako

úhel pøímek [u], [v], t. j. jako reálné èíslo

α = arccos |⟨u, v⟩| ‖u‖ ‖v‖ .

V reálném pøípadì by takovýto postup odpovídal nahrazení odchylky vektorù ^(u, v) odchylkou pøímek ^([u], [v]); to znamená, ¿e mezi odchylkami dvojic (u, v) a (u, −v) bychom nerozliźovali a z pùvodních úhlù

^(u, v), ^(u, −v) bychom vybrali ten menźí.

Pøímky [u], [v] v komplexním vektorovém prostoru V jsou z reálného hlediska dvojrozmìrné, t. j. jsou to roviny v VR .)

(3) Prostøedky teorie funkcí komplexní promìnné mù¿eme de˛nièní obor reálné funkce arccos, t. j. interval ⟨−1, 1⟩, rozźíøit na jednotkový kruh {c ∈ C ; |c| ≤ 1} (dokonce na celou komplexní rovinu C ). Potom odchylka ^(u, v) by bylo komplexné èíslo

α = arccos ⟨u, v⟩ ‖u‖ ‖v‖ takové, ¿e

cos α = e iα + e−iα 2 = ⟨u, v⟩ ‖u‖ ‖v‖ .

Úhel dvou nenulových vektorù v unitárním prostoru nebudeme skoumat ani de˛novat.

Ale relace ortogonality

x ⊥ y ⇔ ⟨x, y⟩ = 0 na vektorech x, y ∈ V a operace ortokomplementu

X⊥ = {y ∈ V ; (∀ x ∈ X)(x ⊥ y)} na mno¿inách X ⊆ V mají stejné vlastnosti jako v reálném pøípadì.

Rovnì¿ pojmy ortogonální èi ortonormální mno- ¿iny nebo uspoøádané k-tice vektorù, a ortogonální a ortonormální báze jsou de˛nované stejným zpùsobem.

Gramovým-Schmidtovým ortogonalizaèním procesem mù¿emo dokázat, ¿e koneènì rozmìrný unitární prostor V má ortonormální bázi.

Vzhledem k této bázi β nabývá skalární souèin na V tvar tzv. standardního komplexního skalárního souèinu na C n, t. j. pro libovolné vektory x, y ∈ V se souøadnicemi (x)β = (x1, . . . , xn)T , (y)β = (y1, . . . , yn)T platí ⟨x, y⟩ =^∑nj_{=1} xjyj = (x)Tβ · (y)β =^∑nj=1⟨x, uj⟩⟨uj, y⟩, pøièem¿ jednotlivé slo¿ky souøadnic vektorù x, y jsou xj = ⟨x, uj⟩, yj = ⟨y, uj⟩.

Speciálnì pro x = y dostáváme Parsevalovu rovnost ‖x‖^2 = n_∑ j=1 | | |xj^|^2 = n_∑ j=1 | | |⟨x, uj⟩^|^2 .