13. EUKLIDOVSKÉ

PROSTORY

V této kapitole se pokusíme o naplnìní lineární algebry geometrickým obsahem ve vektorových prostorech nad èíselným tìlesem R .

Ukazuje se, ¿e celou základní geometrickou strukturu, vèetnì délek a úhlù, mù¿eme odvodit z jediné kladnì de˛nitní symetrické bilineární formy na tomto prostoru.

13.1. Skalární souèin

Skalární nebo té¿ vnitøním souèinem na reálném vektorovém prostoru V rozumíme libovolnou kladnì de˛nitní, symetrickou bilineární formu na V . Hodnotu této formy na vektorech x, y ∈ V budeme znaèit ⟨x, y⟩.

Nezávisle na znalosti uvedených pojmù mù- ¿eme skalární souèin na V de˛novat jako binární operaci V × V → R , která ka¿dé dvojici (x, y) vektorù z V pøiøadí reálné èíslo ⟨x, y⟩, takové, ¿e pro vźechny x, y, x_1, x_2 ∈ V a libovolné c ∈ R platí:

⟨x_1 + x_2, y⟩ = ⟨x_1, y⟩ + ⟨x_2, y⟩ (aditivita),

⟨cx, y⟩ = c⟨x, y⟩ (homogenita),

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (symetrie),

x ≠ 0 ⇒ ⟨x, x⟩ > 0 (kladná de˛nitnost).

Spojení aditivity a homogenity skalárního souèinu nám dává jeho linearitu jako funkci první promìnné (pøi pevné druhé promìnné).

Ze symetrie plyne i linearita skalárního souèinu jako funkce druhé promìnné (pøi pevné první promìnné), t. j. rovnosti

⟨x, y_1 + y_2⟩=⟨x, y_2⟩ + ⟨x, y_2⟩, ⟨x, cy⟩=c⟨x, y⟩, pre vźetky x, y_1, y_2 ∈ V a c ∈ R .

Z (bi)linearity plyne podmínka kladné de˛nitnosti

⟨x, x⟩ ≥ 0 & (⟨x, x⟩ = 0 ⇔ x = 0) pro ka¿dé x ∈ V . 3

První èást této podmínky nám umo¿òuje de˛-

novat normu neboli délku vektoru x rovností ‖x‖ =^√⟨x, x⟩.

Výraz ‖x‖^2 budeme zatím chápat jen jako jiné oznaèení pro kvadratickou formu ⟨x, x⟩ indukovanou skalárním souèinem.

Euklidovským prostorem nazýváme libovolný koneènì rozmìrný reálný vektorový prostor se skalárním souèinem.

Pøíklad 1. Ze støední źkoly v rámci ana-

lytické geometrie, pøípadnì v rámci fyziky, jsme se potkali s skalárním souèinem ⟨x, y⟩ = x_1y_1+ x_2y_2 v rovinì R^2 a se skalárním souèinem ⟨x, y⟩ = x_1y_1 + x_2y_2 + x_3y_3 v prostoru R^3.

Lehce se mù¿eme pøesvìdèit, ¿e stejný vzoreèek funguje pro ka¿dé n, t. j. pro x = (x_1, . . . , xn)T , y = (y_1, . . . , yn)T je pøedpisem ⟨x, y⟩ = xT · y = n_∑ i=1 xiyi

de˛novaný skalární souèin na sloupcovém vektorovém prostoru R n. V pøípadì øádkového prostoru R n máme

⟨x, y⟩ = x · yT = n_∑ i=1 xiyi pro x = (x_1, . . . , xn), y = (y_1, . . . , yn).

Takovýto skalární souèin budeme nazývat standardní skalární souèin na R n. Standardní skalární souèin vektorù x, y ∈ R n (aż u¿ jde o øádkové nebo sloupcové vektory) se obvykle znaèí x · y.

Délka vektoru x vzhledem ke standardnímu skalárnímu souèinu je ‖x‖ = √ x · x = ( n_∑ i=1 x^2i )^1/^2.

V rámci analytické geometrie se pro nenulové vektory x, y dokazuje známý vztah

x · y = ‖x‖ ‖y‖ cos α, který spojuje standardní skalární souèin v R^2 èi v R^3 s délkou pøísluźných vektorù a jimi sevøeným úhlem α. 6

13.2. Gramova matice a Cauchyho-Schwartzova nerovnost

Nechż α = (u1, . . . , uk) je libovolná uspoøádaná k-tice vektorù ve vektorovém prostoru V se skalárním souèinem. Témìø vźechny podstatné informace o tìchto vektorech jsou ukryté v tzv. Gramovì matici

G(α) = G(u1, . . . , uk) = (⟨ui, uj⟩)k×k vektorù u_1, . . . , uk.

Determinant Gramovy matice

det G(α) = |G(u1, . . . , uk)|

= | | | | | | | | ⟨u_1, u_1⟩ . . . ⟨u_1, uk⟩

. . . . . ⟨uk, u_1⟩ . . . ⟨uk, uk⟩ | | | | | | | | se nazývá Gramovým determinantem vektorù

u_1, . . . , uk.

Tvrzení 2. Nechż u_1, . . . , u_k jsou libovolné

vektory ve vektorovém prostoru V se skalárním

souèinem. Potom

(a) G(u_1, . . . , uk) je kladnì semide˛nitní sy-

metrická matice;

(b) vektory u_1, . . . , uk jsou lineárnì nezávislé

právì tehdy, kdy¿ G(u_1, . . . , uk) je kladnì

de˛nitní.

Dùkaz. Oznaème G = G(u_1, . . . , u_k).

(a) Symetrie matice G je pøímým dùsledkem symetrie skalárního souèinu. Zbývá dokázat, ¿e pro libovolný vektor c = (c_1, . . . , ck) ∈ R k platí c · G · cT ≥ 0.

Polo¿me v = c_1u_1 + . . . + ckuk. Potom z bilinearity a kladné de˛nitnosti skalárního souèinu vyplývá

c · G · cT = k_∑ i=1 k_∑ j=1 cicj⟨ui, uj⟩ = ⟨v, v⟩ ≥ 0.

(b) Pokud u_1, . . . , uk jsou lineárnì nezávislé, tak tvoøí zejména bázi lineárního podprostoru S = [u_1, . . . , uk] ⊆ V .

Zú¿ení skalárního souèinu ⟨x, y⟩ na podprostor S je skalární souèin (t. j. kladnì de˛nitní symetrická bilineární forma) na S.

G je maticí této formy vzhledem k bázi u_1, . . . , uk, tedy kladnì de˛nitní matice.

Jsou-li u_1, . . . , uk lineárnì závislé, tak v R n existuje vektor c = (c_1, . . . , ck) ≠ 0 takový, ¿e v = c_1u_1 + . . . + ckuk = 0. Potom podle (a)

c · G · cT = ⟨v, v⟩ = ⟨0, 0⟩ = 0, tedy G není kladnì de˛nitní.

Dùsledek 3. Pro libovolné u_1, . . . , u_k ∈ V

platí |G(u_1, . . . , uk)| ≥ 0. Pøitom |G(u_1, . . . , uk)| = 0 právì tehdy, kdy¿

vektory u_1, . . . , uk jsou lineárnì závislé.

Speciálnì pro libovolné dva vektory u, v ∈ V

platí

|G(u, v)| = | | | | | | ⟨u, u⟩ ⟨u, v⟩ ⟨v, u⟩ ⟨v, v⟩ | | | | | | = ⟨u, u⟩⟨v, v⟩ − ⟨u, v⟩⟨v, u⟩ = ‖u‖2‖v‖2 − ⟨u, v⟩2 ≥ 0, pøièem¿ rovnost nastane právì tehdy, kdy¿

vektory u, v jsou lineárnì závislé.

Tím je dokázaná tzv. Cauchyho-Schwartzova nerovnost:

Tvrzení 4. Pro libovolné vektory u, v ∈ V

v prostoru V se skalárním souèinem platí |⟨u, v⟩| ≤ ‖u‖ ‖v‖ , pøièem¿ rovnost nastane právì tehdy, kdy¿ vektory u, v jsou lineárnì závislé.

13.3. Délka vektoru a úhel dvou vektorù

Normou na reálném vektorovém prostoru V rozumíme libovolné zobrazení V → R , které vektoru x ∈ V pøiøadí reálné èíslo ‖x‖, nazývané normou nebo té¿ délkou vektoru x, takové, ¿e pro vźechny x, y ∈ V a libovolné c ∈ R platí

‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (trojúhelníková nerovnost),

‖cx‖ = |c| ‖x‖ (pozitivní homogenita),

‖x‖ = 0 ⇒ x = 0 (oddìlitelnost).

Z uvedených podmínek vyplývá nezápornost normy, t. j. ‖x‖ ≥ 0 pro ka¿dé x ∈ V .

Z pozitivní homogenity platí ‖0‖ = 0 a ‖−x‖ = ‖x‖, s pou¿itím trojúhelníkové nerovnosti dostaneme ‖x‖ = 1 2 (‖x‖+‖−x‖) ≥ 1 2 ‖x − x‖ = 1 2 ‖0‖ = 0.

Z oddìlitelnosti máme ‖x‖ > 0 pro ka¿dé 0 ≠ x ∈ V .

Reálný vektorový prostor s normou nazýváme normovaný prostor. Intuitivnì sa na normovaný prostor díváme jako na vektorový prostor, ve kterém mù¿eme mìøit délky vektorù.

Tøi de˛nující podmienky pro normu zaruèují, ¿e takovéto mìøení délek, t. j. pøiøazení x → ‖x‖, má rozumné vlastnosti, jaké od délek oèekáváme.

Vzdáleností bodù x, y ve vektorovém prostoru V s normou ‖·‖ nazýváme délku vektoru x−y, t. j. èíslo ‖x − y‖. Pomocí vzdálenosti bodù mù¿eme trojúhelníkovou nerovnost vyjadriż jiným, ekvivalentním zpùsobem: ‖x − y‖ + ‖y − z‖ ≥ ‖x − z‖ pre vźechny x, y, z ∈ V .

Tvrzení 5. Nechż V je reálný vektorový

prostor se skalárním souèinem. Rovností ‖x‖ =^√⟨x, x⟩ je de˛novaná norma na V .

Dùkaz. Zvolme x, y ∈ V . S pou¿itím bili-

nearity a symetrie skalárního souèinu a Cauchyho- Schwartzovy nerovnosti dostáváme ‖x + y‖^2 = ⟨x + y, x + y⟩ = ⟨x, x⟩ + ⟨x, y⟩ + ⟨y, x⟩ + ⟨y, y⟩ = ‖x‖2 + 2⟨x, y⟩ + ‖y‖2 ≤ ‖x‖^2 + 2 ‖x‖ ‖y‖ + ‖y‖^2 = (‖x‖ + ‖y‖)2. To dokazuje trojúholníkovou nerovnost.

Z Cauchyho-Schwartzovy nerovnosti vyplývá, ¿e pre libovolné nenulové vektory x, y ve vektorovém prostoru se skalárním souèinem platí −1 ≤ ⟨x, y⟩ ‖x‖ ‖y‖ ≤ 1.

Proto existuje jediné reálné èíslo α takové, ¿e 0 ≤ α ≤ π a cos α = ⟨x, y⟩ ‖x‖ ‖y‖ .

Èíslo α nazýváme úhlem nebo té¿ odchylkou vektorù x, y a znaèíme ho α = ^(x, y). Ze symetrie skalárního souèinu vyplývá ^(x, y) =

^(y, x), to znamená, ¿e se jedná o neoriento-

vaný úhel. 17

Pøi této de˛nici úhlu dvou nenulových vektorù zùstáva vztah

⟨x, y⟩ = ‖x‖ ‖y‖ cos ^(x, y), platný pro standardní skalární souèin v R^2 a R^3, zachovaný v libovolném prostoru se skalárním souèinem.

Øíkáme, ¿e vektory x, y ∈ V jsou (navzájem) kolmé nebo té¿ ortogonální, píźeme x ⊥ y, pokud ⟨x, y⟩ = 0.

Tvrzení 6. Nechż V je vektorový prostor se

skalárním souèinem. Potom pro libovolné nenulové vektory x, y ∈ V platí:

(a) ^(x, y) = 0 ⇔ (∃ c ∈ R )(c > 0 & x =

cy);

(b) ^(x, y) = π ⇔ (∃ c ∈ R )(c < 0 & x =

cy);

(c) ^(x, y) = π/2 ⇔ x ⊥ y;

(d) ^(−x, y) = ^(x, −y) = π − ^(x, y), ^(−x, −y) = ^(x, y).

Tvrzení 7. Nechż V je vektorový prostor se

skalárním souèinem. Potom pro libovolné nenulové vektory x, y ∈ V platí:

(a) (kosinová vìta)

‖x + y‖^2=‖x‖^2 + ‖y‖^2 + 2 ‖x‖ ‖y‖ cos ^(x, y), ‖x − y‖^2=‖x‖^2 + ‖y‖^2 − 2 ‖x‖ ‖y‖ cos ^(x, y);

(b) (Pythagorova vìta)

x ⊥ y ⇒

‖x + y‖^2=‖x − y‖^2 = ‖x‖^2 + ‖y‖^2;

(c) (pravidlo rovnobì¿níka)

‖x + y‖^2 + ‖x − y‖^2 = 2(‖x‖^2 + ‖y‖^2);

(d) (úhlopøíèky kosoźtvorce jsou na sebe kolmé) ‖x‖ = ‖y‖ ⇒ x + y ⊥ x − y.

13.4. Ortogonální a ortonormální báze

Uspoøádaná k-tice α = (u1, . . . , uk) vektorù z vektorového prostoru se skalárním souèinem V , se nazývá ortogonální, pokud ui ⊥ uj pro vźechna 1 ≤ i < j ≤ k.

Øíkáme té¿, ¿e vektory u_1, . . . , uk jsou (navzájem) ortogonální neboli kolmé.

Uspoøádaná k-tice (u_1, . . . , uk) sa nazývá ortonormální, pokud je ortogonální a ‖ui‖ = 1 pro vźechna i ≤ k. Øíkáme, ¿e vektory u_1, . . . , uk tvoøí ortonormální systém.

Podobnì mù¿eme de˛novat pojmy ortogonálnosti a ortonormálnosti i pro nekoneèné posloupnosti (uk)∞k_{=0} vektorù z V , pøípadnì pro mno¿iny X ⊆ V .

Tvrzení 8. Nechż V je vektorový prostor

so skalárním souèinem. Potom pro libovolnou k-tici α = (u_1, . . . , u_k) ∈ V^k platí:

(a) α je ortogonální právì tehdy, kdy¿ její Gramova matice G(α) je diagonální;

(b) α je ortonormální právì tehdy, kdy¿ G(α) = Ik. Dùsledek 9. Pokud u_1, . . . , u_k ∈ V jsou

navzájem kolmé nenulové vektory, speciálnì, pokud u_1, . . . , uk tvoøí ortonormální systém, tak jsou lineárnì nezávislé.

Vìta 10. Ka¿dý euklidovský prostor má or-

tonormální bázi. 22

Tvrzení 11. Nechż α = (u_1, . . . , un) je

ortonormální báze euklidovského prostoru V . Potom pro libovolné vektory x, y ∈ V platí: (a) x = n∑ i=1 ⟨x, u_i⟩u_i, t. j.

(x)_α = (⟨x, u1⟩, . . . , ⟨x, u_n⟩)^T ;

(b) ⟨x, y⟩ =^{∑n}_{i=1}⟨x, u_i⟩⟨u_i, y⟩;

(c) ‖x‖^2 =^{∑n}_{i=1}⟨x, u_i⟩^2.

Podmínka (c), stejnì jako její nekoneènì rozmìrná varianta, se nazývá Parsevalova rovnost.

Vìta 12. Nechż V je vektorový prostor se

skalárním souèinem a u_1, . . . , un ∈ V jsou lineárnì nezávislé vektory.

Vektory v_1, . . . , vn ∈ V de˛nujeme pomocí rekurze:

v_1 = u_1 a vk = uk− k−1_∑ i=1 ⟨uk, vi⟩ ⟨vi, vi⟩ vi, pro 1 < k ≤ n.

Potom v_1, . . . , vn jsou ortogonální vektory a pro ka¿dé 1 ≤ k ≤ n platí [v1, . . . , vk] = [u1, . . . , uk].

Speciálnì, pokud u_1, . . . , un je báze prostoru V , tak v_1, . . . , vn je ortogonální báze prostoru V ; potom vektory ‖v_1‖−^1v_1, . . . , ‖vn‖−^1vn tvoøí ortonormální bázi prostoru V .

Dùkaz. Popíźeme algoritmus, který umo¿-

òuje sestrojit ortonormální báze, známý pod názvem Gram-Schmidtùv ortogonalizaèní proces.

Nechż V je vektorový prostor se skalárním souèinem a u_1, . . . , un ∈ V jsou lineárnì nezávislé vektory.

Chceme sestrojit ortogonální vektory v_1, . . . , vn

tak, aby pre ka¿dé k ≤ n platilo [v1, . . . , vk] = [u1, . . . , uk].

Pokud polo¿íme v_1 = u_1, tak samozøejmì [v_1] = [u1]. Vektor v2 ∈ [u1, u2] = [v1, u2] budeme hledat ve tvaru v_2 = av_1 + bu_2, kde a, b ∈ R . Pokud má vźak platit [v_1, v_2] = [u_1, u_2], musí být b ≠ 0.

To nejlépe dosáhneme volbou b = 1. Navíc vektor v_2 = u_2 + av_1 má být kolmý na vektor v_1, t. j.

0 = ⟨v2, v1⟩ = ⟨u2, v1⟩ + a⟨v1, v1⟩.

Odtud dostáváme a = − ⟨u_2, v_1⟩ ⟨v_1, v_1⟩ .

Pøedpokládejme, ¿e 2 ≤ k ≤ n a u¿ jsme sestrojili ortogonální vektory v_1, . . . , vk−_1 takové, ¿e pro ka¿dé 1 ≤ i ≤ k−1 platí [v_1, . . . , vi] = [u1, . . . , ui]. Pouèení pøípadem k = 2 budeme vektor vk ∈ [u1, . . . , uk−1, uk] = [v1, . . . , vk−1, uk] hle- dat ve tvaru vk = uk +a_1v_1 +. . .+ak−_1vk−_1, kde a_1, . . . , ak−_1 ∈ R .

Navíc vektor vk musí být kolmý na ka¿dý z vek-

torù vi pre 1 ≤ i ≤ k − 1, tj. 0 = ⟨vk, vi⟩ = ⟨uk, vi⟩+ k−1_∑ j=1 aj⟨vj, vi⟩ = ⟨uk, vi⟩+ai⟨vi, vi⟩, neboż dle naźeho pøedpokladu ⟨vj, vi⟩ = 0 pro j ≠ i.

Z tohoto dùvodu ai = − ⟨uk, vi⟩ ⟨vi, vi⟩ .