12. BILINEÁRNÍ A KVADRATICKÉ FORMY NAD ÈÍSELNÝM TÌLESEM R

V této èásti se omezíme na bilineární a kvadratické formy na vektorových prostorech nad èíselným tìlesem reálných èísel. Tento zvláźtní pøípad je najdùle¿itìjźí z hlediska aplikací lineární algebry v geometrii a matematické analýze.

Mno¿ina reálných èísel je mimo strukturu èíselného tìlesa vybavená relací uspoøádání, která je vhodnì sladìná se sèítáním a násobením na R . Navíc, pro a ∈ R platí a ≥ 0 právì tehdy, kdy¿ existuje nìjaké b ∈ R tak, ¿e a = b^2. Tato vlastnost nám umo¿ní objasnit a klasi- ˛kovat strukturu bilineárních a kvadratických forem nad R . 1

12.1. Signatura

Nechż A ∈ R n×n je symetrická matice. Pak A je kongruentní s nìjakou diagonální maticí B ∈ R n×n. Potom A a B mají stejnou hodnost h(A) = h(B), která se rovná poètu nenulových prvkù na diagonále matice B. Mimo hodnost jsou vźak i poèty kladných a záporných prvkù na diagonále matice B invarianty, spoleènými pro navzájem kongruentní matice.

Pro libovolnou diagonální matici A ∈ R n×n

polo¿me

σ(A) = (s_+, s−, s_0),

kde s_+ je poèet kladných, s− poèet záporných a s_0 poèet nulových prvkov na diagonále matice A. Uspoøádanou trojici σ(A) = (s_+, s−, s_0) nazýváme pak signaturou matice A. 2

Slo¿ky signatury σ(A) nejsou nezávislé. Platí toti¿

s_+ +s− = h(A) a s_+ +s−+s_0 = n, to znamená, ¿e pøi znalosti rozmìru n a hodnosti h(A) je signatura jednoznaènì urèená u¿ jedním z èísel s_+, s−. Z tohoto dùvodu nìkteøí autoøi de˛nují signaturu jen jako poèet s_+.

Vìta 1. (Sylvestrùv zákon setrvaènosti)

Nechż A, B ∈ R n×n jsou diagonální matice. Potom

A ≡ B ⇒ σ(A) = σ(B).

Dùkaz. Nechż A ≡ B. Oznaème h = h(A) =

h(B) hodnost obou matic a k, l poèty kladných diagonálních prvkù v maticích A resp. B.

Potom σ(A) = (k, h − k, n − h) a σ(B) = (l, h − l, n − h), tak¿e staèí dokázat rovnost k = l. Proto¿e poøadí prvkù na diagonále mù- ¿eme pøehazovat pøi zachování vztahu kongruence, mù¿eme si dovolit pøedpokládat, ¿e naźe matice mají tvar A=diag(a_1, . . . , a_k, −a_{k+1}, . . . , −a_h, 0, . . . , 0), B=diag(b_1, . . . , b_l, −b_{l+1}, . . . , −b_h, 0, . . . , 0), kde ai > 0, bi > 0 pro i ≤ h.

Proto¿e A ≡ B, existuje regulární matice P ∈

R n×n tak, ¿e B = PT ·A·P. Její sloupce tvoøí

bázi β = (v1, . . . , vn) vektorového prostoru R n. Potom A je maticí kvadratické formy q(x) = xT · A · x na R n v bázi ε, zatímco B je její matice v bázi β.

Oznaème

S = [e_1, . . . , ek], T = [vl_{+1}, . . . , vn] lineární podprostory v R n. Pro ka¿dý nenulový vektor x = x_1e_1 + . . . + xkek ∈ S platí q(x) = xT · A · x = a_1x^2_1 + . . . + akx^2k > 0. Podobnì, pro ka¿dý vektor y = yl_{+1}vl_{+1} + . . . + ynvn ∈ T platí q(y) = (y)Tβ ·B·(y)β = −bl_{+1}y^2l_{+1}−. . .−bhy^2h ≤ 0. Z toho vyplývá, ¿e S ∩ T = {0}, tedy

dim(S + T ) = dimS + dimT = k + (n − l).

Proto¿e S+T ⊆ R n, zøejmì dim(S+T ) ≤ n.

Z nerovnosti k + n − l ≤ n okam¿itì vyplývá k ≤ l. Ze symetrie vztahu kongruence dostáváme té¿ l ≤ k.

Dokázaná vìta umo¿òuje korektnì rozźíøit de˛- nici signatury z diagonálních matic na vźechny symetrické matice, a rovnì¿ na symetrické bilineární a kvadratické formy.

Signaturou symetrické matice A ∈ R n×n, píźeme σ(A), rozumíme signaturu ka¿dé s ní kongruentní diagonální matice B ∈ R n×n.

Signaturou symetrické bilineární formy F : V^2 → R na koneènì rozmìrném reálném vektorovém prostoru V , oznaèení σ(F ), rozumíme signaturu její matice vzhledem k libovolné bázi v V .

Signaturou kvadratické formy q V → R na koneènì rozmìrném vektorovém prostoru nad R , oznaèenie σ(q), rozumíme signaturu její polární formy. 7

Pro symetrickou bilineární i pro kvadratickou formu sa pøísluźná signatura rovná signatuøe nìjaké její diagonální matice. Sylvestrùv zákon setrvaènosti spolu s vetou 11.17 nám zaruèují, ¿e libovolné dvì diagonální matice zodpovídající dané formì vzhledem k rùzným bazí, ve kterých má tato forma diagonální matici, mají stejnou signaturu.

Ka¿dou reálnou symetrickou matici A ∈ R n×n

mù¿eme upravit na s ní kongruentní diagonální

matici. Tu zase mù¿eme zmìnou poøadí prvkù

na diagonále upravit na s ní kongruentní matici

tvaru diag(d_1, . . . , d_k, −d_{k+1}, . . . , −d_{k+l}, 0, . . . , 0_{m-krát} ), kde σ(A) = (k, l, m) a di > 0 pro i ≤ k + l.

Pokud pro ka¿dé i ≤ k + l vynásobíme i-tý sloupec i øádek skalárem 1/ √ di, vyjde nám matice v blokovì diagonálním tvaru

A ≡ diag(I_k, −I_l, 0m,m).

Spojením této úvahy se Sylvestrovým zákonem setrvaènosti dostaneme

Vìta 2. Nechż A, B ∈ R^{n×n} jsou libovolné

symetrické matice. Potom

A ≡ B ⇔ σ(A) = σ(B).

Dùsledek 3. Nechż V je vektorový prostor

nad R koneèné dimenze n. Potom

(a) ka¿dá symetrická bilineární forma F : V^2 → R má ve vhodné bázi α prostoru V blokovì diagonální matici tvaru [F ]α = diag(Ik, −Il, 0m,m), kde σ(F ) = (k, l, m);

(b) ka¿dá kvadratická forma q : V → R má ve vhodné bázi α prostoru V diagonální tvar q(x) = x^2_1 + . . . + x^2k − x^2k_{+1} − . . . − x^2k_+l, kde σ(q) = (k, l, n − k − l) a (x)α = (x_1, . . . , xn)T .

Ka¿dou symetrickou matici A typu n × n nad C i Q mù¿eme upravit na s ní kongruentní diagonální matici A ≡ diag(d_1, . . . , d_h, 0, . . . , 0), kde h = h(A) a dj ≠ 0 pro j ≤ h.

V komplexním pøípadì si ka¿dý z prvkù dj mù- ¿eme vyjádøit v goniometrickém tvaru dj = rj(cos αj + i sin αj), kde rj = |dj| > 0 a 0 ≤ αj < 2π.

Pokud pro ka¿dé j ≤ h vynásobíme j-tý slou-

pec i øádek skalárem

cj =^1√

rj^{(cos} αj 2 − i sin αj 2 ), pro který platí c^2jdj = 1, dostaneme

A ≡ diag(I_h, 0m,m),

kde m = n−h. Z toho vidíme, ¿e nad èíselným tìlesem C se nic podobné rozdìlení nenulových prvkov na kladné a záporné nekoná { vźechny nenulové prvky na diagonále jsou rovnocenné a mù¿eme je nahradit jednièkou.

Jediným invariantem, který jednoznaènì urèuje kongruenci symetrických matic i kanonický tvar matic symetrických bilineárních i kvadratických forem nad C , je jejich hodnosż, která tak plnì pøebírá úlohu signatury v reálném pøípadì.

Tvrzení 4. (a) Nechż A, B ∈ C^{n×n} jsou

symetrické matice. Potom A ≡ B právì tehdy, kdy¿ h(A) = h(B).

(b) Nechż V je koneènì rozmìrný vektorový prostor nad C , a F : V^2 → C je symetrická bilineární forma. Potom F má vzhledem k nìjaké bázi α prostoru V matici v blokovì diagonálním tvaru [F ]α = diag(Ih, 0m,m), kde h = h(F ) a m = dimV − h.

Situace nad C je podstatnì jednoduźźí ne¿ nad R a dokázali jsme ji zcela popsat.

Nad Q si tak lehko poradit nedovedeme. Základní problém tkví v tom, ¿e ne vźechny kladné racionální èísla mají racionální druhé odmocniny.

Napø. pro matici rozmìru 1 × 1 máme napø. (2) ≢ (1) v dùsledku iracionality èísla

√_2 . Pro rozmìr 2 × 2 máme napø. 2 0 0 2 ≡ 1 0 0 1 ≢ 2 0 0 1

12.2. De˛nitnost

Nechż V je vektorový prostor nad èíselným tìlesem R .

Kvadratická forma q : V → R se nazývá

(a) kladnì (pozitivnì) de˛nitní, pokud q(x) > 0 pro ka¿dé 0 ≠ x ∈ V ;

(b) kladnì (pozitivnì) semide˛nitní, pokud q(x) ≥ 0 pro ka¿dé x ∈ V ;

(c) zápornì (negativnì) de˛nitní, pokud q(x) < 0 pro ka¿dé 0 ≠ x ∈ V ;

(d) zápornì (negativnì) semide˛nitní, jestli¿e q(x) ≤ 0 pro ka¿dé x ∈ V ;

(e) inde˛nitní, pokud existují x, y ∈ V tak, ¿e q(x) < 0 < q(y).

Stejnou klasi˛kaci zavádíme i pro symetrické bilineární formy F : V^2 → R { F má pøísluźnou vlastnost de˛nitnosti právì tehdy, kdy¿ jí indukovaná kvadratická forma q(x) = F (x, x), má tuto vlastnost. Podobnì, symetrická matice A ∈ R n×n má pøísluźnou vlastnost de- ˛nitnosti právì tehdy, kdy¿ tuto vlastnost má kvadratická forma q(x) = xT ·A·x na prostoru R n. Evidentnì platí: (a) ⇒ (b), (c) ⇒ (d), ale ka¿dá z podmínek (a), (c), (e) vyluèuje zbývající dvì. Dokonca (e) vyluèuje ka¿dou z podmínek (b), (d). Podmínky (b), (d) se vzájemnì nevyluèují, ale jediná kvadratická forma, která je zároveò kladnì i zápornì semide˛nitní, je forma identicky rovná nule na V .

V dimenzi n = 1 je to vźak jediná (kladnì nebo zápornì) semide˛nitní forma. V dimenzi n = 1 neexistují ¿ádné inde˛nitní formy. 16

Nasledující tvrzení poskytuje úplný popis de- ˛nitnosti i regularity kvadratických forem (a zároveò i symetrických bilineárních forem a symetrických matic) v jazyce jejich signatury.

Tvrzení 5. Nechż V je n-rozmìrný vek-

torový prostor nad èíselným tìlesem R a q : V → R je kvadratická forma se signaturou σ(q) = (s_+, s−, s_0). Potom

(a) q je kladnì de˛nitní právì tehdy, kdy¿ platí σ(q) = (n, 0, 0);

(b) q je kladnì semide˛nitní právì tehdy, kdy¿ σ(q) = (h(q), 0, n − h(q));

(c) q je zápornì de˛nitní právì tehdy, kdy¿ σ(q) = (0, n, 0);

(d) q je zápornì semide˛nitní právì tehdy, kdy¿ σ(q) = (0, h(q), n − h(q));

(e) q je inde˛nitní právì tehdy, kdy¿ s_+ ≥ 1 a s− ≥ 1;

(f) q je regulární právì tehdy, kdy¿ s_0 = 0.

Dùkaz. Plyne bezprostøednì pøi vyjádøení

matice kvadratické formy pomocí diagonální matice mající na diagonále pouze +1, −1, 0.

Dùsledek 6. Symetrická matice A ∈ R^{n×n}

je kladnì de˛nitní právì tehdy, kdy¿ existuje

regulární matice P ∈ R n×n tak, ¿e

A = PT · P.

Tvrzení 5 nám spolu s algoritmem z dùkazu vìty 11.17 (pøípadnì Lagrangeovou metodou) dává pøímý návod na zjiźtìní charakteru de˛- nitnosti nìjakej formy èi matice. Tak napøíklad kvadratická forma z pøíkladu v kapitole 11 má signaturu (2, 2, 0), je tedy inde˛nitní.

Nìkdy vźak mù¿e být u¿iteèné, jestli¿e doká- ¿eme urèit charakter de˛nitnosti nìjaké symetrické matice (a tím pádem i jí urèené kvadratické èi bilineární formy) pøímo, t. j. bez její pøedcházející úpravy na s ní kongruentní diagonální tvar. 19

Zavedeme jistou modi˛kaci úprav typu (1) z dùkazu vìty 11.17 { nazvìme je úpravami typu

(1+) Nechż i ≤ n je nejmenźí index takový, ¿e

aii ≠ 0. Potom postupnì pro ka¿dé j ≤ n takové, ¿e j > i a aij = aji ≠ 0, pøipoèteme k j-tému sloupci matice (−a^{ij}a_{ii} )-násobek i-tého sloupce a v takto získané matici pøipoèteme (−a^{ji}a_{ii} )-násobek i-tého øádku k jtému øádku. Tedy pomocí diagonálního prvku aii ≠ 0 vynulujeme vźechny nenulové prvky i-tého øádku i sloupce, které le¿í napravo resp. dole od prvku aii.

Matice pøechodu, která vznikne provedením ESO, odpovídajících nìjakým úpravám typu (1^+) na jednotkové matici, je v¿dy horní trojúhelníková matice s jednièkami na diagonále. Souèin dvou matic takéhoto tvaru má té¿ takýto tvar. 20

Je-li A = (aij)n×n matice nad libovolným èíselným tìlesem K a 1 ≤ k ≤ n, tak pro potøeby zbývající èásti tohoto paragrafu bude Ak oznaèovat matici tvoøenou levým horním rohem rozmìru k × k matice A. Tedy

A_1 = (a_{11}), A_2 = a_{11} a_{12} a_{21} a_{22} ,

. . . , An = A.

Vìta 7. (Jacobi) Nechż K je libovolné

èíselné tìleso a 0 ≠ A ∈ Kn×n je symetrická matice hodnosti h. Potom následující podmínky jsou ekvivalentní:

(i) matice Ah je regulární a matici A mù¿eme upravit na s ní kongruentní diagonální tvar výluènì pomocí úprav typu (1^+);

(ii) |Ak| ≠ 0 pro ka¿dé 1 ≤ k ≤ h, a platí

A ≡ diag(|A_1|, |A^2|

|A_1| , . . . , |Ah| |Ah−_1| , 0, . . . , 0);

(iii) |Ak| ≠ 0 pro ka¿dé 1 ≤ k ≤ h;

(iv) |Ak| ≠ 0 pro ka¿dé 1 ≤ k ≤ h a ma-

tici A mù¿eme upravit na s ní kongruentní

diagonální tvar

diag(|A_1|, |A^2|

|A_1| , . . . , |Ah| |Ah−_1| , 0, . . . , 0) výluènì pomocí úprav typu (1^+).

Dùkaz. (i) ⇒ (ii): Nechż platí (i). Pak exis-

tuje horní trojúhelníková matice P ∈ Kn×n s jednièkami na diagonále tak, ¿e matice B = PT · A · P je v diagonálním tvaru. Zøejmì i ka¿dá z matic Pk, 1 ≤ k ≤ n, tvoøená levým horním rohem rozmìru k × k matice P, je v takovémto tvaru.

Oznaème B = diag(b_1, . . . , bn). Potom pro ka¿dé k ≤ n platí (domácí cvièení)

Bk= diag(b_1, . . . , b_k) = PTk · Ak · Pk.

Determinant ka¿dé z matic Pk je souèin jejích diagonálních prvkù, tj. |Pk| = 1. Proto |Bk| = b_1 . . . bk = |Ak| pro ka¿dé k ≤ n. Proto¿e matice Ah je regulární, platí |Ah| = |Bh| = b_1 . . . bh ≠ 0, tedy bk ≠ 0 pro vźechny k ≤ h.

Z jednotlivých rovností |A_1| = b_1, |A_2| = b_1b_2, . . . , |Ah| = b_1b_2 . . . bh u¿ pøímo vyplývá nenulovost vźech minorù |Ak| pro k ≤ h.

Zároveò platí rovnosti b_1 = |A_1|, b_2 = |A_2|/|A_1|, . . . , bh = |Ah|/|Ah−_1|. Proto¿e h(B) = h(A) = h, pro h ≤ k ≤ n platí bk = 0 .

(ii) ⇒ (iii) platí triviálnì.

(iii) ⇒ (iv): Nechż platí (iii). Doká¿eme, ¿e matici A mù¿eme upravit na diagonální tvar

A ≡ diag(|A_1|, |A^2|

|A_1| , . . . , |Ah| |Ah−_1| , 0, . . . , 0) jen pomocí úprav typu (1^+).

Proto¿e a_{11} = |A_1| ≠ 0, mù¿eme pomocí a_{11} vynulovat vźechny ostatní prvky prvního øádku i sloupce matice A. Proto¿e le¿í napravo resp. dole od a_{11}, jde o úpravu typu (1^+).

Dostaneme tak matici v blokovì diagonálním tvaru

A ≡ diag(a_{11}, C^{(1)}),

kde C^{(1)} = (c^{(1)}ij ) je matice rozmìru (n − 1) × (n − 1) nad K. Vzhledem na charakter provádìných sloupcových a øádkových úprav platí

A_2 = a_{11} a_{12} a_{21} a_{22} ≡ a_{11} 0 0 c^{(1)}_{11} , a rovnì¿ |A_2| = a_{11}c^{(1)}_{11} , a tedy

c^{(1)}_{11} =

|A_2| a_{11}^=

|A_2| |A_1| ≠ 0.

Pomocí prvku c^{(1)}_{11} ≠ 0 mù¿eme nyní vynulovat vźechny ostatní prvky prvního øádku i sloupce matice C^{(1)}. Opìt jde o úpravu typu (1^+) na matici diag(a_{11}, C^{(1)}).

Dostaneme tak matici v blokovì diagonálním tvaru

A ≡ diag(a_{11}, C^{(1)}) ≡ diag(|A_1|, |A^2|

|A_1|

, C^{(2)}),

kde C^{(2)} = (c^{(2)}ij ) ∈ K^(n−^{2)}×^(n−^{2)}.

Stejnou úvahou jako v pøedeźlém pøípadì dospìjeme k závìru, ¿e

c^{(2)}_{11} =

|A_3| |A_2| ≠ 0.

Takto mù¿eme pokraèovat tak dlouho, a¿ dokud nedospìjeme k blokovì diagonálnímu tvaru

A ≡ diag(|A_1|, |A^2|

|A_1| , . . . , |Ah| |Ah−_1| , C^(h^)),

kde C^(h^) ∈ K^(n−h^)×^(n−h^). Vzhledem na to, ¿e obì matice mají hodnost h, (pokud h < n) je matice C^(h^) identicky nulová.

(iv) ⇒ (i) je opìt triviální.

Vìta 8. (Sylvestrovo kritérium) Nechż

A ∈ R n×n je symetrická matica. Potom

(a) A je kladnì de˛nitní právì tehdy, kdy¿ |Ak| > 0 pre vźechny 1 ≤ k ≤ n;

(b) A je zápornì de˛nitní právì tehdy, kdy¿ (−1)k|Ak| > 0 pre vźechna 1 ≤ k ≤ n.

Dùkaz. (a) Nechż A je kladnì de˛nitní. Pak

existuje regulární matice P ∈ R n×n, tak, ¿e A = PT · P. Proto¿e |P| ≠ 0, máme

|A| = |PT | · |P| = |P|^2 > 0.

Pro ka¿dé 1 ≤ k ≤ n oznaème Sk = [e_1, . . . , ek] vektorový podprostor v R n generovaný prvními k vektory kanonické báze ε.

Dále de˛nujme qk = q ¯ Sk zú¿ení kvadratické formy q(x) = xT · A · x na podprostor S_k.

Zøejmì ka¿dé qk je kladnì de˛nitní kvadratická forma, která má v bázi (e_1, . . . , ek) podprostoru Sk matici Ak. Tedy ka¿dá z matic Ak, 1 ≤ k ≤ n, je kladnì de˛nitní. Podle první èásti dùkazu z toho vyplývá, ¿e |A_k| > 0.

Nechż naopak vźechny minory |Ak|, 1 ≤ k ≤

n, jsou kladné. Potom h(A) = n a podle Ja-

cobiho vety platí

A ≡ diag(|A_1|, |A^2|

|A_1| , . . . , |An| |An−_1|^) .

Proto¿e vźechny diagonální prvky v poslední matici jsou kladné, A je kladnì de˛nitná.

(b) vyplývá z (a) na základì faktu, ¿e A je zápornì de˛nitní právì tehdy, kdy¿ −A je kladnì de˛nitní, a rovnosti | − Ak| = (−1)k|Ak| splnìné pro vźechny k ≤ n.

12.3. Kvadriky v R^n

Dùle¿itým pøípadem implicitnì reprezentovatelných køivek jsou ku¿eloseèky. Ku¿eloseèku obdr¿íme jako prùnik roviny s ku¿elem. Rozliźujeme tøi základní typy: elipsa, hyperbola a parabola. V normálním tvaru mají následující reprezentaci:

elipsa: x^2/a^2 + y^2/b^2 = 1, hyperbola: x^2/a^2 − y^2/b^2 = 1, parabola: y^2 = 2px.

Obecnì lze ku¿elové øezy popsat pomocí rov-

nic tvaru

a · x^2 + b · y^2 + c · x · y + d · x + e · y + f = 0.

Koule je pøíklad kvadriky. Kvadriky jsou plochy v prostoru odpovídající ku¿elovým øezùm v rovinì. Získáme je jako nulové mno¿iny rovností tvaru

a · x^2 + b · y^2 + c · z^2 + d · x · y + e · x · z +f · y · z + g · x + h · y + i · z + j = 0, tj. tyto se reprezentují pomocí kvadratické rovnosti, z èeho¿ vzniklo jejich jméno.

Poèet typù je mnohonásobnì vìtźí ne¿ pro ku- ¿elové øezy:

Ku¿el: x^2/a^2 + y^2/b^2 − z^2 = 0 Dvojdílný hyperboloid:

x^2/a^2 − y^2/b^2 − z^2 = 1

Jednodílný hyperboloid:

x^2/a^2 + y^2/b^2 − z^2 = 1

Elipsoid: x^2/a^2 + y^2/b^2 + z^2 = 1 Eliptická válcová plocha:

x^2/a^2 + y^2/b^2 = 1

Eliptický paraboloid:

x^2/a^2 + y^2/b^2 + 2cz = 0

Hyperbolický paraboloid:

x^2/a^2 − y^2/b^2 + 2cz = 0

Hyperbolická válcová plocha:

x^2/a^2 − y^2/b^2 = 1

Parabolická válcová plocha:

x^2/a^2 − 2by = 0

Kvadriky v R n jsou mno¿iny {(x_1, x_2, . . . , xn) :^∑ i,j aijxixj+^∑ i bixi+c = 0} tj. mno¿iny øeźení rovnice

xT Ax + bx + c = 0, kde A je symetrická matice typu n × n, b je vektor typu n a c je reálný skalár.

Toto vyjádøení je v a˛nních souøadnicích tj. je dán poèátek P a vektory u_1, u_2, . . . , un tak, ¿e bod X = P +^∑i xiui.

Hledáme nové a˛nní souøadnice, v nich¿ má kvadrika co nejjednoduźźí vyjádøení.

A˛nní zámìna souøadnic je ve tvaru

y_1 y_2 . yn = S x_1 x_2 . xn + c_1 c_2 . cn

kde S je regulární matice a (c_1, c_2, . . . , cn) = cT je posunutí poèátku souøadnic.

Matici A lze lineární zámìno souøadnic pøevést na diagonální tvar s +1, −1, 0.

Mohou pak nastat následující pøípady:

(1) Nechż hodnost r matice A je rovna n. Potom mù¿eme formu o signatuøe (s_+, s−, 0) pøevést na tvar

y^2_1 + . . . + y^2s_+ − y^2s_{++1} − . . . − y^2n + b′_1y_1 + . . . + b′nyn + c′ = (y_1 + b^{01}_2 )^2 + . . . + (ys_+ +

b^0_{s+} 2 )2

−(ys_{++1} −

b^0_{s++1} 2 )2 − . . . − (yn − b^{0n}2 )2 + d

= z^2_1 + . . . + z^2s_+ − z^2s_{++1} − . . . − z^2n + d = 0.

(2) Nechż hodnost r matice A je rovna r < n. Potom mù¿eme formu o signatuøe (s_+, s−, s_0) pøevést na tvar

y^2_1 + . . . + y^2s_+ − y^2s_{++1} − . . . − y^2r + b′r_{+1}yr_{+1} + . . . + b′nyn + c′ = 0

Rozdìlme pøípad (2) na následující èásti: (2a) Nechż b′k ≠ 0 pro jisté r < k ≤ n. Potom mù¿eme formu pøevést na tvar z^2_1 + . . . + z^2s_+ − z^2s_{++1} − . . . − z^2r + zr_{+1} = 0

(2b) Nechż b′k = 0 pro vźechna r < k ≤ n a c′ ≠ 0. Potom mù¿eme formu pøevést na tvar

z^2_1 + . . . + z^2s_+ − z^2s_{++1} − . . . − z^2r ± 1 = 0 (2c) Nechż b′k = 0 pro vźechna r < k ≤ n a c′ = 0. Potom mù¿eme formu pøevést na tvar

z^2_1 + . . . + z^2s_+ − z^2s_{++1} − . . . − z^2r = 0

Máme pak

kru¿nice, elipsa: x^2 + y^2 = 1, prázdná mno¿ina: x^2 + y^2 = −1, bod: x^2 + y^2 = 0, hyperbola: x^2 − y^2 = 1, dvì rùznobì¿né pøímky: x^2 − y^2 = 0, parabola: x^2 + y = 0, dvì rovnobì¿né pøímky: x^2 = 1, jedna pøímka: x^2 = 0.