11. BILINEÁRNÍ A KVADRATICKÉ FORMY

Nejjednoduźźím netriviálním pøíkladem multilineárních zobrazení jsou tzv. bilineární zobrazení. Z nich se budeme soustøedit hlavnì na bilineární formy, t. j. na bilineární zobrazení s hodnotami v pøísluźném èíselném tìlese. Od bilineárních forem je u¿ jen krok k tzv. kvadratickým formám.

Tímto krokem vystoupíme ze svìta objektù lineárních (t. j. þprvého stupnìß) a dostaneme sa do svìta objektù kvadratických (t. j. þdruhého stupnìß).

V celé kapitole K oznaèuje nìjaké pevné ale jinak libovolné èíselné tìleso. Vektorovým prostorem budeme rozumìt vektorový prostor nad K.

11.1. Bilineární zobrazení a

bilineární formy

Nechż U, V , W jsou vektorové prostory nad èíselným tìlesem K. Øíkáme, ¿e F : U × V → W je bilineární zobrazení, pokud pro vźechna x, x_1, x_2 ∈ U, y, y_1, y_2 ∈ V a c_1, c_2 ∈ K platí F (x, c_1y_1 + c_2y_2) = c_1F (x, y_1) + c_2F (x, y_2), F (c_1x_1 + c_2x_2, y) = c_1F (x_1, y) + c_2F (x_2, y).

Zobrazení F : U × V → W je bilineární právì tehdy, kdy¿ pro libovolné pevné x ∈ U je pøiøazením y → F (x, y) de˛nované lineární zobrazení

V → W a pro libovolné pevné y ∈ V je pøiøaze-

ním x → F (x, y) de˛nované lineární zobrazení U → W . 2

Pøíklad 1. (a) Pro pevné m, n, p je pøedpi-

sem F (A, B) = A·B dané bilineární zobrazení F : Km×n ×Kn×p → Km×p. Tedy násobení matic je bilineární zobrazení mezi vektorovými prostory matic pøísluźných rozmìrù.

(b) Pro libovolné vektorové prostory U, V je pøedpisem F (φ, x) = φ(x) de˛nované bilineární zobrazení F : L(V, U ) × V → U.

To znamená, ¿e na dosazení argumentu do funkce se mù¿eme dívat jako na bilineární zobrazení na pøísluźných vektorových prostorech.

Nejdùle¿itìjźím pøípadem takovéhoto bilineárního zobrazení je tzv. dualita V ∗ × V → K.

(c) Pro libovolné vektorové prostory U, V , W je pøedpisem F (φ, ψ) = φ ∘ ψ de˛nované bilineární zobrazení F : L(V, U ) × L(W, V) → L(W, U ). Tedy kompozici mù¿eme chápat jako bilineární zobrazení na uvedených vektorových priestoroch lineárních zobrazení.

Bilineární formou na vektorových prostorech U, V rozumíme libovolné bilineární zobrazení F : U × V → K.

Nechż U, V jsou koneènì rozmìrné vektorové prostory s bázemi α = (u_1, . . . , um) resp. β =

(v1, . . . , vn). Potom pro libovolnou matici A = (aij) ∈ Km×n je pøedpisem

F (x, y) = (x)Tα · A · (y)β = m∑ i=1 n∑ j=1 aijxiyj, kde (x)α = (x_1, . . . , xm)^T , (y)_β = (y_1, . . . , yn)^T jsou souøadnice vektorù x ∈ U, y ∈ V v pøísluźných bazích, de˛novaná bilineární forma F : U ×V → K. Obrácenì, ka¿dá bilineární forma na vektorových prostorech U, V má uvedený tvar pro jednoznaènì urèenou matici A ∈ K^{m×n}.

Maticí bilineární formy F : U ×V → K vzhledem na báze α, β nazýváme matici [F ]α,β = (F (ui, vj)) ∈ Km×n, která je slo¿ena z hodnot formy F na dvojicích vektorù bazí α, β.

Tvrzení 2. Nechż U, V jsou koneènì roz-

mìrné vektorové prostory s bázemi α, resp. β a F : U × V → K je bilineární forma. Potom pro vźechna x ∈ U, y ∈ V platí F (x, y) = (x)Tα · [F ]α,β · (y)β a A = [F ]_{α,β} je jediná matice s touto vlastností.

Dùkaz. Nechż (x)α = (x_1, . . . , xm)^T , (y)_β =

(y_1, . . . , yn)T jsou souøadnice vektorù x ∈ U,

y ∈ V v pøísluźných bazích α = (u1, . . . , um), β = (v_1, . . . , vn).

S pou¿itím bilinearity F dostáváme

F (x, y)= F (x_1u_1 + . . . + xmum, y_1v_1 + . . . + ynvn) = ∑m i=1 ∑n j=1 xiyjF (ui, vj) = (x)Tα · [F ]α,β · (y)β.

Uká¿eme, ¿e pro libovolnou matici A = (aij) ∈ Km×n platí (∀ x ∈ U)(∀ y ∈ V ) (F (x, y) = (x)Tα · A · (y)β) ⇒ A = [F ]α,β.

Máme F (u_i, v_j) = (u_i)^T_α · A · (v_j)_β = e^T_i · A · e_j = a_{ij}.

Speciálnì ka¿dá bilineární forma F : Km × Kn → K na (sloupcových) vektorových prostorech Km, Kn má tvar

F (x, y) = xT · A · y = m∑ i=1 n∑ j=1 aijxiyj, kde A = [F ]ε_{(m)},ε_{(n)} je matice formy F vzhledem na kanonickou bázi ε^{(m)}, ε^{(n)}. 7

Tvrzení 3. Nechż V_1, V_2 jsou koneènì roz-

mìrné vektorové priestory nad èíselným tìlesem K, α_1, β_1 jsou dvì báze prostoru V_1, α_2, β_2 jsou dvì báze priestoru V_2 a F : V_1 × V_2 → K je bilineární forma. Potom

[F ]β_1,β_2 = (Pα_1,β_1)T · [F ]α_1,α_2 · Pα_2,β_2.

Dùkaz. Oznaème A = [F ]α_1,α_2, B = [F ]_{β1,β2}

matice formy F v pøísluźných bazích. Pro libovolné vektory x ∈ V_1, y ∈ V_2 platí (x)Tβ_1·B · (y)β_2 = F (x, y)

= (x)Tα_1 · A · (y)α_2 = (Pα_1,β_1 · (x)β_1)T · A · (Pα_2,β_2 · (y)β_2) = (x)Tβ_1 · ((Pα_1,β_1)T · A · Pα_2,β_2) · (y)β_2.

Pøíklad 4. Nechż F : K^m × K^n → K

je bilineární forma a α, β jsou nìjaké báze prostorù K^m, resp. K^n. Oznaème A = [F ]α,β, M = [F ]ε_{(m)},ε_{(n)} matice formy F vzhledem na báze α, β, resp. vzhledem na kanonické báze ε^{(m)}, ε^{(n)}. Pak platí

A= (Pε_{(m)},α)T · M · Pε_{(n)},β = α^T · M · β,

M= (Pα,ε_{(m)})T · A · Pβ,ε_{(n)} = (α−^1)^T·A · β−^1.

Tvrzení 5. Nechż U je m-rozmìrný a V je

n-rozmìrný vektorový prostor nad èíselným tìlesem K. Potom pro libovolné matice A, B ∈ Km×n jsou následující podmínky ekvivalentní:

(i) A, B jsou matice té stejné bilineární formy F : U × V → K vzhledem na nìjaké dvì dvojice bazí prostorù U, V ;

(ii) existují regulární matice P ∈ Km×m, Q ∈ Kn×n takové, ¿e B = P · A · Q;

(iii) h(A) = h(B).

Dùkaz. Zøejmé.

Na základì uvedeného tvrzení mù¿eme korektnì de˛novat hodnost h(F ) bilineární formy F na koneènì rozmìrných vektorových prostorech jako hodnost jejich matice vzhledem k libovolné dvojice bazí.

Dùsledek 6. Pro ka¿dou bilineární formu

F : U × V → K na koneènì rozmìrných vektorových prostorech nad èíselným tìlesem K mù¿eme zvolit bázi α prostoru U a bázi β prostoru V tak, ¿e F má vzhledem k bazím α, β matici v blokovém tvaru [F ]α,β = Ih 0h,n−h 0m−h,h 0m−h,n−h , kde m = dimU, n = dimV a h = h(F ).

Je-li F : U × V → K libovolná bilineární forma, tak pro ka¿dé y ∈ V je pøedpisem φy(x) = F (x, y) de˛novaný lineární funkcionál φy : U → K, t. j. prvek duálu U∗ = L(U, K) vektorového prostoru U.

Polo¿íme-li F ∗(y) = φy, je tím de˛nované zobrazení F ∗ : V → U∗.

Budeme se zabývat otázkou, pro jaké F má ka¿dý lineární funkcionál φ ∈ U^∗ tvar φ = F^∗(y) pro nìjaké, pøípadnì pro jediné y ∈ V .

Vìta 7. (a) Nechż U, V jsou vektorové pro-

story a F : U × V → K je bilineární forma. Potom F ∗ : V → U∗ je lineární zobrazení.

(b) Jsou-li U, V koneènì rozmìrné, pak h(F ∗) = h(F ). V dùsledku toho je F^∗ injektivní právì tehdy, kdy¿ h(F ) = dimV , a F ∗ je surjektivní právì tehdy, kdy¿ h(F ) = dimU.

Dùsledek 8. Nechż U, V jsou koneènì

rozmìrné vektorové prostory stejné dimenze. Potom pro ka¿dou bilineární formu F : U ×V → K jsou následující podmínky ekvivalentní:

(i) F^∗ : V → U^∗ je lineární izomor˛smus;

(ii) h(F ) = dimV ;

(iii) pro libovolné báze α, β prostorù U, resp. V je [F ]_{α,β} regulární matice.

Dùkaz. (a) - pøímým výpoètem. (b) Po-

lo¿me dimV = n, zvolme nìjaké báze α, β prostorù U, resp. V a oznaème A = [F ]α,β matici formy F vzhledem k nim. Potom

KerF^∗= {y ∈ V ; (∀ x ∈ U )(F (x, y) = 0}

= {y ∈ V ; (∀ x ∈ U )((x)Tα · A · (y)β = 0} = {y ∈ V ; A · (y)β = 0}, Proto¿e y → (y)β je lineární izomor˛zmus

V → Kn, je nutnì KerF ∗ ∼= R(A) a tedy

dimKerF^∗ = dimR(A) = n−h(A) = n−h(F ).

Zároveò h(F ∗) = dimImF ∗ = n−dimKerF ∗ = h(F ). F ∗ je prosté (surjektivní) právì tehdy, kdy¿

dimKerF^∗ = 0 (dimImF^∗ = dimU) tj.

h(F ) = n = dimV (h(F ) = dimU).

Nechż U, V jsou koneènì rozmìrné vektorové prostory stejné dimenze. Bilineární forma F :

U × V → K sa nazývá regulární, pokud splòuje

nìkterou (a tedy vźechny) z podmínek posledního dùsledku; v opaèném pøípadì se F nazývá singulární.

Mù¿eme pak zvolit bázi α prostoru U a bázi β prostoru V tak, ¿e F má vzhledem k bazím α, β matici [F ]α,β = In, kde dimU = dimV = n.

11.2. Symetrické bilineární formy a kvadratické formy

V této èásti se budeme výluènì vìnovat bilineárními formami, ve kterých první i druhá promìnná probíhá nad tím stejným vektorovým prostorem V , t. j. bilineárními formami tvaru F : V × V → K. Budeme je nazývat bilineárními formami na vektorovém prostoru V .

Bilineární forma F : V^2 → K se nazývá symetrická, pokud pro vźechna x, y ∈ V platí

F (x, y) = F (y, x).

Bilineární forma F : V^2 → K sa nazývá antisymetrická, pokud pro vźechna x, y ∈ V platí

F (x, y) = −F (y, x).

Tvrzení 9. Nechż F je bilineární forma na

vektorovém prostoru V nad èíselným tìlesem K. Pak F mù¿eme rozlo¿it na souèet

F = F_0 + F_1

pro jednoznaènì urèené bilineární formy F_0, F_1 na V , pøièem¿ F_0 je symetrická a F_1 je antisymetrická.

Dùkaz. Pre vźechna x, y ∈ V polo¿me

F_0(x, y)=^1_2(F (x, y) + F (y, x)), F_1(x, y)=^1_2(F (x, y) − F (y, x)).

Lze snadno ovìøit, ¿e F_0 i F_1 jsou bilineární formy na V , F_0 je symetrická, F_1 je antisymetrická a pro vźechna x, y ∈ V platí F (x, y) = F_0(x, y) + F_1(x, y).

Zbývá ovìøit jednoznaènost F_0 a F_1. Nechż F =

G_0 + G_1 je druhý takovýto rozklad. Pak ze sy-

metrie F_0, G_0 a z antisymetrie F_1, G_1 plyne F_0(x, y) − F_1(x, y)= F_0(y, x) + F_1(y, x) = G_0(y, x) + G_1(y, x) = G_0(x, y) − G_1(x, y) pro vźechna x, y ∈ V .

Seètením resp. odeètením rovností F_0(x, y) + F_1(x, y)= G_0(x, y) + G_1(x, y), F_0(x, y) − F_1(x, y)= G_0(x, y) − G_1(x, y) obdr¿íme po¿adované vztahy F_0(x, y) = G_0(x, y) a F_1(x, y) = G_1(x, y).

Je-li F bilineární forma na koneènì rozmìrném vektorovém prostoru V s bází α = (u_1, . . . , u_n), tak pod maticí formy F vzhledem na tuto bázi budeme rozumìt její matici vzhledem na dvojici bazí α, α; znaèíme ji [F ]α. Tedy [F ]α = [F ]α,α = (F (ui, uj))n×n.

Pøipomeòme, ¿e ètvercová matice A = (aij)n×n sa nazývá symetrická, pokud A = AT , t. j. pokud pro vźechna i, j ≤ n platí aij = aji; podobne, A sa nazývá antisymetrická, pokud A = −AT , t. j. pokud pro vźechna i, j ≤ n platí aij = −aji.

Tvrzení 10. Nechż α je libovolná báze

koneènì rozmìrného vektorového prostoru V a F : V^2 → K je bilineární forma na V . Potom

(a) F je symetrická právì tehdy, kdy¿ její matice [F ]α je symetrická;

(b) F je antisymetrická právì tehdy, kdy¿ její matice [F ]α je antisymetrická.

Násobení v èíselném tìlese mù¿eme chápat jako bilineární formu F : K^2 → K, kde F (a, b) = ab pro a, b ∈ K. Ztoto¿nìním první a druhé promìnné dostáváme zobrazení q : K → K, kde q(a) = F (a, a) = a^2, t. j. þa-kvadrátß.

Zevźeobecnìním tohoto postupu dospìjeme k pojmu kvadratické formy. 20

Zobrazení q : V → K vektorového prostoru V do èíselného tìlesu K sa nazývá kvadratická forma na V , pokud existuje bilineární forma F : V^2 → K taková, ¿e pro vźechna x ∈ V platí

q(x) = F (x, x).

Øíkáme, ¿e bilineární forma F indukuje kvadratickou formu q.

Je-li F : V^2 → K nìjaká bilineární forma a G :

V^2 → K je libovolná antisymetrická bilineární

forma, tak F (x, x) = F (x, x)+G(x, x), neboż nutnì G(x, x) = 0. Zejména

F (x, x) = F_0(x, x).

Polární formou kvadratické formy q : V → K nazýváme symetrickou bilineární formu F : V^2 → K, která indukuje formu q.

Tvrzení 11. Nechż q je kvadratická forma

na vektorovém prostoru V nad èíselným tìlesem K. Potom existuje jediná symetrická bilineární forma F : V^2 → K tak, ¿e

q(x) = F (x, x)

pro vźechna x ∈ V .

Dùkaz. Pokud F je libovolná bilineární forma

na V , která indukuje q, pak hledaná polární forma k q je daná vztahem

F_0(x, y) =^1_2(F (x, y) + F (y, x)).

Tvrzení 12. Nechż q : V → K je kvadra-

tická forma a F : V^2 → K je její polární forma. Potom pro libovolné x, y ∈ V platí

F (x, y)=^1_2(q(x + y) − q(x) − q(y))

= 12(q(x) + q(y) − q(x − y)) = 14(q(x + y) − q(x − y))

Dùkaz. Pøímým výpoètem.

Tyto rovnosti jsou jednoduchým zevźeobecnìním známých vzorcù

ab=^1_2((a + b)^2 − a^2 − b^2)

= 12(a2 + b2 − (a − b)2) = 14((a + b)2 − (a − b)2)

platných pro libovolné a, b ∈ K.

Maticí kvadratické formy q : V → K na koneènì rozmìrném vektorovém prostoru V nad èíselným tìlesem vzhledem na bázi α nazýváme matici její polární formy vzhledem na tuto bázi a znaèíme ji [q]α. Matice [q]α je tímto po¿adavkem jednoznaènì urèená a je to v¿dy symetrická matice.

Hodností kvadratické formy q potom nazýváme hodnost její matice vzhledem na jakoukoliv bázi a znaèíme ji h(q). Zøejmì hodnost h(q) nezávisí od volby báze a rovná sa hodnosti h(F ) pøísluźné polární formy. Kvadratická forma sa nazývá regulární, resp. singulární, pokud má pøísluźnou vlastnost její polární forma.

11.3. Diagonalizace kvadratických a symetrických bilineárních forem

Je-li F : V^2 → K je libovolná bilineární forma na koneènì rozmìrném vektorovém priestoru V a A = (aij)n×n je její matice vzhledem k nìjaké bázi α prostoru V , tak pro indukovanou kvadratickou formu q : V → K a vźechna

x ∈ V platí

q(x) = F (x, x) = (x)Tα·A·(x)α = n∑ i=1 n∑ j=1 aijxixj, kde (x)α = (x_1, . . . , xn)T jsou pøísluźné souøadnice.

Pokud F je navíc symetrická, t. j. pokud A je pøímo matice formy q v bázi α, tak uvedený výraz mù¿eme dále upravit na tvar

q(x) = n∑ i=1 aiix^2i + 2 ∑ 1≤i<j≤n aijxixj.

Volbou vhodné báze, tj. þzavedením nových súradnícß, se mù¿eme zbavit vźech sèítancù

aijxixj obsahujících smíźené èleny a upravit tak

celý výraz na diagonální tvar

q(x) = n∑ i=1 aiix^2i .

Pøísluźný výpoèet mù¿eme uskuteènit pomocí tzv. Lagrangeovej metódy, která pou¿íva dva typy úprav: jednak metodu doplnìní na ètverec, známou ze støední źkoly, jednak substituci

xixj =^1_4(xi + xj)^2 −^1_4(xi − xj)^2, kterou pou¿ijeme v pøípadì, kdy¿ pro i ≠ j je aij ≠ 0, ale aii = ajj = 0.

Pøíklad 13. Kvadratická forma q : R^4 → R

je pro x = (x_1, x_2, x_3, x_4)^T ∈ R^4 daná pøedpisem q(x)= − 2x^2 + x_1x_2 + 2x_2x_3 − 3x_3x_4

= xT · 0 1/2 0 0 1/2 −2 1 0

0 1 0 −3/2

0 0 −3/2 0 · x .

Vźechny smíźené èleny obsahující x_2 pøipojíme k èlenu −2x^2 a doplníme na ètverec:

q(x) = −2(x^2 −^1_2x_1x_2 − x_2x_3) − 3x_3x_4 = − 2((x_2 −^1_4x_1 −^1_2x_3)^2 −^1_{16}x^2_1 −^1_4x^2_3 −^1_4x_1x_3) − 3x_3x_4 = −^1_8(x_1 − 4x_2 + 2x_3)^2 +^1_8x^2_1 +^1_2x^2_3 +^1_2x_1x_3 − 3x_3x_4 .

Poté pøipojíme smíźené èleny obsahující x_1 k èlenu 1 8x^2_1 a doplníme na ètverec. Dostaneme

q(x)= −^1_8(x_1 − 4x_2 + 2x_3)^2

+ 18(x21 + 4x23 + 4x1x3) − 3x3x4

= −^1_8(x_1 − 4x_2 + 2x_3)^2

+ 18(x1 + 2x3)2 − 3x3x4 .

Po pou¿ití uvedené substituce koneènì máme q(x)= −^1_8(x_1 − 4x_2 + 2x_3)^2 +^1_8(x_1 + 2x_3)^2 −^3_4(x_3 + x_4)^2 +^3_4(x_3 − x_4)^2.

Pokud na R^4 zavedeme nové souøadnice y =

(y_1, y_2, y_3, y_4)T , kde

y_1= x_1 − 4x_2 + 2x_3 y_2= x_1 + 2x_3 y_3= x_3 + x_4 y_4= x_3 − x_4, tak pùvodní kvadratická forma q v nich získá diagonální tvar

q(x) = q′(y) = −^1_8y^2_1 +^1_8y^2 −^3_4y^2_3 +^3_4y^2_4 .

Matice

Q = 1 −4 2 0

1 0 2 0 0 0 1 1 0 0 1 −1

zabezpeèuje zmìnu souøadnic y = Q · x.

Q je maticí pøechodu z kanonické báze ε do takové báze α prostoru R^4, v které pro vźechna x ∈ R^4 platí (x)α = y = Q · x.

To znamená, ¿e Q = Pα,ε = α−^1. Tedy

α = Q−^1, tj. hledaná báze α je tvoøená sloupci

matice

Q−^1 =

0 1 −1 −1 −1/4 1/4 0 0

0 0 1/2 1/2 0 0 1/2 −1/2 .

Pøíklad 14. Nejednoznaènost diagonálního

tvaru a pøísluźné transformace souøadnic.

q(x, y)= 10x^2 + 5y^2 − 2xy = (x + 2y)^2 + (3x − y)^2

= 110(10x − y)2 + 4910y2.

Tvrzení 15. Nechż α, β jsou dvì báze

koneènì rozmìrného vektorového prostoru V a F : V^2 → K je bilineární forma na V . Potom pro matice A = [F ]α, B = [F ]β formy F v tìchto bazích platí B = (Pα,β)T · A · Pα,β.

Ètvercové matice A, B ∈ Kn×n se nazývají kongruentní, píźeme A ≡ B, pokud existuje regulární matice P ∈ Kn×n tak, ¿e

B = PT · A · P.

Zøejmì kongruentní matice mají stejnou hodnost. Dále pro libovolné matice A, B, C ∈ Kn×n platí A ≡ A, A ≡ B ⇒ B ≡ A, A ≡ B & B ≡ C ⇒ A ≡ C.

Jinak øeèeno, vztah kongruence je re‚exivní, symetrický a tranzitivní, t. j. je ekvivalencí na mno¿inì Kn×n.

Dále platí implikace

A ≡ B & B = BT ⇒ A = AT , t. j. pokud je jedna z dvou kongruentních matic symetrická, tak je symetrická i druhá z nich.

Vìta 16. Nechż V je n-rozmìrný vektorový

prostor nad èíselným tìlesem K. Potom pro libovolné symetrické matice A, B ∈ Kn×n jsou následující podmínky ekvivalentní:

(i) A, B jsou matice té stejné symetrické bilineární formy F : V × V → K vzhledem k nìjakým dvìma bazím prostoru V ;

(ii) A, B jsou matice té stejné kvadratické formy q : V → K vzhledem k nìjakým dvìma bazím prostoru V ;

(iii) A ≡ B.

Matice A, B ∈ Kn×n jsou kongruentní prostøednictvím regulární matice P ∈ Kn×n. Matici P mù¿eme upravit na jednotkovou matici In pomocí elementárních sloupcových úprav, kterým zodpovídá rozklad matice P na souèin elementárních matic

P = E_1 · . . . · Ek.

Potom B= PT · A · P = (E_1 · . . . · Ek)T · A · (E_1 · . . . · Ek) = ETk · . . . · ET_1 · A · E_1 · . . . · Ek

Nechż C ∈ Kn×n je libovolná matice a E ∈

Kn×n je elementární matice, která odpovídá

nìjaké ESO. Matice ET · C · E a C jsou kongruentní a navíc matice ET odpovídá þstejnéß ERO, jako byla ESO reprezentovaná maticí E. Pøesnìji,

(a) pokud E odpovídala výmìnì i-tého a jtého sloupce, tak ET odpovídá výmìnì itého a j-tého øádku;

(b) pokud E odpovídala vynásobení i-tého sloupce nenulovým skalárem c ∈ K, tak ET zodpovídá vynásobení i-tého øádku tímté¿ stejným skalárem c;

(c) pokud E odpovídala pøipoètení c-násobku i-tého sloupce k j-tému sloupci, tak ET zodpovídá pøiètení c-násobku i-tého øádku k j-tému øádku.

Matice ET · C · E tedy vznikne z matice C pomocí dvojice symetricky sdru¿ených elementárních úprav { jedné ESO a jedné ERO. Navíc z asociativity násobení platí ET · (C · E) = (ET · C) · E, je tedy jedno, v jakém poøadí obì úpravy provedeme.

Úprava symetrické matice A ∈ Kn×n na s ní kongruentní diagonální matici B ∈ Kn×n se realizuje v koneèné posloupnosti krokù, z kterých ka¿dý sestáva z jedné ESO a s ní symetricky sdru¿ené ERO. Posloupností pøísluźných ESO provedených na jednotkové matici In získáme té¿ pøísluźnou matici pøechodu P takovou, ¿e platí B = PT · A · P.

Celý postup mù¿eme struènì zachytit pomocí schématu A ESO ERO^{- B}

In ESO_{- P}

Byla-li A matice nìjaké symetrické bilineární formy, pøípadnì kvadratické formy v bázi α, tak B je maticí této formy v bázi β = α · P (t. j. P = Pαβ).

Pokud A je maticí pøísluźné formy na (sloupcovém) vektorovém prostoru Kn v kanonické bázi α = ε^{(n)}, tak β = P, t. j. vektory nové báze β jsou pøímo sloupce matice P. 38

Vìta 17. Nechż V je koneènì rozmìrný vek-

torový prostor nad èíselným tìlesem K. Potom

(a) ka¿dá symetrická matice A ∈ Kn×n je kongruentní s nìjakou diagonální maticí;

(b) ka¿dá symetrická bilineární forma F : V^2 → K má ve vhodné bázi prostoru V diagonální matici;

(c) ka¿dá kvadratická forma q : V → K má ve vhodné bázi prostoru V diagonální matici.

Dùkaz. Staèí dokázat jen tvrzení (a), tvr-

zení (b), (c) jsou u¿ jeho bezprostøedními dùsledky. Popíźeme algoritmus, který nám øíká, jaké ESO a ERO je nutno postupnì aplikovat na matici A. V celém postupu sa pou¿ívají dva typy úprav: 39

(1) Nechż i ≤ n je nejmenźí index takový, ¿e aii ≠ 0. Potom postupnì pro ka¿dé j ≤ n takové, ¿e j ≠ i a aij = aji ≠ 0, pøipoèteme k j-tému sloupci matice

(−a^{ij}a_{ii} )-násobek

i-tého sloupce a v takto získané matici pøipoèteme

(−a^{ji}a_{ii} )-násobek

i-tého øádku k j-tému øádku.

Tedy pomocí diagonálního prvku aii ≠ 0 vynulujeme vźechny ostatní nenulové prvky i-tého øádku i sloupce.

(2) Nechż pro ka¿dé i ≤ n platí: je-li aii ≠ 0, tak aij = aji = 0 pro ka¿dé j ≠ i.

Nechż k ≤ n je nejmenźí index takový, ¿e akk = 0, ale k-tý øádek není identicky nulový.

Nechż dále j ≤ n je nejmenźí index takový, ¿e akj = ajk ≠ 0. Potom ke k-tému sloupci matice pøipoèteme její j-tý sloupec a ke k-tému øádku takto získané matice pøipoèteme její j-tý riadok.

Výsledná matice má na místì (k, k) prvek akj + ajk = 2ajk ≠ 0.

Úpravy typu (1) mají pøednost, t. j. vykonáváme je tak dlouho, jak je to jenom mo¿né nebo dokud nezískáme diagonální matici.

V opaèném pøípadì aplikujeme jednu úpravu typu (2). Po ní nikdy nedostaneme diagonální matici a v¿dy mù¿eme aplikovat úpravu typu (1). Takto postupujeme, pokud to jen lze.

Pokud u¿ nemù¿eme aplikovat ¿ádnou z úprav (1), (2), znamená to, ¿e jsme dospìli k diagonální matici.

Proto¿e po ka¿dé úpravì typu (1) pøibudou alespoò dva nulové prvky mimo diagonálu a pøípadné nenulové prvky mimo diagonálu, které pøibyly v jejím dùsledku nebo jedné úpravy typu (2), budou vynulované dalźími úpravami typu (1), celý postup nutnì skonèí po koneèném poètu krokù.

Mimo úprav (1), (2) mù¿eme pou¿ít dalźí dva typy úprav, bez kterých sa sice mù¿eme obejít, ale s jejich pomocí mù¿eme docílit þvhodnìjźíß tvar diagonální matice formy pøípadnì matice prechodu.

(3) Výmìna i-tého a j-tého sloupce matice a vzápìtí i jejího i-tého a j-tého riadku.

(4) Vynásobení i-tého sloupce a vzápìtí i itého øádku matice libovolným nenulovým skalárem c ∈ K (diagonální prvek aii se tím zmìní na c^2aii).

Úpravì (3) odpovídá zámìnì poøadí souøadnic xi ↔ xj a (4) substituci xi/c místo xi.

Pøíklad 18. Budeme upravovat symetrickou

matici

A = 0 1/2 0 0 1/2 −2 1 0

0 1 0 −3/2

0 0 −3/2 0

∈ R^4×^4

na s ní kongruentní diagonální tvar. Zaèneme úpravami typu (1). Nejprve vynulujeme pomocí prvku a_{22} = −2 zbývající nenulové prvky druhého sloupce a øádku.

Za tím úèelem pøipoèteme^1_4-násobek druhého sloupce k prvnímu sloupci a vzápìtí vykonáme stejnou operaci s øádky.

Potom pøipoèteme^1_2-násobek druhého sloupce k tøetímu sloupci a to jisté provedeme s øádky.

Postupnì dostaneme

A ≡ 1/8 0 1/4 0 0 −2 1 0 1/4 1 0 −3/2 0 0 −3/2 0

≡ 1/8 0 1/4 0 0 −2 0 0 1/4 0 1/2 −3/2 0 0 −3/2 0 .

Provedením pøísluźných ESO na jednotkovou matici dostaneme

I_4 =

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 ≀ 1 0 0 0

1/4 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1

≀ 1 0 0 0

1/4 1 1/2 0

0 0 1 0 0 0 0 1

,

pøièem¿ znakem ≀ oznaèujeme sloupcovou ekvivalenci matic. 46

Dále vynulujeme pomocí prvku a_{11} =^1_8 zbývající nenulové prvky prvního sloupce a øádku, t. j. odpoèítáme dvojnásobek prvního sloupce od tøetího a to stejné provedeme s øádky. Pøísluźnou sloupcovou operaci provedeme i na matici získanou z I_4. Obdr¿íme pak matice

A ≡ 1/8 0 0 0 0 −2 0 0

0 0 0 −3/2

0 0 −3/2 0 a I_4 ≀

1 0 −2 0 1/4 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1 .

Proto¿e úpravu typu (1) nemù¿eme dále aplikovat, pou¿ijeme úpravu typu (2). 47

Pøipoèítáme ètvrtý sloupec k tøetímu a to stejné provedeme i pro øádky. Potom u¿ opìt mù- ¿eme pou¿ít úpravu typu (1). Odpoèítame^1_2- násobek tøetího sloupce od ètvrtého a to stejné provedeme i pro øádky. Po provedení pøísluźných ESO na matici získané z I_4 dostaneme výsledek v diagonálním tvaru

A ≡ 1/8 0 0 0 0 −2 0 0 0 0 −3 −3/2 0 0 −3/2 0

≡ 1/8 0 0 0 0 −2 0 0 0 0 −3 0

0 0 0 3/4

= B, a pøísluźnou matici pøechodu

I_4 ≀

1 0 −2 0 1/4 1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 1

≀ 1 0 −2 1 1/4 1 0 0

0 0 1 −1/2 0 0 1 1/2

= P.

Samozøejmì mù¿eme pøevést diagonální matici B a matici pøechodu P na daleko pøíjemnìjźí tvar:

A ≡ 2 0 0 0

0 −2 0 0 0 0 −3 0

0 0 0 3 = B′,

I_4 ≀

4 0 −2 2

1 1 0 0 0 0 1 −1 0 0 1 1 = P′.