10. DETERMINANTY

10.1. Orientovaný objem a multilineární alternující funkce

Otázka: Jak vypadají vzorce pre ploźný obsah rovnobì¿níku v rovinì v R^2, jeho¿ dvì sousední strany tvoøí vektory u = (u_1, u_2)^T , v = (v_1, v_2)^T , resp. pro objem rovnobì¿nostìnu v prostoru R^3, jeho¿ tøi sousední hrany tvoøí vektory u =

(u1, u2, u3)T , v = (v1, v2, v3)T , w = (w1, w2, w3)T ?

Ujasnìní si vlastností takovýchto vzorcù. Uvidíme, ¿e tyto vlastnosti u¿ jednoznaènì (a¿ na volbu jednotkového obsahu èi objemu) urèují hledané vzorce nejen v rovinì èi v tøírozmìrném prostoru. Zobecnìní na n-rozmìrné vektorové prostory K^n nad libovolným èíselnám tìlesem K.

Oznaème P (X) obsah rovinného útvaru X. Zøejmì

P (X) je v¿dy nezáporné reálné èíslo a pro shodné

útvary X, Y platí P (X) = P (Y ). Obsah je navíc aditivní funkce, t. j. pre útvary X, Y také, ¿e P (X ∩ Y ) = 0, platí P (X ∪ Y ) = P (X) + P (Y ).

Koneènì, P (X) = 0 pro libovolnou úseèku X.

Obsah rovnobì¿níka {au + bv; a, b ∈ ⟨0, 1⟩} urèeného vektory u, v ∈ R^2 budeme znaèit P (u, v). Platí pak rovnosti

P (u, v) = P (v, u), P (cu, v) = |c|P (u, v)

pro libovolné u, v ∈ R^2, c ∈ Z. Situace pre c = 3 je znázornìná na následujícím obrázku.

u 3u v

Platnost druhé rovnosti pro vźechna c ∈ Q plyne z platnosti pro vźechna n ∈ N a m ∈ Z. Platnost pre vźechna c ∈ R plyne ze spojitosti obsahu. Uva¿me následující dva obrázky.

x y x + y v O A B C D E x yx + y v O A B C

D

E

V prvním pøípadì urèují vektory x + y, v rovnobì¿ník OABC, vektory y, v rovnobì¿ník ODEC a rovnobì¿ník vektorù x, v je shodný s rovnobì¿níkem DABE. Ze shodnosti trojúhelníkù OAD, CBE potom na základì uvedených vlastností obsahu vyplývá rovnost

P (x + y, v) = P (x, v) + P (y, v).

x y x + y v O A B C D E x yx + y v O A B C

D

E

V druhém pøípadì urèují vektory x, v rovnobì¿ník OABC, vektory x + y, v rovnobì¿ník

ODEC a rovnobì¿ník vektorù y, v je shodný

s rovnobì¿níkem DABE. Ze shodnosti trojúhelníkù ODA, CEB vyplývá P (x, v) = P (x +

y, v) + P (y, v), tedy

P (x + y, v) = P (x, v) − P (y, v),

co¿ je nepøíjemné pøekvapení, urèitì bychome dali pøednost stejnému vzorci.

x y x + y v O A B C D E x yx + y v O A B C

D

E

Vźimnìme si vźak , ¿e kratźí otoèení vektoru y do vektoru v je orientované proti kratźím otoèením vektorù x i x + y do vektoru v.

V druhém pøípadì by sa nám proto hodilo, aby obsah rovnobì¿níka urèeného vektory y, v mìl z tohoto dùvodu opaèné znaménko ne¿ obsahy rovnobì¿níkù pøísluźejících vektorùm x, v resp.

x + y, v.

x y x + y v O A B C D E x yx + y v O A B C

D

E

Tento cíl mù¿eme dosáhnou, pokud místo ploźného obsahu vektorových rovnobì¿níkù budeme uva¿ovat jejich orientovaný ploźný obsah, který mìní znaménko zámìnou poøadí dvou vektorù, tedy mù¿e nabývat i záporné hodnoty.

Pùvodní nezáporný ploźný obsah potom dostaneme jako absolutní hodnotu orientovaného obsahu.

Tento pøístup nám navíc umo¿ní zbavit se absolutní hodnoty v rovnosti P (cu, v) = |c|P (u, v).

Pokud nahradíme reálná èísla libovolným èíselným tìlesem K, provedené úvahy nás pøivádí k následujícím de˛nicím.

Nechż V je vektorový prostor nad èíselným tìlesem K a 1 ≤ n ∈ N . Øíkáme, ¿e zobrazení F V n → K je (a) n-lineární nebo té¿ multilineární, pokud pre ka¿dé 1 ≤ j ≤ n a libovolné vektory

u_1, . . . , uj−_1, uj_{+1}, . . . , un ∈ V pøiøazení x → F (u_1, . . . , uj−_1, x, uj_{+1}, . . . , un) de˛nuje lineární zobrazenie V → K, t. j. pre vźechna x, y ∈ V , a, b ∈ K platí

F ( u_1, . . . , uj−_1, ax + by, uj_{+1}, . . . , un) = aF (u1, . . . , uj−1, x, uj+1, . . . , un) +bF (u1, . . . , uj−1, y, uj+1, . . . , un);

(b) antisymetrické alebo tie¿ alternující, pokud pre vźechna 1 ≤ i < j ≤ n a vźechny vektory

u_1, . . . , un ∈ V platí F (u_1, . . . , ui, . . . , uj, . . . , un) = −F (u_1, . . . , uj, . . . , ui, . . . , un).

Lemma 1. Nechż F : V^n → K je alternující

funkce, K èíselné tìleso, u_1, . . . , un ∈ V a σ je libovolné zobrazení mno¿iny {1, . . . , n} do sebe.

(a) Je-li σ permutace, tak F (u_{σ(1)}, . . . , u_{σ(n)}) = (−1)|σ|F (u1, . . . , un); (b) Pokud σ není permutace, tak F (uσ_{(1)}, . . . , uσ_(n_)) = 0.

Lemma 2. Nechż F V^n → K je multili-

neární alternující funkce. Potom pro libovolné

v_1, . . . , vn ∈ V platí:

(a) Pøipoètením skalárního násobku nìjakého z vektorù k jinému vektoru se hodnota F (v_1, . . . , vn) nezmìní, t. j. pro libovolné c ∈ K a i, j ≤ n platí F (v_1, . . . , vi,. . . , vj + cvi, . . . , vn) = F (v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vn). (b) Pokud jsou vektory v_1, . . . , vn lineárnì závislé, tak F (v_1, . . . , vn) = 0.

Jak vypadají vźechny bilineární (t. j. 2-lineární) alternující funkce F K^2 ×K^2 → K^2 nad èíselným tìlesem K.

Zvolme libovolné vektory u = u_1e_1 + u_2e_2, v =

v_1e_1 + v_2e_2 z K^2. Pokud dvakrát po sebe vy-

u¿ijeme bilinearitu a na závìr antisymetrii F , postupnì dostaneme

F (u, v)=F (u_1e_1 + u_2e_2, v)

=u1F (e1, v) + u2F (e2, v) =u1F (e1, v1e1 + v2e2) + u2F (e2, v1e1 + v2e2) =u1v1F (e1, e1) + u1v2F (e1, e2)

+u2v1F (e2, e1) + u2v2F (e2, e2) =F (e1, e2)(u1v2 − u2v1)

=F (e1, e2) | | | u_1 v_1 u_2 v_2 | | | , kde výraz_| | | u_1 v_1 u_2 v_2 | | | je determinant matice (u, v) = ( u_1 v_1 u_2 v_2 ) ∈ K^2×^2.

Podobným zpùsobem mù¿eme odvodit tvar libovolné n-lineární alternující funkce F : K^{n×n} → K. Nechż A = (a_{ij}) ∈ K^{n×n} je matice se sloupci

sj(A) = a_1je_1 + . . . + anjen = n∑ i=1 aijei. S vyu¿itím n-linearity F pro ka¿dý z n sloupcù matice A mù¿eme výraz F (A) postupnì roznásobit, èím¿ dostaneme souèet n^n èlenù tvaru

aσ_{(1) 1} . . . aσ_(n_) nF (eσ_{(1)}, . . . , eσ_(n_)),

z kterých ka¿dý odpovídá právì jednomu zobrazení σ mno¿iny {1, . . . , n} do sebe. Podle lemmatu 1 sèítance pøísluźející zobrazením σ /∈ Sn jsou vźechny rovné 0 a pro σ ∈ Sn platí

F (eσ_{(1)}, . . . , eσ_(n_)) = (−1)|σ|F (e_1, . . . , en).

Na závìr tak dostáváme

F (A)= F (e_1, . . . , en) ∑ σ∈Sn^{(−1)|σ|a}σ(1) 1^{. . . a}σ(n) n = F (In) ∑ σ∈Sn^{(−1)|σ|a}σ(1) 1^{. . . a}σ(n) n^, kde pøísluźná suma obsahuje n! sèítancù, jeden pro ka¿dou permutaci σ ∈ Sn. 12

10.2. De˛nice a základní vlastnosti determinantu

Determinantem ètvercové matice A = (a_{ij}) ∈ Kn×n nazýváme výraz

det A = | | | | a_{11} . . . a_1n

. ... . an_1 . . . ann | | | | = ∑ σ∈Sn^{(−1)} |σ|aσ_{(1) 1} . . . aσ_(n_) n. Pokud nehrozí zámìna s absolutní hodnotou, pou¿ívame té¿ oznaèení |A|. Determinant ètvercové matice øádu n budeme nazývat determinant øádu n.

Speciálnì pro matici (a_{ij}) ∈ K^{3×3} dostáváme vzorec | | | | a_{11} a_{12} a_{13} a_{21} a_{22} a_{23} a_{31} a_{32} a_{33} | | | | = a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23

− a_{31}a_{22}a_{13} − a_{21}a_{12}a_{33} − a_{11}a_{32}a_{23},

známý jako Sarrusovo pravidlo. 13

Tvrzení 3. Determinant transponované ma-

tice sa rovná determinantu pùvodní matice, t. j.

det AT = det A

pro libovolnou A ∈ K^{n×n}.

Dùkaz.

det AT = ∑ σ∈Sn^{(−1)} |σ|a_1σ_{(1)} . . . anσ_(n_).

det AT = ∑ ϱ∈Sn^{(−1)} |ϱ|aϱ_{(1) 1} . . . aϱ_(n_) n = det A.

Vźechny výsledky o determinantech matic si zachovají svou platnost, pokud v nich ka¿dý výskyt slova þsloupecß nahradíme slovem þøádekß a naopak.

Tvrzení 4. Nechż 1 ≤ m < n a A ∈ K^{n×n} je

bloková matica tvaru A = ( B C 0 D ) , kde B ∈ K^{m×m}, C ∈ K^{m×(n−m)} a D ∈ K^{(n−m)×(n−m)}. Potom

det A = det B · det D.

Dùkaz. aij = bij, pokud 1 ≤ i, j ≤ m, ci j−m, pokud 1 ≤ i ≤ m < j ≤ n, 0, pokud 1 ≤ j ≤ m < i ≤ n, di−m j−m, pokud m < i, j ≤ n. Oznaème G = {σ ∈ Sn; (∀ j ≤ m)(σ(j) ≤ m)}. Potom pro σ ∈ Sn r G platí a_{σ(1) 1} . . . a_{σ(n) n} = 0.

Pro σ ∈ G mù¿eme de˛novat permutace σ^′ ∈ Sm a σ^{′′} ∈ S_{n−m} pomocí pøedpisu σ^′(j) = σ(j), pokud 1 ≤ j ≤ m, resp. σ^{′′}(k) = σ(k + m) − m, pokud 1 ≤ k ≤ n − m. Pøiøazením σ → (σ^′, σ^{′′}) je daná bijekce G → Sm × S_{n−m} a platí |σ| = |σ′| + |σ′′|. Mù¿eme pak psát

det A = ∑ σ∈G(−1) |σ|aσ_{(1) 1} . . . aσ_(m_) maσ_(m_{+1)} m_{+1} . . . aσ_(n_) n = ∑ σ∈G(−1) |σ0_{|+|σ}00_|b_σ 0_{(1) 1} . . . b_σ0_{(m) m} ·dσ00_{(1) 1} . . . dσ00_(n−m_) n−m = ∑ σ0_{∈S}m(−1)^{|σ}0^|b_σ0_{(1) 1} . . . b_σ0_{(m) m} ·^∑σ00∈Sn�m(−1)|σ00|dσ00_{(1) 1} . . . dσ00_(n−m_) n−m = det B · det D.

(1) Pokud A_1, . . . , A_k jsou ètvercové matice, tak

det diag(A_1, . . . , A_k) = det A_1 ·. . .· det A_k.

(2) Matice A ∈ K^{n×n} se nazývá horní (dolní) trojúhelníková matice, pokud a_{ij} = 0 pro i < j (resp. pre i > j). Pro horní i dolní

trojúhelníkové matice platí det A = a11 . . . ann, t. j. determinant takové matice je souèinem jejích diagonálních prvkù. Speciálnì to platí pre diagonální matice.

10.3. Charakterizace determinantu a regulárních matic

Vìta 5. Determinant øádu n je n-lineární

alternující funkce K^{n×n} → K sloupcù matice. Navíc, pro ka¿dý skalár c ∈ K existuje jediné multilineární alternující zobrazení F : K^{n×n} → K sloupcù matice tak, ¿e F (In) = c. Toto F je dané pøedpisem

F (A) = c det A.

Determinant det : K^{n×n} → K je jednoznaènì urèený ako n-lineární alternující funkce sloupcù matice tak, ¿e

det In = det(e1, . . . , en) = 1.

Tato rovnost koresponduje s pøirozenou volbou jednotky orientovaného n-rozmìrného objemu v K^n { je jí orientovaný objem rovnobì¿nostìnu urèeného vektory e_1, . . . , en (v tomto poøadí).

Vìta (Cauchy) 6. Pro libovolné matice A, B ∈ Kn×n platí det(A · B) = det A · det B;

t. j. determinant souèinu matic se rovná souèinu jejich determinantù.

Dùkaz. Zvolme pevnì matici A ∈ K^{n×n} a de- ˛nujme zobrazení F : K^{n×n} → K pøedpisem

F (B) = det(A · B) pro B ∈ Kn×n. Ovìøíme, ¿e F

je n-lineární antisymetrické zobrazení sloupcù matice B; oznaème je v_1, . . . , vn.

Antisymetrie F . Nech 1 ≤ i < j ≤ n a B^′ je matica, ktorá vznikne zámenou i-teho a j-teho ståpca matice B. S vyu¿itím antisymetrie determinantu dostávame 19

F (B)= det(A · (v_1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vn)) = det(A · v1, . . . , A · vi, . . . , A · vj, . . . , A · vn) = − det(A · v1, . . . , A · vj, . . . , A · vi, . . . , A · vn) = − det(A · (v1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vn)) = −F (B′). Multilinearita F . Za˛xujme sloupce v_1, . . . , v_{j−1}, v_{j+1}, . . . , vn a na místo j-tého sloupce dosaïme vektor ax+ by. S vyu¿itím n-linearity F nám vyjde F (v_1,. . . , ax + by, . . . , vn) = det(A · (v1, . . . , ax + by, . . . , vn)) = det(A · v1, . . . , A · (ax + by), . . . , A · vn)) = det(A · v1, . . . , a(A · x) + b(A · y), . . . , A · vn)) = a det(A · v1, . . . , A · x, . . . , A · vn) +b det(A · v1, . . . , A · y, . . . , A · vn) = a det(A · (v1, . . . , x, . . . , vn)) +b det(A · (v1, . . . , y, . . . , vn)) = aF (v1, . . . , x, . . . , vn) + bF (v1, . . . , y, . . . , vn). F má tvar F (B) = c det B pro jednoznaènì urèený skalár c = F (In) = det(A · In) = det A.

Vìta 7. Ètvercová matice A ∈ K^{n×n} je re-

gulární právì tehdy, kdy¿ det A ≠ 0. V tomto pøípadì

det(A−1) = (det A)−1.

Dùkaz. Pokud A je singulární, tak jsou její sloupce lineárnì závislé. Podle lemmatu 1 (b) je F (A) = 0 pro ka¿dou n-lineární alternující funkci F : K^{n×n} → K. Tedy det A = 0. Naopak, nechż A je regulární. Potom dle Cauchyho vìty

det A · det(A−1) = det(A · A−1) = det In = 1.

Proto det A ≠ 0 a det(A^{−1}) = (det A)^{−1}.

10.4. Laplaceùv rozvoj determinantu

Pro n = 1 není co dokazovat. Budeme v dalźím pøedpokládat, ¿e n ≥ 2.

Dùkaz vìty 5 Nejprve doká¿eme antisymetrii determinantu. Zøejmì staèí ovìøit, ¿e pro libovolné A ∈ K^{n×n}, τ ∈ Sn platí

det(sτ (1)(A), . . . , sτ (n)(A)) = (−1)|τ| det A.

Podle de˛nice determinantu

det(sτ (1)(A),. . . , sτ (n)(A)) = ∑ σ∈Sn^{(−1)|σ|a}σ(1) τ (1)^{. . . a}σ(n) τ (n)^. Pro vźechna i, j ≤ n platí i = τ (j) ⇔ τ^{−1}(i) = j a tedy σ(j) = (σ ∘ τ^{−1})(i),.

Seøazením èinitelù v souèinu a_{σ(1) τ (1)} . . . a_{σ(n) τ (n)} podle druhého indexu obdr¿íme tvar

a_(σ∘τ�1_{)(1) 1} . . . a_(σ∘τ�1_{)(}n_) n.

Pøiøazení σ → σ ∘ τ^{−1} je bijekce Sn → Sn, z tohoto dùvodu zámìnou sumace pøez σ ∈ Sn za sumaci pøez σ ∘ τ^{−1} = ϱ ∈ Sn dostáváme

det(sτ (1)(A),. . . , sτ (n)(A)) = ∑ ϱ∈Sn^{(−1)|ϱ∘τ|a}ϱ(1) 1^{. . . a}ϱ(n) n = (−1)|τ| det A.

Doká¿eme, ¿e det A je lineární funkce j-tého sloupce (a_{1j}, . . . , a_{nj})^T . Pro i ≤ n oznaème Sn(i, j) =

{σ ∈ Sn; i = σ(j)} a polo¿me ãij = ∑ σ∈Sn(i,j)^{(−1)|σ|a}σ(1) 1^{. . . a}σ(j−1) j−1^aσ(j+1) j+1^{. . . a}σ(n) n^. Potom zøejmì

det A= ∑n i=1 ãijaij = (ã1j, . . . , ãnj) · (a1j, . . . , anj)T , co¿ dokazuje linearitu.

Determinant je rovnì¿ multilineární alternující funkce øádkù matice a (proto¿e σ ∈ Sn(i, j) ⇔

σ−^1 ∈ Sn(j, i)) pro i-tý øádek (ai_1, . . . , ain) matice

A její determinant má rozvoj

det A= ∑n j=1 aijãij = (ai1, . . . , ain) · (ãi1, . . . , ãin)T . se stejnì de˛novanými koe˛cienty ã_{ij}.

Uvedený prvek ã_{ij} nazývame algebraickým doplòkem prvku a_{ij} v matici A. Matici^~A = (ã_{ij})_{n×n} nazýváme maticí algebraických doplòkù k matici A.

Tvrzení 8. Nechż A_{ij} oznaèuje matici øádu

n − 1, která vznikne z matice A ∈ Kn×n vyne-

cháním i-tého øádku a j-tého sloupce. Potom ãij = (−1)i+j|Aij|.

Dùkaz Oznaème B matici, která vznikne nahrazením j-tého sloupce matice A sloupcovým vektorem e_i ∈ K^n. Zøejmì ã_{ij} = |B|. Postupnou výmìnou sousedních sloupcù dostaneme j-tý sloupec na pozici n-tého a podobnì i-tý øádek na pozici n-tého øádku. Dostaneme pak matici tvaru C = ( Aij 0 b 1 ) , kde b vznikne z i-tého øádku matice A vynecháním j-tého prvku a 0 je nulový sloupec délky

n − 1. Determinant této matice je |Aij|. Platí ãij = |B| = (−1)2n−(i+j)|C| = (−1)i+j|Aij|.

Determinanty matic, které vzniknou vynecháním nìkterých øádkù a stejného poètu sloupcù z matice A ∈ K^{n×n}, nazýváme jejími minory, pøípadnì subdeterminanty determinantu |A|.

Vìta (Laplaceova) 9. Nechż A ∈ K^{n×n},

1 ≤ k, l ≤ n. Potom |A|=^∑nj_{=1}(−1)k^+jakj |Akj| = ∑n i=1(−1) i+l|Ail| ail. Uvedené souèty nazýváme Laplaceovými rozvoji determinantu |A| { první podle k-tého øádku, druhý podle l-tého sloupce.

10.5. Výpoèet determinantu

Vypoèítáme tzv. Vandermondùv determinant øádu n VDn(x_1, x_2, . . . , xn) = 1 x1 x21 . . . xn−11 1 x2 x2 . . . xn−12 . . . . 1 xn x2n . . . xn−1n .

VD_{n−1}(x_2, . . . , xn) = (x_3−x_2) . . . (xn−x_2) VD_{n−2}(x_3, . . . , xn), atd. Zøejmì VD_1(xn) = 1, tj. VDn(x_1, x_2, . . . , xn) =^∏_{1≤i<j≤n}(x_j − x_i), .

10.6. Inverzní matice a Cramerovo pravidlo

Vìta 10. Nechż A ∈ K^{n×n} je regulární ma-

tica. Potom

A−^1 = 1 |A| ~A T .

Vìta 11. Vìta. Nechż A ∈ K^{n×n} je regu-

lární matice, b ∈ K^n a pro 1 ≤ j ≤ n nechż Abj oznaèuje matici, která vznikne z matice A nahrazením jej=iho j-t=eho sloupce sloupcovým vektorom b. Potom soustava A·x = b má jediné øeźení x = |Ab_1 | |A| , |Ab_2 | |A| , . . . , |Abn | |A| T .