16. UVOD DO SPECIALNEJ TEORIE RELATIVITY

V predchadzajicich troch kapitolach sa nam podarilo zrekonstruovat v podstate
cela Strukttru euklidovskej geometrie, zovSeobecnenej do lubovolnej konec¢nej dimen-
zie, z jedinej kladne definitnej symetrickej bilinearnej formy na redlnom vektorovom
priestore. V tejto kapitole najprv stru¢ne preskiimame geometriu kone¢norozmernych
realnych vektorovych priestorov vybavenych indefinitnou reguldarnou symetrickou bi-
linedrnou formou. Potom si predvedieme, ako mozno z jedinej takejto formy signatury
(1,n,0) odvodit matematicky aparat Specidlnej tedrie relativity. Postupovat vSak
budeme v opa¢nom smere, ako je zvykom vo fyzike. Nebudeme budovat matematicky
model analyzou fyzikalnej situacie, ale naopak, matematicky model, tzv. Minkowského
casopriestor, ndjdeme uz hotovy. Fyzika sa ndm zac¢ne vynarat pri jeho matematic-
kom Studiu takpovediac samovolne, ked pre niektoré javy a objekty, s ktorymi sa
v nom stretneme, za¢neme pouzivat fyzikalnu terminolégiu. Pri tom, samozrejme,
budeme dbat na to, aby takéto pomentuvanie bolo v zhode s nasou fyzikalnou intui-
ciou. To nebude zdaleka také Tahké, ako by sa vari dalo ¢akat — ¢itatelovi st iste aspon
zbezne zname niektoré ,popularne® dosledky Specidlnej tedrie relativity, ktoré nasej
kazdodennej fyzikalnej sktsenosti zdanlivo protirecia. Aj nimi sa tu budeme pomerne
podrobne zaoberat.

Zakladom Specidlnej tedrie relativity je dosledne uplatneny Galileov princip relati-
vity pohybu, postulujici ekvivalenciu popisu pohybu a mechanickych dejov z pohladu
ktoréhokolvek z navzijom rovnomerne priamociaro sa pohybujicich pozorovatelov.
Einstein tento princip rozsiril do postulatu ekvivalencie popisu prirody z hladiska
ktoréhokolvek z takychto pozorovatelov. Presnejsia formulécia Finsteinovho principu
relativity hovori, ze vsetky prirodné zakony majiu rovnaki matematicki podobu nezd-
visle od inercidlnej siustavy, vzhladom na ktori ich formulujeme. Druhy zo zédkladnych
relativistickych principov — princip stalosti rijchlosti svetla — mozno uz tak trochu po-
vazovat za dosledok prvého. Ak totiz medzi prirodné zakony zahrnieme aj rychlost,
akou sa §iri svetelny signal vo vakuu, stane sa z tejto hodnoty fundamentalna kons-
tanta, rovnaké pre vSetky inercidlne sustavy. Matematicka podoba formil tedrie rela-
tivity si potom vynucuje uznanie principu medznej hodnoty rychlosti svetla: relativna
rychlost pohybu hmotnych objektov je vZdy mensia nez rychlost svetla.

Rozpisovat sa o epochdlnom vyzname Einsteinovho objavu Specidlnej a potom
vSeobecnej tedrie relativity by dnes uz bolo nosenim dreva do lesa. Patri sa vSak po-
znamenat, ze zaklady Specialnej relativity mozno do istej miery najst uz u Lorentza a
jej znacnu Cast rozvinul prakticky stcasne s Einsteinom a nezavisle na nom Poincaré.
Vyluénym Einsteinovym objavom je az vSeobecnd tedria relativity — no jej formulacia
uz nevystaci s matematickym aparatom linearnej algebry. Vznik vSeobecnej relativity
vSak bol do znac¢nej miery umozneny Minkowského formuléciou Specidlnej relativity,
ktora predstavuje jeden z prvych a rozhodujicich momentov mimoriadne plodného
a dodnes zivého programu tzv. geometrizdacie fyziky. Prave vyklad Specidlnej tedrie
relativity v Minkowského geometrickom ponati bude napliou tejto kapitoly.
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16.1. Pseudoeuklidovské priestory

Pseudoeuklidovskym priestorom nazyvame Iubovolny koneénorozmerny vektorovy
priestor V' nad polom R, vybaveny regularnou indefinitnou symetrickou bilinedrnou
formou. Tiato formu nazyvame pseudoskaldrny sicin a jej hodnotu na vektoroch
x,y € V znafime (x,y), t.j. rovnako, ako sme znacili skaldrny sacin. Signatirou
pseudoeuklidovského priestoru V rozumieme signataru prislusnej formy. Tato ma tvar
(p,q,0), kde p,g > 1 a p+ ¢ = dimV, ¢o ndm umoziuje vynechat z nej posledny
¢len 0 a hovorit o nej len ako o signatire (p,q); v takom pripade hovorime tiez
o (p, q)-rozmernom pseudoeuklidovskom priestore. Od tejto chvile az do konca tohto
paragrafu V oznacuje nejaky pevne zvoleny pseudoeuklidovsky priestor a n = dim V.

Pseudoskalarny staéin vo V takisto spliia prvé tri podmienky z definicie skalarneho
suc¢inu zo zaciatku paragrafu 13.1, ako aj ich o kusok dalej uvedené dva ddésledky.
Podmienku kladnej definitnosti (z ktorej uz vyplyva regularita) vSak treba nahradit
nasledujicimi dvoma podmienkami

Bz, y)((z,z) <0< (y,y)) (indefinitnost),
Vy)((z,y)=0) = =0 (regularita),

pricom ekvivalencia poslednej implikécie a regularity vyplyva z désledku 11.1.8.

Vicsinu pojmov, s ktorymi sme sa zoznamili v euklidovskych priestoroch, mozno,
niekedy s istymi nevyhnutnymi upravami, zaviest aj pre pseudoeuklidovské priestory.
Taktiez cely rad vysledkov o euklidovskych priestoroch si, opiit s istymi modifikacia-
mi, zachovéva platnost aj pre pseudoeuklidovské priestory. Kedze podrobné $tudium
tychto priestorov nie je nasim cielom, nevydame sa cestou systematickej revizie vysled-
kov troch predchadzajucich kapitol. Obmedzime sa len na niekolko malo prikladov,
ktoré nam budu uzitoéné v dalsSich paragrafoch. To si v8ak vyziada zaviest aj niekolko
pojmov a dokazat zopar vysledkov, ktoré nemaju priame analdgie v euklidovskych
priestoroch.

Dvojmiestny vztah ortogonality a ortokomplement mnoZiny zaviddzame rovnako
ako v euklidovskom priestore

xly s (x,y) =0,
X+ = {y eV; (Va: eX)(a:J_y)},

prex,ycV, X CV.
Gramovou maticou (usporiadanej k-tice) vektorov a = (uy,...,ux) € V™ nazy-
vame maticu

G(o) = G(uy,...,up) = ((wi ug)),

jej determinant |G(«)| nazyvame Gramovym determinantom vektorov wg,..., ug.
Hovorime, Ze bdza o = (w1, . .., uy) linedrneho podpriestoru S C V' je ortonormdlna,
ak pre vsetky 4,5 < k plati (u;,u;) =0, ak ¢ # j, a (u;, u;) = %1, t.j. prave vtedy,
ked jej Gramova matica G(a) je diagondlna, len s prvkami +1 na diagonéle.

Standardny pseudoskaldrny sucin signatiry (p, q) na (stipcovom) vektorovom prie-
store RPT4 je dany predpisom

P p+q
(z,y) = Ziﬁiyi - Z ziy; =z’ - diag(Ip, —1,) - y.
i=1

1=p+1
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Ako vyplyva z vysledkov kapitol 11, 12, kazdy pseudoskalarny sucin tejto signatury
mozno volbou vhodnej ortonormélnej bazy, pri spravnom poradi jej ¢lenov, upravit
na uvedeny tvar. Pseudoeuklidovsky priestor R" so Standardnym pseudoskalarnym
st¢inom signatiry (p, ) budeme znacit R®9),

Linedrny podpriestor S C V sa nazyva kladne definitny, zdporne definitny, in-
definitny, requldarny, resp. singuldrny, ak bilinedrna forma ( , ) ziZend na S méa pri-
slusni vlastnost. Zrejme kladne alebo zaporne definitny podpriestor je regularny.

Podobne, nenulovy vektor uw € V sa nazyva kladne resp. zdporne definitny, ak
(u,u) > 0, resp. (u,u) < 0, t.j. prave vtedy, ked nim generovany linearny podpriestor
mé prislu$ni vlastnost. (Rozmyslite si, preco neméa zmysel hovorit o indefinitnych
vektoroch.)

Vektor w € V sa nazyva izotropny, ak (u,u) = 0, t.j. ak v L u. V opa¢nom
pripade hovorime, 7Ze u je anizotropny vektor. Na rozdiel od euklidovskych priestorov,
v pseudoeuklidovskych priestoroch existujii nenulové izotropné vektory (presvedcte sa
o tom), ako aj netrividlne singuldrne podpriestory (napr. kazdy podpriestor generova-
ny nenulovym izotropnym vektorom je taky). Na druhej strane, kazda ortonormélna
baza linedrneho podpriestoru vo V' nutne pozostava len z anizotropnych vektorov.

16.1.1. Tvrdenie. (a) Linedrny podpriestor S C'V je requldrny prave vtedy, ked md
ortonormalnu bazu.

(b) Lubovolni ortonormdlnu bdzu linedrneho podpriestoru S C V. moZno doplnit
do ortonormdlnej bazy celého priestoru V.

Dokaz. (a) Nech S je regularny a a = (uy, ..., ug) je jeho fubovolna baza. Potom aj
Gramova matica G(a), ako matica bilinearnej formy ( , ) ziZenej na S vzhladom na
bazu a, je regularna. Podla vety 12.1.2 existuje reguldrna matica P € RFX* tak4, Ze
PT .G(a) - P je diagonilna matica len s prvkami +1 na diagonale. Potom « - P je
ortonorméalna baza podpriestoru S. Obratenad implikacia je trividlna.

(b) Nech (vy,...,vx) je nejakd ortonormélna baza (regularneho) podpriestoru S.
Dopliime ju (hocakym spdsobom) do bazy 8 = (vy,..., Vg, Vkt1,-..,Vy,) priestoru V.
Potom aj Gramova matica G(3) je regularna a jej lavy horny roh rozmeru k x k je
diagondlny len s +1 na diagondle, ¢iZe tato jej Cast uz upravovat nemusime. Preto
dvojicami ERO a ESO moZno celtt maticu upravit na diagonalnu maticu QT -G(B)-Q
s +1 na diagonale tak, Ze ani jeden z prvych k riadkov resp. stipcov povodnej matice
G(B) nezmeni polohu, nebude vynasobeny skaldrom # 0, ani k nemu nepripo¢itame
nasobok iného riadku & stlpca. To znamend, Ze regularna matica Q@ € R**" zod-
L Ql). Preto bazy B a f3-Q
0 Q:

maju prvych k vektorov rovnakych, teda 3-Q je hladana ortonormélna béaza priestoru
V.

povedajuca prislusnym ESO ma blokovy tvar Q = (

16.1.2. Tvrdenie. Nech S C V je requldrny linedrny podpriestor. Potom aj S* je
reqularny linedrny podpriestor a plati

V=S&S", Sttt =g,

Dokaz. Podla tvrdenia 16.1.1 ma S nejak ortonormdalnu bazu (wq,...,ug), ktora
mozno doplnit do ortonormalnej bazy (wq,..., Uk, g1, ..., uy,) celého priestoru V.
Lahko nahliadneme, Ze S+ = [up,1,...,u,]. Z toho uZ priamo vyplyva regularita

podpriestoru S+ ako aj rovnosti SN St = {0}, S+ St =V a Stt=5.
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16.1.3. Tvrdenie. Ak S C V je mazrimdlny kladne definitny podpriestor, tak S+ je
mazximdalny zaporne definitny podpriestor.

Samozrejme tiez naopak, ak S C V je maximalny zaporne definitny podpriestor,
tak S+ je maximélny kladne definitny podpriestor.

Dokaz. Maximalita kladne definitného podpriestoru S znamend, zZe linearny pod-
priestor S + [x] nie je kladne definitny pre Ziadny vektor z € V' . S. KedZe S je regu-

larny, podla predchadzajtceho tvrdenia je regularny aj S+. Nech a = (uy, ..., uy),
o = (Upy1,...,u,) st fubovolné ortonormalne bazy podpriestorov S resp. St.
Potom (uy,...,u,) je zrejme ortonormdlna béaza celého V. Z kladnej definitnosti

S vyplyva, ze G(a) = Iy; z jeho maximality a Sylvestrovho zikona zotrvacnosti
(veta 12.1.1) zas G(a') = —I,,_j. Preto St je zéporne definitny podpriestor, ktory
je v dosledku vety 12.1.1 zrejme maximalny s touto vlastnostou.

Podla ostatnych dvoch tvrdeni je kazdy pseudoeuklidovsky priestor priamym suic-
tom V = S @& T maximalneho kladne definitného podpriestoru S a maximalneho za-
porne definitného podpriestoru T'; tento rozklad vSak nie je zdaleka jednoznacny. Pseu-
doskalarny stcin na podpriestore S je priamo skaldrnym stc¢inom, takze S je vlastne
euklidovsky priestor. Takisto T" mozno povazovat za euklidovsky priestor — staci for-
méalne zmenit znamienko pseudoskaldrneho sia¢inu a priradenim (x,y) — —(x,y) je
u7 definovany skalarny stéin na T'. Specifickd struktira pseudoeuklidovského priestoru
vznika takpovediac prepojenim dvoch euklidovskych struktar opacnych znamienok.
V désledku tohto prepojenia sa za istych okolnosti méze Cauchyho-Schwartzova ne-
rovnost zmenit na opac¢ni.

16.1.4. Tvrdenie. Nech u,v € V si anizotropné vektory. Potom plati

(a) (u,v)? = (u,u)(v,v)
prave vtedy, ked w, v si linedrne zdvislé alebo [u,v] je dvojrozmerny singuldrny
podpriestor;

(b) (u,v)* < (u,u)(v,v)
prave vtedy, ked w, v si linedrne nezdvislé a podpriestor [u,v] je kladne alebo
zaporne definitny;

(c) (u,v)” > (u,u)(v,v)
prave vtedy, ked [x,y] je indefinitny podpriestor.

Dodajme, Ze v pripade, ked niektory z vektorov w, v je izotropny, trividlne plati
(u,v)? > 0 = (u,u)(v,v), pricom rovnost nastane prave vtedy, ked (u,v) = 0.

Dokaz. Kedze |G(u,v)| = (u,u)(v,v) — (u,v)?, uvedend rovnost z (a), resp. nerov-
nosti z (b), (c) st postupne ekvivalentné s podmienkami |G(u,v)| =0, |G(u,v)| > 0,
resp. |G(u,v)| < 0.

Ak u, v st linedrne zavislé, tak rovnost |G(u,v)| = 0 mo’no jednoducho overit
priamym vypoc¢tom. Ak st nezavislé, tak G(u, v) je maticou pseudoskalarneho stcinu
na podpriestore [u,v] v bdze (u,v). Z toho vyplyva:

(a) Podpriestor [u, v] je singularny prave vtedy, ked matica G(u,v) je singuldrna,
t.]j. prave vtedy, ked |G(u,v)| = 0.

(b) Podla Sylvestrovho kritéria (veta 12.2.4) je podpriestor [u, v] kladne definitny
prave vtedy, ked (u,u) > 0 a |G(u,v)| > 0, a zaporne definitny prave vtedy, ked
(u,u) < 0 a |G(u,v)| > 0. KedZe pre anizotropny vektor u ind moznost nenastane,
|G(u,v)| > 0 prave vtedy, ked [u, v] je kladne alebo zaporne definitny.

(¢) Ako vidno z (b), [u,v] je indefinitny prave vtedy, ked |G(u,v)| < 0.
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16.2. Minkowského c¢asopriestor

Vo fyzike, presnejsie v $pecialnej tedrii relativity, sa pod Minkowského ¢asopriestorom
zvycajne rozumie pseudoeuklidovsky priestor R* so $tandardnym pseudoskaldrnym
stcinom signatuary (1, 3), t.]J.

(33, y) = ToYo — T1Y1 — T2Y2 — T3Y3z = z’ - diag(l, —13) Y.

pre © = (v9,71,72,73)", ¥y = (Yo,Y1,¥2,y3)T. V niektorych ucebniciach sa miesto
toho mozno stretnat so signatirou (3, 1). Pritom stradnica x sa interpretuje ako ¢as a
T1, T, 3 ako suradnice polohy v euklidovskom priestore. My tento pojem rozsirime na
vysSie aj na nizsie dimenzie a na abstraktné pseudoeuklidovské priestory. Minkowského
casopriestorom budeme teda nazyvat Iubovolny pseudoeuklidovsky priestor V' sig-
natiry (1,n), kde n > 1. R®™ oznacuje Minkowského ¢asopriestor R**! so §tandard-
nym pseudoskalarnym sac¢inom signatury (1,7n). V naSom vyklade buda hrat dolezita
tlohu préave ¢asopriestory ,malej* signatary (1,1) a (1,2), ktoré eSte priptastaju na-
zorné grafické znazornenie.

Na Minkowského casopriestor V' budeme v prevaznej miere pozerat afinne, t.j.
jeho prvky budeme cCastejSie povazovat za body nez za vektory — tentokrat ich vsak
budeme nazyvat udalostami alebo tieZz svetobodmi. Svetobody predstavuju idealizo-
vané okamzité bodové udalosti (ako napr. vyZziarenie foténu atémom, ¢i zrazku dvoch
elementarnych ¢astic), pri ktorych abstrahujeme od toho, ,,¢o sa stalo®, a zaznamena-
vame len ich ¢as a polohu.

Ak x,y € V st dva svetobody, tak skalarny siucin (x —y, £ —y) nazyvame Stvorcom
ich casopriestorovej odlahlosti. Podla toho, ¢ (x — y,x — y) je viicSie, rovné alebo
mensie ako 0 (t.j. vektor  —y je kladne definitny, izotropny alebo zaporne definitny),
hovorime, Ze udalosti &, y st ¢asovo, svetelne, resp. priestorovo odlahlé. Miesto kladne
definitny, zaporne definitny, resp. izotropny vektor hovorime tiez casovy, priestorovy,
resp. svetelny vektor.! MnoZinu

9

LC(p) ={x €V, (x — p,x — p) =0}

vSetkych udalosti, ktoré si od daného svetobodu p € V svetelne odlahlé, nazyvame
svetelny kuZel (anglicky light cone) s pociatkom v p. Tento nizov je motivovany
tvarom svetelného kuzela v Minkowského Gasopriestore R(1:2), ktory je znazorneny
na obrazku vpravo; vlavo vidime svetelny kuzel v Minkowského ¢asopriestore R(1:1)
tvoreny dvoma priamkami zg = +z;.

V pozadi prave zavedeného nazvoslovia stoji fyzikalna interpretacia Minkowského
¢asopriestoru, ktord bude v priebehu nasho vykladu vychadzat najavo ¢oraz zretel-
nejSie. Zatial si len v§imnime, Ze vyslaniu svetelného signalu v istom okamihu z istého
miesta mozno priradit istd udalost v Minkowského ¢asopriestore R(*3) ktort si bez
ujmy na vSeobecnosti moZno zvolit za pociatok odpoc¢tu c¢asu i suradnej sustavy
v priestore. Tento signdl sa Siri rovnakou rychlostou ¢ vSetkymi smermi, takze v Case
t > 0 bude vytvarat sférickti vinoplochu s polomerom ct a rovnicou

2 2 2 2,2
l‘1+$2—|—$3:ct.

1Pouzivaji sa aj, mozno vystiznejsie, no tazkopadnejsie nizvy casupodobny a priestorupodobny
vektor.
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X

Po volbe rychlosti svetla za jednotku rychlosti (¢ = 1) a substittcii g = ¢t = ¢
vidime, ze vSetky svetobody, do ktorych dospeje svetelny signal vyslany v okamihu
0 z pociatku priestorovej suradnej sustavy, vytvaraja ,horna polovicu“ svetelného
kuzela (niekedy nazyvanu tiez svetelny kuzel budicnosti)

LCH(0) = {z e RYD; 20> 0 & (x,z) = 0}.
Jeho ,dolnd polovica® (nazyvana aj svetelny kuZel minulosti)
LC™(0) = {x e R®¥: 2, <0 & (x,x) = 0}.

je tvorena svetobodmi, z ktorych svetelny signal dospel do pociatku priestorovej strad-
nej sustavy v okamihu 0. Hviezdy, ktoré vidime na jasnej noc¢nej oblohe, st rozne
vzdialené, preto svetlo z nich k ndm leti rozne dlho — vSetky takéto liuce vSak lezia na
svetelnom kuZeli minulosti LC™ (0). Svetobody, z ktorych bol svetelny signal vyslany
v ¢ase t < 0 opit vytvaraju sférickti vlnoplochu s polomerom —ct a rovnakou rovnicou
ako v predoslom pripade. Prikladom takejto vlnoplochy je belasa nebeska sféra, ktorej
¢ast vidime za jasného dna nad hlavou.

Pri potlaceni jednej priestorovej siuradnice x3 mozno situdciu nazorne ilustrovat
v Minkowského Casopriestore R(1:2) (predchadzajici obrazok vpravo). Miesto troj-
rozmerného priestoru si predstavme dvojrozmernt vodnii hladinu a miesto vyslania
svetelného signalu hodme kamen do vody. Vznikne vlnenie, ktorého celo sa Siri po
hladine v tvare kruZnice a za ¢as t > 0 dospeje do vzdialenosti ct, kde ¢ je rychlost
jeho 8irenia. ,,Horni polovicu® svetelného kuzela si predstavme ako kruhové ¢elo viny
,unasané plynicim casom* — jeho stav v nejakom okamihu ¢ je dany rezom kuzela
rovinou xg = ct.

Tento priklad navodzuje predstavu Minkovského ¢asopriestoru signatury (1,n) ako
n-rozmerného euklidovského priestoru ,,unisaného ¢asom* pozdlz ¢asovej osi. I ked
tato predstava byva casto uzitocna, uvidime, ze v Minkowského casopriestore ne-
existuje privilegovand casova os ani kanonicky, jednoznac¢ny rozklad na casovi a
priestorovi zlozku, ako by sa nam mohlo zdat pri zbeZznom pohlade na Minkowského
casopriestor R(M™) . Skuto¢nost, Ze ,éasom unasany fyzikalny priestor” je euklidovsky,
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¢ize ,plochy®, poukazuje na to, ze Speciadlna relativita skiima vlastne prazdny caso-
priestor, presnejSie, abstrahuje od gravitacného pdsosobenia v om rozlozenej hmoty.
Tieto otazky tematizuje az vseobecnd teoria relativity, ktord gravitacné posobenie
zachytava opit geometricky — ako spojite sa meniace zakrivenie ¢asopriestoru.

Pre ¢asovy vektor u € V mozno definovat normu alebo dlzku ||u|| = /(u,u)
rovnako ako v euklidovskom pripade. Pre priestorovy vektor v € V vsak kladieme
vl = /=(v,v).

V euklidovskom priestore R? vytvérajt vektory rovnakej dlzky r > 0 (presnejsie ich
konce) kruznicu s rovnicou r3+z3 = r2; v R3 je to sféra s rovnicou 23 +z3+22 = r2. Na
rozdiel od toho v Minkowského ¢asopriestore R(W1) vytvaraji casové vektory dlzky

r > 0 rovnoosi hyperbolu s rovnicou z2 — x2 = r2; priestorové vektory dizky r
zasa vytvaraji rovnoost hyperbolu s rovnicou z2 — 22 = —r? (dalsi obrazok vlavo).
V Minkowského ¢asopriestore R(:2) vytvoria takéto asové vektory dvojdielny rotaény

hyperboloid s rovnicou 23 — x% — 23 = r2, ktory lezi ,vovnitri“ svetelného kuZela;

zodpovedajuce priestorové vektory tvoria jednodielny rota¢ny hyperboloid s rovnicou
13 — 23 — 22 = —r?, ktory obaluje svetelny kuzel ,zvonka“ (obrdzok vpravo). Do
vyssich dimenzii, vratane ,nasho“ ¢asopriestoru R(-3) | bohuzial, uz nasa predstavivost

nesiaha.

NN R
X Xi—X—xF-a”

0

X5 af-x3=—af

S
7

X

Varujeme vsak ¢itatela, aby podobnym obrazkom neprikladal vicsiu vahu, nez im
nalezi - Minkowského ¢asopriestory R(1:1) a R(1:2) gt na nich totiz zobrazené skreslene
prostrednictvom euklidovskej geometrie. To vidno napr. uz z toho, ze ¢asové vektory
rovnakej dizky st zobrazené ako vektory nerovnakej euklidovskej dlzky. Len na okraj
poznamenajme, 7e napr. na jednom diele hyperboloidu 23 — 23 — 23 =12 v R(1:2) gq
realizuje dvojrozmernda Bolyaiho-Lobacevského geometria, zo zrejmych dovodov nazy-
vana tiez hyperbolickou, ktora je historicky prvym znamym prikladom neeuklidovskej
geometrie. Stidium podobnych, nesporne zaujimavych otazok vSak uz nie je predme-

tom tohto kurzu.
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16.3. Inercidlny pozorovatel a jeho vztaZna siistava

Inercidlneho pozorovatela v Minkovského ¢asopriestore V' si predstavujeme ako rovno-
merne priamodciaro sa pohybujiceho, ¢ertovsky malého (presnejSie bodového) trpas-
lika, vybaveného hodinkami a metrom. Matematicky vS8ak nebudeme zavadzat ni-
jakych inercidlnych trpaslikov — uplne vysta¢ime s drahami, ktoré opisuju vo V.

Na zafiatok si uvedomme, aki drahu opisuje v R(:™) nehybny bod. Kedze ¢as
neustale plynie, i nehybny bod sa v R(:™  pohybuje“ — a to po ,zvislej* priamke
s rovnicami o1 = p1, ..., Tp = pp, kde (p1,...,p,)T st jeho priestorové stradnice
v niektorom okamihu pg. Jej smerovy vektor je eg = (1,0,...,0)7. A aka drahu
v R(M™) opisuje bod pohybujtici sa rovnomerne priamoéiaro rychlostou v so zlozkami
V1,...,Un Vv smere jednotlivych osi z1,...,x,7 Zrejme je to priamka s parametric-
kymi rovnicami xg = t, 11 = p1 + vit, ..., Tn = Pp + vut, kde (p1,...,p,)T st jeho
priestorové stradnice v okamihu ¢t = 0. Jej smerovy vektor mé tvar (1,vq,...,v,)%.
To si najlepsie znazornime v R(*?) | ked si zvolime os z; v smere vektora rychlosti v,
teda v = (v1,0)T. Situdcia pre p; = po = 0 je zndzornena na obrazku. KedZe rychlost
pohybu hmotného bodu je mensia nez rychlost svetla, t.j. |v1| < 1, naSa priamka lezi
,vovnitri“ svetelného kuzela. Vo vSeobecnom pripade mame v? + ... +v2 < 1, &ize
(1,v1,...,v,)7T je Gasovy vektor.

X2

Teraz si uvedomme, %e naSe otazky boli chybne poloZzené. Hovorit o nehybnom
alebo pohybujicom sa pozorovatelovi ako takom nedéva rozumny fyzikdlny zmysel.
Neexistuje absolatny klud ani absolitny pohyb, ale klud i pohyb st relativne. Ne-
jaky fyzikdlny objekt mdze byt v klude alebo v pohybe len vzhladom na nejaky iny
objekt. Aspon tak nas to uci klasickd mechanika od ¢ias Galileovych. Aj tak vSak
z nasich chybne poloZenych otazok mozno vytazit netrividlny poznatok: inercidlni
pozorovatelia sa v Minkowského casopriestore pohybuji po priamkach s casovymi
smerovymsi vektorms.

Svetociarou inercidlneho pozorovatela, alebo len inercidlnou svetocdiarou nazyvame
fubovolnt orientovand priamku (t.j. jednorozmerny afinny podpriestor) vo V' tvaru
p+ [a], kde p € V je svetobod a a € V je asovy vektor, ¢ize (a,a) > 0, spolu
s orientaciou zadanou vektorom a. Tuto svetodiaru budeme znacit WL(p, a) (z an-
glického world line). Jej orientovanost znamend, Ze opacne orientovani svetodiaru
WL(p, —a) povazujeme za roznu od WL(p, a), hoci ako mnoziny bodov predstavuji
t istu priamku.
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Tu treba upozornit na dalSie skreslenie, idiice na vrub zobrazenia v euklidovskej
geometrii. Svetociara WL(0, eg) v R(12) je zobrazend ako os svetelného kuzela LC(0),
kym svetociara WL(0, @), s inym ¢asovym vektorom a vedie akoby blizsie jeho okraja.
7 postulatu stalosti rychlosti svetla vSak vyplyva, Ze svetociary vSetkych inercidlnych
pozorovatelov ,,maju rovnako daleko k okraju svetelného kuzela“.

Svetocdiara WL(p, a) inercidlneho pozorovatela predstavuje jeho ,vlastny tok ¢asu®
(a nie jeho pohyb — ten je mozny len vzhladom na iného inercidlneho pozorovatela).
Orientacia svetociary zodpoveda orientacii ¢asu z minulosti do budicnosti — prostried-
kami Specidlnej tedrie relativity ju vSak nemozno odliSit od orientacie z budicnosti do
minulosti, presnejsie, rozhodnit, ktora z nich je ,,ta prava“. Mozno vsak rozhodnut, ¢i
st dve inercialne svetociary orientované sihlasne alebo nestihlasne, t.]j. ¢i ich vlastné
casy plynu tym istym alebo opac¢nym smerom.

Casové vektory a, b sa nazyvaja stuhlasne orientované, ak (a,b) > 0; ak (a, b) < 0,
hovorime, Z%e a, b st nesihlasne orientované. (Samostatne si dokézte, ze pripad
(a,b) = 0 nemdze nastat.) Inercidlne svetoéiary WL(p, a), WL(q, b) st potom su-
hlasne resp. nesthlasne orientované prave vtedy, ked st stihlasne resp. nestihlasne ori-
entované ich ¢asové vektory. KedZe (a, a) > 0 a vektory @, pre ktoré (a, ) = 0, tvoria
nadrovinu [a]t oddelujiicu obe ,polovice* svetelného kuZela LC(0), stihlasnd orienté-
cia casovych vektorov a, b znamena, ze lezia ,vovnutri tej istej polovice* svetelného
kuzela LC(0); nestihlasne orientované ¢asové vektory potom lezia ,vovnutri opa¢nych
polovic* LC(0).

Formalne mozno svetoc¢iary WL(p, a) zaviest rovnako pre lubovolné vektory a #
0 vo V. Obmedzenie sa na c¢asové smerové vektory je dosledkom postulatu, podla
ktorého sa vSetky hmotné objekty pohybuju rychlostou menSou neZ rychlost svetla.
Svetociary tvaru WL(p, a), kde a je svetelny vektor, t.j. (a, a) = 0, predstavuji pohyb
svetelnou rychlostou — takto sa vSak mozu pohybovat len nehmotné ¢astice (presnejsie,
¢astice s nulovou kludovou hmotnostou), napr. fotény. Svetociary tvaru WL(p, a),
kde a je priestorovy vektor, t.j. (a,a) < 0, by zodpovedali pohybu nadsvetelnou
rychlostou, teda — aspon v ramci Specidlnej tedrie relativity — nemaju fyzikalny vy-
znam. Hoci o ¢asticiach pohybujicich sa nadsvetelnymi rychlostami, tzv. tachydnoch,
sa v teoretickej fyzike stale Spekuluje, vSetky doterajsie pokusy objavit ich skonéili
netispesne.

Pohyb mé podla nasich fyzikdlnych predstav vzdy relativny charakter. V abstrakt-
nom Minkowského casopriestore, kde nemame privilegovant ¢asovi os, su vSetky iner-
cidlne svetociary rovnocenné. Pokial teda budeme hovorit o pohybe inercidlneho po-
zorovatela, vzdy pojde o jeho pohyb vzhladom na iného inercidlneho pozorovatela. Na
druhej strane, niektoré vlastnost: pohybu st absolitne. V Minkowského casopriestore
V' je to napr. vlastnost ,pohybovaf sa rovnomerne priamociaro“ (t.j. opisovat iner-
cidlnu svetociaru vo V'), a v dosledku toho tiez vlastnost ,pohybovat sa premennou
rychlostou®. Svetoc¢iara hmotného bodu v Minkowského ¢asopriestore V' pohybujiiceho
sa premennou rychlostou totiz nie je inercialna. Zmena rychlosti sa prejavi zakrivenim
prislusnej svetociary. Nakolko vSak okamzZita rychlost pohybu hmotného bodu je vzdy
mensSia neZ rychlost svetla, dotykovy vektor k takejto svetociare v kazdom jej sveto-
bode p je ¢asovy, t.j. lezi ,vovnitri“ svetelného kuzela LC(p).

OkamZitym fyzikalnym priestorom inercidlneho pozorovatela nachadzajiceho sa
v svetobode q svojej svetociary WL(p, a) nazyvame afinng podpriestor q -+ [a]* Min-
kowského casopriestoru V'; kazdy z tychto afinnych podpriestorov potom nazyvame
okamZzZitym fyzikdlnym priestorom svetociary WL(p, a).
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sveto¢iara hmotnej
X0 castice

svetociara fotonu

hypotetickd
svetociara tachyonu

Xy

X9 .
nemoznd svetociara

neinercidlna svetociara

KedZe [a] je zrejme maximélny kladne definitny linedrny podpriestor vo V', jeho
ortokomplement [a]t je podla tvrdenia 16.1.3 zaporne definitny a podla 16.1.2 plati

V = [a] ® [a]*. Na [a]! sa budeme divat ako na euklidovsky priestor vybaveny
skalarnym stéinom —(x,y) a normou ||| = /—(x,x). Uvedomme, Ze okam?Zité

fyzikilne priestory p + [a]* nasho inercidlneho pozorovatela st vlastne tvorené tym
istym euklidovskym priestorom [a] ,unaSanym tokom jeho asu“ pozdlZ jeho sve-
tociary a dohromady vytvaraji cely Minkowského ¢asopriestor V = p + [a] + [a]*.
Vietky udalosti v okamZitom fyzikdlnom priestore p + [a]t sa z hladiska prislugného
inercidlneho pozorovatela odohravaji stcasne. On sam vSak nemd ako odlisit svoj
stav od kludu, teda preiiho je jeho okamzity fyzikdlny priestor stile ten isty a splyva
so zameranim [a]t jeho okamZitého fyzikdlneho priestoru. Preto [a]t predstavuje
subjektivny fyzikdlny priestor inercidlneho pozorovatela so svetoc¢iarou WL(p, a). Pre
inercidlneho pozorovatela s inym ¢asovym vektorom b ¢ [a] vSak plati [a]+ # [b]*,
¢ize udalosti sucasné pre jedného z nich sa tak nemusia javit druhému.

Pre a # 0 v R je [a]t priamka simerne zdruZend s priamkou [a] podla osi
xo = x1 (alebo, ¢o je to isté, podla osi zo = —z1). Teda okrem pripadu, ked a lezi
v smere niektorej z osi xg, 1, priamky [a], [a]® nie st na seba euklidovsky kolmé.
(Nakreslite si obrazok!) Dalej si rozmyslite, ako je rovina [a]® ,stimerne zdruzeni*
s priamkou [a] podla svetelného kuzela v R(1:2),

K danej svetociare WL(p, a) inercidlneho pozorovatela v Minkowského ¢asoprie-
store V' existuje jednoznacéne uréeny vektor ag = (a, a)”'/%a taky, ze WL(p,a) =
WL(p, ap) a (ag,ap) = 1, ktory nazyvame jej éasovym Sipom alebo Sipom casu (vo
fyzike sa v Minkovského asopriestore R(1:3) pouziva tiez nazov Stvorryjchlost). To
znamena, ze parameter ¢ vo vyjadreni svetobodov & = p + tag svetociary WL(p, ay)
mozno skutocne interpretovat ako vlastny ¢as prislusného inercidlneho pozorovatela,
pocitany od udalosti p. Nech dalej (aq,...,a,) je nejakd ortonorméalna baza pod-
priestoru [ao]t. Potom « = (ag,ay,...,a,) je zrejme ortonormilna béaza pseu-
doeuklidovského priestoru V' s Gramovou maticou G(a) = diag(1, —I,,), nazyvanou
tiez Minkowského symbol alebo Minkowského metricky tenzor. Taktto bazu nazy-
vame inercidlnou bdzou sveto¢iary WL(p,a) a k nej prislichajicu ststavu surad-
nic nazyvame inercialnou suradnou siustavou. Pre vektory x,y € V so suradnicami

(w)a = (1507 T1,.-- 7$n)T7 (y)a — (?/07 Yty -y yn)T potom plati

(93,?!) =ZoYo — T1Y1 — -+ — TnYn,
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¢ize pseudoskalarny sicin vo V nadobuda tvar standardného pseudoskalarneho stcinu
v R | Este si vimnite, 7e — na rozdiel od ¢asového §ipu ag — priestorové vektory
ai,...,a, uvedenej bazy nie su urcené jednoznacne, teda vo vSeobecnosti existuje
mnoho réznych inercidlnych baz spojenych s danym inercidlnym pozorovatelom.
Fyzikalne si pod Sipom ¢asu ag inercidlnej bazy (ag,aq,...,ay) treba predstavo-
vat hodinky, ktorymi nas trpaslik meria ¢as, a pod priestorovymi vektormi a1, ..., a,
stistavu n navzajom kolmych kovovych tyéi jednotkovej dlzky pevne zvarenych v jed-
nom spolo¢nom koncovom bode, ktoré slizia na fixovanie jednotlivych stiradnych osi
a meranie vzdialenosti v ich smeroch (v ,naSom* ¢asopriestore, samozrejme, n = 3).
Nasledujtce zrejmé tvrdenie dodatoc¢ne opraviuje sposob, akym sme definovali
okamzité fyzikdlne priestory a subjektivny priestor inercidlneho pozorovatela.

16.3.1. Tvrdenie. Nech WL(p, a) je svetociara inercidlneho pozorovatela s casovym
gipom ag o o = (ag,aq,...,ay,) je jej lubovolnd inercialna bdza. Pre lubovolné
udalosti x,y € V so siradnicami (€)o = (20,71, 70) L, (W)a = W1,Y2,- - Un)T
nasledujuce podmienky su ekvivalentne:

(i) zo =vyo, t.J. ©, y si sicasné udalosti vzhladom na na vztaini sistavu o

(ii)) @,y patria do toho istého okamZitého fyzikdlneho priestoru svetociary WL(p, a);
(iii) z —y € [a]t, ¢ize (a,z—y) =0.

16.4. Paradox dvojciat

N4&s vyklad za¢neme malym doplnkom k obratenej Cauchyho-Schwartzovej nerovnosti
z tvrdenia 16.1.4.

16.4.1. Tvrdenie. Nech V je Minkovského casopriestor a aspon jeden z vektorov
u,v €V je casovy. Potom
(u,0)* > (u,u)(v,v),

pri¢om rovnost nastane prave vtedy, ked vektory w, v su linedrne zdavislé.

Dokaz. Nech napr. u # 0 je ¢asovy vektor. Potom [u] je maximalny kladne definitny
linedrny podpriestor vo V, teda [u]t je zaporne definitny podpriestor podla tvrde-
nia 16.1.3 a V = [u] @ [u]* podla tvrdenia 16.1.2. Preto v = au + z pre jednoznacne
uréeny skalar a a vektor z € [u]t. Z ivah o ortogonalizicii, pripadne priamym vypo¢-
tom dostaneme

G(u,v)| = [G(u, 2)| = (u, u)(2, 2).

Z toho vyplyva, ze podpriestor [u,v] = [u, 2] je singuldrny prave vtedy, ked z = 0,
t.j. prave vtedy, ked u, v st linearne zavislé. Preto ak u, v st linedrne nezavislé, tak
podpriestor [u, v] je indefinitny, a pozadovany zaver vyplyva z tvrdenia 16.1.4 (c).

Doésledkom prave dokazaného tvrdenia je nasledujica ,obratena trojuholnikova
nerovnost*.

16.4.2. Dosledok. Nech u, v su suhlasne orientované casove vektory v Minkovského
casopriestore V. Potom aj u + v je casovy vektor a plati

[+ ol = Jlull + o],

pricom rovnost nastane prave vtedy, ked w, v st linedrne zdvislé.
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Dokaz. Kedze (u,v) > 0, priamym vypocétom dostavame
(164 0,0 + ) = () + 2, 0) + (v, )

2
> [Jull® + 2wl o]l + [[oll* = (ul +[lv])",

pricom rovnost zrejme nastane prave vtedy, ked (u,v)? = (u, u)(v, v).

Predstavme si teraz dvoch pozorovatelov-dvojcata. Nazvime ich trebars Kyblik a
Spachto$. Jeden z nich, dajme tomu Spachto$, je inercidlny a cely ¢as nasho rozpra-
vania prespi doma. Druhy z nich, Kyblik, sa vyberie na vesmirny vylet raketou. Ne-
jaky ¢as sa vzdaluje rovnomerne zrychlenym pohybom, po dosiahnuti istej dost velkej
rychlosti sa dlho pohybuje rovnomerne priamociaro, potom zac¢ne brzdit a po dosiah-
nuti nulovej rychlosti obrati svoju vesmirnu lod a zac¢ne sa vracat domov na Zem —
najprv rovhomerne zrychlenym pohybom naberie istt1 velkd rychlost, ktorou potom
dlho leti rovnomerne priamocdiaro, a ked sa pribliZi k Zemi, za¢ne brzdit, aZ napokon
pristane doma na priedomi, kde ho uz ¢aka Spachtos, ktory sa prave zobudil a vysiel
von nadychat sa ¢erstvého vzduchu. UkaZeme si, Ze Kyblik je po navrate mladsi nez
Spachtos, ¢iZe z jeho hladiska uplynul kratsi ¢as nez z hladiska jeho spiaceho brata.

Prislusné tseky svetociar oboch bratov st zndzornené na obrazku vlavo. Kym
Spachtosov tsek je ¢astou inercidlnej svetociary, Kyblikov tsek je neinercidlny —
parabolicky zakrivené tiseky zodpovedaju zrychlovaniu resp. brzdeniu rakety, priame
letu stalou rychlostou. Ak zrychlovanie a brzdenie trva v porovnani s rovnomernym
priamociarym letom zanedbatelne kratko, prislusny tsek Kyblikovej sveto¢iary moZzno
pre naSe Ucely dostatoCne presne aproximovat (fyzikalne neuuskutoc¢nitelnou) lome-
nou svetociarou na obrazku vpravo. Jej iseky zodpovedaji vektorom u, v. Spachtosov
tsek potom zodpoveda vektoru u + v. Zo SpachtoSovho pohladu uplynie ¢as ||u + v||,
kym z Kyblikovho ||u| + ||v]|. KedZe, ako (u)vidime, w, v st sthlasne orientované
¢asové vektory, podla prave dokdzaného dosledku plati [|u + v|| > [|ul| + ||v]|.

u+v

Celd situdciu mozno popisat v R4 . Ak si oznaéime v velkost rychlosti Kyblikovej
rakety v rovnomernych priamociarych tsekoch, a ¢ ¢as Spachtosovho spanku, mame
u= (t/2,0t/2), v = (t/2,—vt/2), u + v = (£,0) a (u,v) = t3(1 + v?)/4 > 0, lize u,
v su suhlasne orientované. Jednoduchym vypocétom moZno dostat presnejsi odhad

lull + o]l = tv1 =02 <t = [lu+ ol

Pomer vlastnych ¢asov oboch bratov teda zavisi na rychlosti v.



16. UVOD DO SPECIALNEJ TEORIE RELATIVITY 13

Nazvom paradox dvojciat sa zvykne oznacovat zdanlivy rozpor, ktory vznika, ak
sa na uvedenu situiciu pokusame neuvazene aplikovat relativisticky princip ekviva-
lencie ITubovolnych inercidlnych ststav. Ak totiz zabudneme, ze Kyblikova svetociara
je neinercidlna, a za¢neme celi situaciu posudzovat z jeho hladiska, vyjde nam, Ze
by nakoniec mal byt mladsi vzhladom na Kyblika sa pohybovavsi Spachtos. K tejto
otazke sa este vratime v paragrafe 16.6, venovanom dilatacii casu.

16.5. Relativna rychlost dvoch inerciidlnych pozorovatelov

Uvazujme dvoch inercidlnych pozorovatelov so svetodiarami WL(p,a), WL(q,b)
v Minkowského casopriestore V' a kvoli jednoduchosti predpokladajme, Ze vektory a,
b st ich Sipy ¢asu, t.j. {(a,a) = (b,b) =

Svetociara WL(q, b) druhého inercidlneho pozorovatela pretina okamzity fyzikalny
priestor p + ta + [a]t prvého pozorovatela vo svetobode g + t'b, kde ' najdeme
z podmienky (q + t'b) — (p + ta) € [a]*, cize

0={(a,q+t'b—p—ta)=(a,b)t' + (a,q— p) — (a,a)t = (a,b)t' + (a,q — p) —t.

7 toho vyplyva
t— <a'7 q-— p>

Y= )

Z pohladu prvého inercidlneho pozorovatela, t.j. v jeho subjektivnom fyzikalnom
priestore [a]t, tomuto okamihu zodpovedé4 poloha

(a,q —p) b g
o] b+<a,b>b t

(g+1t'b) — (p+ta)=(q—p)—
druhého inercidlneho pozorovatela.
Nejakému ¢asovému intervalu At = to — t; prvého inercidlneho pozorovatela tak
zodpoveda casovy interval

to—t1 At
At =1ty —t) = =
* 1 {ab)  (ab)

druhého z nich. Za ten ¢as sa poloha druhého pozorovatela v subjektivnom fyzikalnom
priestore [a]1 prvého zmeni o priestorovy vektor At((a, b>_1b—a) € [a]t. Priestorovy
vektor

v = (a,b)"'b—a € [a]*

potom samozrejme predstavuje rychlost, akou sa druhy inercidlny pozorovatel po-
hybuje v subjektivnom fyzikdlnom priestore prvého. KedZe v nezavisi od casu t,
pohyb druhého inercidlneho pozorovatela sa prvému skutocne javi ako rovnomerny
priamodiary. Pre velkost tejto rychlosti plati

v=|lv|| =/~ (w,v) =/ —2(b,b) +2 — (a,a) = /1 — (a,b)~2

Teda velkost v rychlosti, ktorou sa z pohladu prvého inercidlneho pozorovatela po-
hybuje druhy z nich mozno vyjadrit pomocou pseudoskaldrneho stcinu (a, b) ich
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¢asovych §ipov a, b. Taktiez naopak, pseudoskalarny stcin (a,b) mo’no az na zna-
mienko vyjadrit pomocou velkosti relativnej rychlosti v:
1
V1—v?

v ¢om C¢itatel asi spoznéd zndmy Lorentzov koeficient, hoci vo fyzike ho ¢astejSie za-
. . 1 . , ) . . ’ .
pisujeme v tvare T kde ¢ je rychlost svetla. Zrejme princip medznej hodnoty
1—(v/c)?

{a,b)| =

rychlosti svetla je ekvivalentny s poziadavkou realnosti a konecnosti tohto vyrazu. Ak
navySe prijmeme prirodzeny predpoklad, Ze a, b st sihlasne orientované, dostaneme

1
V1—0v2
Este podotknime, Ze ak by sme si na zaciatku nezjednodusili Zivot podmienkou

(a,a) = (b,b) = 1, ¢ize za a, b by sme si vzali lubovolné sihlasne orientované ¢asové
vektory, poslednii rovnost by sme dostali v tvare

<a'7 b> =

(a, b) 1

lall Il VT =22’

¢o na zaklade analdgie s euklidovskymi priestormi navodzuje myslienku, zZe Lorentzov
koeficient predstavuje ,kosinus® akéhosi ,,pseudouhla“ vektorov a, b. Ked7ze je vSak
uvedeny vyraz vzdy > 1, o obycajny kosinus uhla ist nemdze. ZvySok paragrafu je
venovany upresneniu tychto tvah.

Z Eulerovych vztahov

e'“ = cos +isina, e ' =cosa — isina,
ktoré tu nebudeme odvodzovat, vyplyvaju nasledujice vyjadrenia goniometrickych
funkcii pomocou exponencidly imagindrneho argumentu
eia + e—ia ) eia o e—ia
cosqg = —— sinqg = ———
2 ’ 2i
pre [ubovolné a € R. Funkcie hyperbolicky kosinus a hyperbolicky sinus su definované
realnou analdégiou uvedenych rovnosti
0 —6 6 _ .—6
e’ +e . e’ —e
coshﬁzT, smhﬁzT

pre Iubovolné 0 € R.
Vsetko, ¢o potrebujeme v tejto chvili vediet, je jednotkovy vztah

cosh?® — sinh? 6 = 1

(overte si samostatne jednoduchym vypoctom), z ktorého vyplyva, ze vSetky dvojice
(cosh ,sinh @) leZia na jednej vetve rovnoosej hyperboly 2 — 3% = 1, (z > 1), a Ze
kazdy bod (z,y) tejto vetvy ma uvedeny tvar. Naozaj, staci polozit 6 = In(z + y).
Druhé vetva (z < —1) tejto hyperboly je tvorend dvojicami (— cosh@,sinh@), pre
0 eR
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Pre stihlasne orientované casové vektory a, b potom existuje jednoznacne urcené
realne ¢islo 0, nazyvané tiez hyperbolicky uhol vektorov a, b, také, ze

coshf = (a,b) ! sinh ) = ~ —|G(a, b)] _ Y

lall flll V1= lallfloll V10

Explicitné vyjadrenie pre 6 je

0 —1In {(a,b) + /—|G(a,b)| I /14w

e[l o]

16.6. Relativisticka dilatacia éasu

Ako sme odvodili v predoslom paragrafe, pre ¢asovy tsek At’ druhého inerciadlneho po-
zorovatela, ktory zodpoveda ¢asovému tseku At s nim sihlasne orientovaného prvého

pozorovatela, plati
ar= 2 _ T,
(a,b)

teda At’ < At, pricom rovnost nastane prave vtedy, ked v = 0, ¢o je ekvivalentné
s rovnostou (a, b) = 1, a na zaklade tvrdenia 16.4.1 s linedrnou zavislostou ¢asovych
sipov a, b, ¢o v tomto pripade znamend a = b. Z hladiska prvého pozorovatela,
ktory sam seba povazuje za nehybného, tak medzi dvoma okamihmi ¢; a t5 uplynie
dlhsi ¢as, nez z hladiska druhého pozorovatela medzi okamihmi ¢}, t5, v ktorych sa
tento pozorovatel nachddza v okamZitych fyzikadlnych priestoroch p+t1a+[a]*, resp.
p + taa + [a]t prvého. Tento efekt sa nazyva relativistické spomalenie, pripadne re-
lativisticka dilatdcia Casu.

V uvedenej rovnosti sa vSak skryva zdanlivy paradox, niekedy nazyvany paradoz
casu. Z matematickych dovodov symetrie ako aj z fyzikdlnych dévodov rovnocennosti
inercidlnych stustav by malo takisto platit

!/
At = At = At'\/1 — 02,
(a,b)

teda At < At'. Potom nevyhnutne At = At’, v = 0 a (a,b) = 1, t.j. @ = b pre
Tubovolné sihlasne orientované ¢asové Sipy a, b, ¢o je zrejmy nezmysel. Teda niekde
v nasich tivahéch je asi chyba. Odhalit ju nie je aZ také fazké. Casovy okamih prvého
inercidlneho pozorovatela, zodpovedajtci ¢asovému okamihu ¢ druhého inercidlneho
pozorovatela z pohladu druhého pozorovatela, nie je povodny okamih ¢, ale okamih

t'—(bp—q) t—(a,q—p)+(a,b)bp—q)

Vs ) (@, )2

Teda ¢asovému intervalu At" = t}, — t| druhého inercidlneho pozorovatela zodpoveda
7z jeho pohladu ¢asovy interval

At At

"no_ .
A=) (@b

a nie At, prvého pozorovatela. Situdcia pre Specidlny pripad p = ¢ = 0, t; = 0,
to =t = At je znazornena na obrazku v R(L1D),
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[a] [b]
tb [b]"
ta
t'b ta+ [ct]l
t"a
1
'b+[b] L 0 [a]

Na obrazku nam asi udrie do o¢1, ze dlzka vektora 'b je vicsia ako dizka vektora
ta, aj ked [|t'b|| = t' = tv/1 —v2 < t = |tal|. Nezaskodi preto znova pripomentt,
ze vzdialenosti, ktoré ndm vnucuje obrazok, su euklidovské, netreba ich preto brat
vazne — geometria Minkowského ¢asopriestoru je totiz neeuklidovska. Z hladiska tejto
geometrie st rovnako dlhé napr. vektory ta a tb (lezia na tej istej hyperbole).

Experimentéalny dokaz dilatacie ¢asu poskytuju p-mezony, zvané tiez midny (nieco
ako ,tazké elektrény*) — elementarne Castice s velmi kratkou priemernou dobou Zivota
(asi 2,2-107%). Miény vznikaj vplyvom primarneho kozmického Ziarenia v hornych
vrstvach atmosféry (t.j. vo vySkach 10 a viac km) a prilietaji velkymi rychlostami (az
0,998 rychlosti svetla) na zemsky povrch. Za ¢as 2,2 - 10~ %s by vSak ani rychlostou
svetla ¢ ~ 300 000 kms~! nemali preletiet viac nez 660 m. Z hladiska pozemského po-
zorovatela vSak ¢asu At’' v sustave letiaceho miénu zodpoveda ¢as At = At'/v/1 — v2,
kde v je jeho rychlost v pomere k rychlosti svetla. Namerané hodnoty priemernej doby
zivota miénov pri roznych rychlostiach (¢i uz v kozmickych licoch alebo v pozemskych
urychlovac¢och) sa so zna¢nou presnostou zhoduji s uvedenym vztahom. Napriklad
vlastnému ¢asu 2,2 - 10~ 8s v stistave miénu letiaceho rychlostou 0,998 ¢, zodpoveda
v stistave pozemského pozorovatela ¢as asi 34,8 - 10~ %s, za ktory mién preleti drahu
priblizne 10,4 km.

Vsimnite si, Ze vo formule pre dilataciu ¢asu vystupuje rovnaky koeficient /1 — v2
ako v pribliznom kvantitativnom odhade z paradoxu dvojciat. Navyse dilatacia casu
je — popri neinercidlnosti Kyblikovej svetociary — naozaj spoluzodpovedné za jeho
,pomalsie starnutie“. To s dovody, pre ktoré sa oba tieto efekty casto pleti. Este
stale sa mozno z ¢asu na ¢as stretnit s naivnou kritikou Specidlnej tedrie relativity,
ktora si berie na musku prave paradox dvoj¢iat a pouziva pri tom uz spominany
argument, akym mozno zdanlivo spochybnit dilataciu ¢asu: ,KedZe pohyb je relativny,
mozeme rovnako dobre z Kyblikovho hladiska povazovat Spachtosa za pohybujtceho
sa a Kyblika za nehybného. Potom by mal viac zostarniat Kyblik.* Podobna symetria
tu vsak nema miesto. Aby sa mohli Kyblik a Spachto$, opisujtci najprv ta istu sveto-
¢iaru, rozdelit a potom opéit stretnit, musi sa (aspoii) jeden z nich v istych tisekoch
svojej svetociary ,,zneinercialnit®, t.j. pohybovat sa so zrychlenim. Rozdiel medzi iner-
cialnou Spachtosovou a neinercialnou Kyblikovou svetoc¢iarou ma tak — v protiklade
k naSim inercidlnym pozorovatelom z tohto paragrafu — absolutny charakter a rozdiel
veku sa pri stretnuti oboch bratov prejavi ,hmatatelne®.
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Tento efekt bol potvrdeny aj experimentalne — neexperimentovalo sa vSak s dvojca-
tami ale s velmi presnymi hodinami, merajicimi ¢as pomocou oscilacii v elektrénovom
obale atémov cézia. Stvoro céziovych hodin obletelo Zem v dvoch pridovych lietadlach
— dvojo v smere od zapadu na vychod, dvojo v smere od vychodu na zapad — a po
prilete ich porovnali s referencnymi hodinami, ktoré zostali ,doma“ v Namornom
observatoriu v USA. Namerané ¢asové rozdiely sa velmi dobre zhodovali s hodnotami
predpovedanymi teériou. Poznamenajme vSak, Ze vzhladom na acinky rotacie a gra-
vitacného pola Zeme je redlna situicia podstatne zloZitejSia nez nas umely priklad
s Kyblikom a Spachtosom, a jej matematicky popis si vyzaduje i ¢o-to zo vSeobecnej
tedrie relativity. V skutocnosti v porovnani s pozemskymi hodinami ,omladli“ len
hodiny, ktoré leteli smerom na vychod — o (594 10)-10~%; naopak hodiny, ktoré leteli
na zapad, v porovnani s pozemskymi hodinami dokonca ,,zostarli“ o (273 47) - 10~ %s.
Teoreticka predpoved davala hodnoty (40 4 23) - 10™%s, resp. (275 4 21) - 10~ %s.

16.7. Lorentzova transformacia

Vratme sa eSte raz k naSim inercidlnym pozorovatelom v Minkowského ¢asopriestore V'
so sthlasne orientovanymi ¢asovymi Sipmi a, b. Ozna¢me ag = a, by = b a predpokla-
dajme, 7Ze a = (ag,ay,...,ay,), B = (bg, by,...,b,) st inercidlne bazy prislichajice
ich svetociaram WL(p, a) resp. WL(q, b). Lorentzova transformdcia z inercidlnej bazy
(3 do inercialnej bazy « je transformaécia suradnic vzhladom na tieto bazy, t.j. linedrne
zobrazenie ¢: R(L™) — R(L1) také, 7e

pre kazdé u € V, alebo, co je to isté,
a-z=03 o)

pre kazdé ¢ € R(™) | Z uvedenych vztahov okamzite vidno, 7e Lorentzova transforma-
cia ¢ je danymi bazami a, 8 jednoznacne urcéend a jej matica vzhladom na kanonicki
ortonorméalnu bazu € = (eg, e1,...,e,) v R je ziroveih maticou prechodu z bazy
B3 do bazy a, t.j.
(‘p)s,s = Pa,,@-
16.7.1. Tvrdenie. Nech ¢ je Lorentzova transformdcia z inercidalne; bdizy B do
inercidlnej bdzy o v Minkowského casopriestore V. Potom pre l[ubovolné vektory
x,y € RO plati
(pz, 0y) = (@, y).

Ingmi slovamsi, Lorentzova transformdcia zachovdva standardny pseudoskaldrny sucin.

Dokaz. Nech x,y € R | Vzhladom na vyber baz a, 8 plati

oz, 0y) = (B -y, B-py) =(a-z, a-y) = (z,y),
pri¢om v dvoch krajnych vyrazoch ide o $tandardny pseudoskaldrny sacin v R(5™)
kym v dvoch vnutornych vyrazoch o pseudoskalarny sucin vo V.

Ak ¢ je Lorentzova transformaécia z inercidlnej bazy B do inercidlnej bazy «, ktoré
prislichaji svetodiaram WL(b, q) resp. WL(p, a), priom na§i pozorovatelia si za
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pociatky odpoctu svojich siradnic zvolili udalosti q resp. p, tak vztah medzi stradni-
cami Tubovolnej udalosti z € V' v takto zvolenych inercidlnych siradnych systémoch
udava afinna transformacia

(2 =Pla = ¢(z — @),

nazyvana tiez Poincarého transformdaciou.

Preniknat do Struktary Lorentzovych transforméacii mozno tak, ze popiSeme Struk-
taru ich matic. To je vo vS8eobecnom pripade pomerne naroc¢nd tloha. Ukazeme si vSak,
7e dané suhlasne orientované ¢asové Sipy a = ag, b = by mozno vzdy vhodne doplnit
do inercidlnych bédz a = (ao,a1,...,a,), B = (b, by,...,b,) tak, Ze vzhladom na
ne mé matica Lorentzovej transformécie z B do a obzvlast jednoduchy a prehladny
tvar Py g = diag(L,,I,_1), kde L, € R?®*? je matica Lorentzovej transforméacie
Minkowského ¢asopriestoru R(1:D | ktorej prvky mozno vyjadrit vyluéne pomocou
velkosti v relativnej rychlosti uvazovanych inercidlnych pozorovatelov. V takom pri-
pade hovorime o tzv. specidlnej Lorentzovej transformdcii.

Ak a = b, nidjdeme Tubovolnt ortonormalnu biazu a = 8 ¢asopriestoru V' s prvym
¢lenom ag = by. Lorentzova transforméacia z B do a je potom identické zobrazenie
s maticou Py g = Ip11.

Ak a # b, tak ide o nezavislé vektory. V dokaze tvrdenia 16.4.1 sme ukazali, Ze [a, b]
je indefinitny podpriestor vo V. Preto existuje a; € [a, b] také, 7e (ag, a) je ortonor-
malna baza podpriestoru [a, b]. Potom nevyhnutne a; € [a]t je priestorovy vektor.
Rovnako existuje by € [a, b]N[b]* také, Ze (bg, by) je ortonormalna baza podpriestroru
[a, b]. Ak si oznaéime ag = b, ..., a, = b, Tubovolni ortonormélnu bazu zaporne
definitného podpriestoru [a, b]t, tak a = (ag,ay,...,a,) a B = (bg,by,...,by,) si
inercidlne bazy, ktoré maju poslednych n — 1 ¢lenov rovnakych. Ich matica prechodu
mé tvar Py g = diag(Pap, In—1), kde Py p € R?*? oznaduje maticu prechodu z bézy
[bo, b1] do béazy [ao, a1], ktori vyjadrime explicitne. Na ten Gcel sta¢i poznat vektory
ai, bl.

V paragrafe 16.5 sme odvodili tvar vektora v rychlosti, ktorou sa v subjektivnom
fyzikdlnom priestore inercidlneho pozorovatela s ¢asovym Sipom a pohybuje inercialny
pozorovatel s ¢asovym Sipom b:

v = (a,b)"'b— a.
Kedze v € [a,b] N [a] a dim([a, b] N [a]") = 1, stadi polozit

~ly — (a,b)"'b—a _ b—{(a,b)a
V1—{a,b)2 /la,b)2 -1

S vyuzitim symetrie tilohy mozno pisat

a; =v

_ —(a, b)~la+b _ —a+(ab)b
V1—{a,b)=2 fla,b)2 -1

Z rovnosti pre a; si vyjadrime

bo = b= (a,byay+ \/{a,b)? — 1a,

b,
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¢o po dosadeni do rovnosti pre by a malych upravach dava
b = /(a,b)?2 —1agp+ (a,b)a;.
To znamena, Ze

(a, b) (a,b)?2 —1
(bo, b1) = (ao, a1) -
(a,b)? —1 (a,b)

Ak si eSte spomenieme na vztah medzi pseudoskaldrnym stac¢inom (a, b) a velkostou
rychlosti v, dostaneme dvojaké vyjadrenie matice prechodu P, alias Lorentzovej
transformacie L,:

1 v
<a'7 b> <a'7 b>2 -1 2 2
Pab: — \/]_U—’U \/11—1} :Lv-

| (@b?=1  (a.b) = i

Po substiticii = In /(1 +v)/(1 — v) dostavame este tretie vyjadrenie v tvare tzv.
hyperbolickej rotacie

coshf sinhf
Rhy = (sinh@ cosh0> = Pap =Ly

Vsimnite si, Ze pre a = b, ¢ize v = 0, 0 = 0, dostavame P, , = Ly = Rhy = I, ¢o
je v zhode so skor prijatym rieSenim tohto Specidlneho pripadu. VSeobecny pripad je
znazorneny na obrazku.

A
Xo
0
b
agl 9 < 4o
-a, 1\ X
-b a,
0
-a
‘bo\ 0
0
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Z fyzikélneho hladiska je najdolezitejsia signattra (1,3), t.j. n = 3, kedy sa Lo-
rentzova transformécia stradnic vzhladom na inercidlne bazy «, 3 obvykle uvadza
v jednom z nasledujtcich tvarov:

zy+ (v/e)xy ot + (v/e)x)

Y 7 BV e Y
oy — (v/c)xy + = _ vt' + o}
V1i—(@w/e)? /1= (v/e)?

kde ¢ je rychlost svetla, v je relativna rychlost pohybu pozorovatelov s inercidlnymi
bazami a a B v smere osi 71 a (vo=ct, 1,72, 23)T, (vh=ct', x|, xh, v5)T st caso-
priestorové sturadnice Tubovolnej udalosti vzhladom na bazy a resp. 3. Este raz vSak
pripominame, ze takyto pomerne jednoduchy tvar mé Lorentzova transformécia len
pri ,spravnej* volbe priestorovych vektorov oboch béz.

16.8. Relativisticka kontrakcia dlzky

Pomocou Lorentzovej transforméacie mozno jednoducho odvodit dalsi zo zndmych re-
lativistickych efektov.

Nech WL(p, a), WL(q, b) s stihlasne orientované svetociary inercialnych pozoro-
vatelov a a = (ag,ai,as,...,ay), resp. B = (bg, b1, bs,...,b,) st s nimi spojené
inercidlne bazy zvolené tak, ako v predchadzajicom paragrafe, t.j. Lorentzova trans-
formacia ¢ z B8 do a mé maticu tvaru diag(L,, I,_1). Predpokladajme, Ze prvy
pozorovatel registruje nehybnii pevna tyé dlzky [ > 0 v smere vektora a;. Matem-
aticky ide o priestorovy vektor la; prebiehajici postupom casu okamzité fyzikalne
priestory p + ta + [a]*; jeho stradnice v okamihu ¢ vzhladom na bézu « a pociatok
p st (t,1,0,...,0)T. Dlzka tejto ty¢e sa druhému pozorovatelovi javi ako dlzka

U= ul = v—(u,u),

vektora u, ktory lezi v jeho subjektivnom fyzikdlnom priestore [b]* (¢o znaci, ze pri
jeho Tubovolnom umiestneni si oba jeho konce sti¢asné udalosti vzhladom na bazu 3)
a splna podmienku

(tap +la1)a = (t,1,0,...,0) = p(u)g

pre nejaky okamih ¢ vlastného ¢asu ststavy a. Kedze u € [b]*, jeho stiradnice maji
tvar (u)g = (0,24, 7%,...,2,,)T a z podmienky pre ich Lorentzovu transforméciu

okamzite vidime, 7ze x5, = ... =z! = 0, ako aj

()= () =7 (0)

Potom zrejme I’ = x| a kone¢ne dostavame ohldseny vztah medzi dlzkami tyc¢e v oboch
inercidlnych ststavach:

/
- sy

VvV1—wv2
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pri¢om rovnost nastane prave vtedy, ked v = 0, teda dizka tyce sa javi najvicsia v tej
inercidlnej stustave, vzhladom na ktoru je ty¢ nehybné. Tento jav sa nazyva relativis-
tické skrdtenie alebo tiez relativistickd kontrakcia dlZky v smere pohybu. Nasledujtci
obrazok, ktory znazoriiuje situdciu v R(WD | je plne analogicky obrazku znazoriiu-
jucemu relativisticka dilataciu ¢asu. Opiét sa na hom stretame s disproporciou eukli-
dovskej a Minkowského dizky vektorov I’by a la;.

[aO] [bo]

[b,]

ta

[a]

la,

Este si vSimnime, Ze onen okamih ¢ vlastného casu v stustave a je jednoznacne
urceny:
v
= lv.

V1 — o2 B

Uvedena formulka je vSak lepsie ¢itatelnd v obvyklom fyzikdlnom tvare

t=1

l
ct =v—.
c
Inak povedané, za cCas t preleti svetlo rovnakt vzdialenost, ak urazime rychlostou v
za Cas, ktory potrebuje svetlo na prekonanie vzdialenosti [. Zrejme pre tyc ,,beznych
rozmerov® je ¢as t enormne maly.



