20. JORDANOV KANONICKÝ TVAR

V tejto kapitole si uká¿eme, ¿e i nediagonalizovateţné lineárne operátory èi matice mo¿no voţbou vhodnej bázy upraviż na tzv. Jordanov kanonický tvar, ktorý je { aspoò na pohţad { veţmi blízky diagonálnemu. Dôkaz tohto výsledku je vźak podstatne nároènejźí ne¿ vźetky dôkazy, s ktorými sme sa doteraz v tomto kurze stretli. Preto najprv iba sformulujeme prísluźné vety a predvedieme, ako sa úprava na Jordanov kanonický tvar v niektorých jednoduchých prípadoch robí. S takýmito vedomosżami vystaèíme vo väèźine prípadov. Jednako pre nároènejźieho èitateţa uvádzame úplný dôkaz, ktorý nám zaberie celé dva paragrafy 20.4 a 20.5. S niektorými aplikáciami výsledkov o Jordanovom kanonickom tvare sa oboznámime a¿ v nasledujúcej kapitole.

20.1. Jordanov kanonický tvar matice

Hovoríme, ¿e matica A ∈ K^{n×n} je v Jordanovom kanonickom tvare, skrátene JKT, ak má blokovo diagonálny tvar

A = diag ( J_{n1} (λ_1), . . . , J_{nk} (λ_k ) ) , kde J_{ni} (λ_i) sú Jordanove bunky rozmerov n_i×n_i prislúchajúce skalárom λ_i ∈ K (pozri príklad 19.1.3). Zrejme v takom prípade je n_1 + . . . + n_k = n a A má charakteristický polynóm det(A − xI) = (λ_1 − x)^{n1} . . . (λ_k − x)^{nk} .

Vidíme, ¿e skalár λ ∈ K je vlastnou hodnotou matice A práve vtedy, keï sa nachádza v zozname λ_1, . . . , λ_k. Keï¿e skaláry λ_1, . . . , λ_k nemusia byż nevyhnutne rôzne, algebraická násobnosż λ vzhţadom na A je súèet veţkostí blokov s hodnotou λ na diagonále, èi¿e ∑ λ_i =λ ni. Ako vyplýva z príkladu 19.1.3, ka¿dému bloku Jni (λi),

bez ohţadu na veţkosż n_i, zodpovedá len jednorozmerný vlastný podpriestor { preto geometrická násobnosż λ vzhţadon na A je rovná poètu takýchto blokov, t. j. poètu prvkov mno¿iny {i ≤ k; λ_i = λ}.

Jordanovým kanonickým tvarom matice A ∈ K^{n×n} nazývame ţubovoţnú maticu J ∈ L^{n×n} v JKT, kde pole L je nejaké rozźírenie poţa K, podobnú (nad poţom L) s maticou A. Upraviż maticu A na Jordanov kanonický tvar znamená nájsż s òou podobnú maticu J ∈ L^{n×n} v Jordanovom kanonickom tvare a regulárnu maticu P ∈ L^{n×n} takú, ¿e J = P^{−1} ·A·P . Potom lineárny operátor x → A·x na (ståpcovom) vektorovom priestore L^n má v báze tvorenej ståpcami matice P maticu J v JKT.

Kţúèové výsledky tejto kapitoly mo¿no zhrnúż do nasledujúcich dvoch viet.

20.1.1. Veta. Nech φ: V → V je lineárny operátor na vektorovom priestore V koneènej dimenzie n nad poţom K. Ak φ má nad K spektrum algebraickej váhy n, tak existuje taká báza β priestoru V , vzhţadom na ktorú má φ maticu (φ)fi v Jordanovom kanonickom tvare. Pritom Jordanov kanonický tvar matice zobrazenia φ je urèený jednoznaène a¿ na poradie Jordanových blokov. 1

20.1.2. Veta. Nech matica A ∈ K^{n×n} má nad poţom K spektrum algebraickej váhy n. Potom A je podobná s maticou J ∈ K^{n×n} v Jordanovom kanonickom tvare. Pritom matica J je urèená jednoznaène a¿ na poradie Jordanových blokov.

20.1.3. Dôsledok. Nech matice A, B ∈ K^{n×n} majú v K spektrum plnej algebraickej váhy n. Potom A ≈ B práve vtedy, keï A a B majú rovnaký Jordanov kanonický tvar.

Vźimnite si, ¿e predpoklad o plnej algebraickej váhe spektra je splnený práve vtedy, keï K obsahuje rozkladové pole charakteristického polynómu lineárneho operátora φ, prípadne matice A. Táto podmienka je automaticky splnená nad algebraicky uzavretým poţom K, źpeciálne nad poţom komplexných èísel C . Aj v prípade, ¿e tento predpoklad nie je splnený, mo¿no pole K vnoriż do jeho koneèného rozźírenia L, nad ktorým u¿ splnený bude. Podrobnosti, ako to mo¿no urobiż, sme si aspoò v prípade rozźírenia R ⊆ C objasnili v paragrafe 19.4 venovanom komplexi˛kácii.

Obe uvedené vety sú zrejme ekvivalentné, preto staèí dokázaż len jednu z nich, prípadne dokazovaż obe naraz a striedavo pou¿ívaż maticovú èi operátorovu formuláciu, podţa toho, ktorá nám práve väèźmi vyhovuje. Dôkazu, ktorý je pomerne nároèný, venujeme paragrafy 20.4 a 20.5. Pova¿ujeme vźak za potrebné predoslaż mu niekoţko príkladov, na ktorých budeme ilustrovaż metódu úpravy matice na JKT.

Celá metóda je zalo¿ená na pozorovaní, èo robí matica J_n = J_n(λ) − λI_n s kanonickou bázou ε^{(n)} = (e_1, . . . , e_n) v K^n. Odpoveï na túto otázku mo¿no struène a prehţadne vyjadriż schémou J_n : e_n → e_{n−1} → . . . → e_2 → e_1 → 0, t. j. J_n · e_1 = 0 (inak povedané, e_1 je vlastný vektor matice J_n(λ)), a J_n · e_i = e_{i−1} pre 1 < i ≤ n.

Ak má teda lineárny operátor φ: V → V maż v nejakej báze β maticu v JKT

(φ)fi = J = diag ( J_{n1} (λ_1), . . . , J_{nk} (λ_k ) ) , musí sa táto báza daż rozlo¿iż na k reżazcov

β_1 = (v_{11}, . . . , v_{1n1} ), β_2 = (v_{21}, . . . , v_{2n2} ), . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . β_k = (v_{k1}, . . . , v_{knk} ), zodpovedajúcich jednotlivým Jordanovým bunkám J_1(λ_1), J_{n2} (λ_2), . . . , J_{nk} (λ_k ). Na ka¿dom reżazci β_i pôsobí lineárny operátor φ − λ_i id_V = φ − λ_i rovnako ako matica J_{ni} na kanonickej báze ε^{(ni)} = (e_1, . . . , e_{ni} ), t. j. podţa schémy φ − λ_i : v_{ini} → v_{i ni−1} → . . . → v_{i2} → v_{i1} → 0. Potom prvý vektor v_{i1} ka¿dého reżazca β_i (v naźej schéme prvý nenulový vektor sprava) je vlastným vektorom operátora φ prislúchajúcim k vlastnej hodnote λ_i. Celý reżazec je zasa tvorený postupnými obrazmi posledného vektora v_{ini} (v naźej schéme prvého vektora zţava) v zobrazení φ − λ_i, t. j.

β_i = ( v_{ini} , (φ − λ_i)(v_{ini} ), . . . , (φ − λ_i)^{ni −1}(v_{ini} ) ) . Bázu zlo¿enú z takýchto reżazcov nazývame Jordanovou bázou prísluźného lineárneho operátora alebo matice.

Úprava matice (lineárneho operátora) na JKT teda spoèíva hlavne v nájdení Jordanovej bázy, t. j. bázy zlo¿enej z reżazcov vektorov prislúchajúcich jednotlivým vlastným èíslam a vlastným vektorom tejto matice. Také nieèo vźak predpokladá znalosż spektra, preto jeho urèenie (prípadne doplnenie do plnej algebraickej váhy vo vhodnom rozźírení základného poţa) musí konźtrukcii takejto bázy nevyhnutne predchádzaż.

Vopred vźak poznamenávame, ¿e priamoèiara metóda budovania bázických reżazcov od vlastných vektorov "sprava doţava\, dobre funguje len pre matice malých rozmerov (maximálne tak 5×5), prípadne pre matice, v ktorých JKT sa vyskytujú len malé Jordanove bloky (maximálne do rozmeru 3×3). Pre matice väèźích rozmerov, kde sa kombinatorika mo¿ných rozmerov blokov stáva pestrejźou, je u¿ neúnosne zlo¿itá. Neskôr, na základe dôkazu viet 20.1.1 a 20.1.2, sa zoznámime aj s metódou postupujúcou pri vytváraní bázických reżazcov "zţava doprava\. V literatúre sa mo¿no stretnúż aj s elegantnou metódou zalo¿enou na úprave charakteristickej matice A − xI pomocou ERO a ESO { tá vźak vyu¿íva niektoré hlbźie poznatky o maticiach, ktorých prvky sú polynómy nad daným poţom.

Samostatnú poznámku si vy¿aduje otázka urèenia spektra analyzovanej matice alebo operátora. Naźe príklady budú vopred umelo pripravené tak, aby sme prísluźnú charakteristickú rovnicu vedeli ţahko vyrieźiż (väèźinou budú dokonca vźetky jej korene malé celé èísla). V "reálnom ¿ivote\ to vźak tak byż nemusí. Vo vźeobecnosti neexistujú vzorce, ktoré by vyjadrovali korene polynómu f(x) ∈ C [x] stupòa ≥ 5 ako funkcie jeho koe˛cientov zostavené pomocou operácií sèítania, odèítania, násobenia, delenia a mocnín s racionálnym exponentom.^1 Ani pre polynómy stupòa 3 a 4, pre ktoré takéto vzorce existujú, vźak nie sú pre svoju ża¿kopádnosż prakticky upotrebiteţné. Tak¿e pou¿iteţné explicitné vzorce máme k dispozícii len na rieźenie rovníc stupòa 1 a 2.

Tým vzrastá význam pribli¿ných numerických metód výpoètu vlastných èísel a vektorov a JKT. Tieto otázky vźak u¿ nie sú predmetom náźho kurzu. Momentálne nie je naźim cieţom výpoètovo zvládnuż uvedenú problematiku v celej vźeobecnosti, ale porozumież jej základným súvislostiam. Keï¿e práve výsledky a metódy lineárnej algebry hrajú v modernej numerickej matematike významnú úlohu, je takéto prvotné porozumenie jedným z nevyhnutných predpokladov zvládnutia pokroèilejźích numerických metód.

Jeden numerický aspekt výpoètu JKT vźak nemo¿no v tejto súvislosti nespomenúż. Numerické metódy väèźinou dávajú len pribli¿né výsledky s istou vopred zadanou presnosżou. Navyźe èasto pracujú so vstupnými údajmi získanými meraním, teda u¿ od zaèiatku zaża¿enými urèitými chybami. Na druhej strane, "takmer vźetky\ źtvor-

1Dôkaz nerieźiteţnosti rovníc piateho a vyźźieho stupòa pomocou radikálov je súèasżou tzv. Galoisovej teórie a patrí k vrcholným výkonom algebry 19. storoèia.

cové matice nad C sú podobné s diagonálnymi.^2 Pri hocako malej náhodnej zmene prvkov sa takáto matica s pravdepodobnosżou hranièiacou s istotou stane podobnou diagonálnej. Teda matice, ktorých s nediagonálnym JKT sú vlastne atypickými výnimkami s nekoneène málo pravdepodobným výskytom. To jednak èiní numerický výpoèet JKT znaène chúlostivou zále¿itosżou, jednak navodzuje otázku, aký má vôbec význam zaoberaż sa nediagonalizovateţnými maticami a lineárnymi operátormi. Dodajme teda, ¿e na druhej strane typická matica A ∈ C^{n×n} s aspoò jednou viacnásobnou vlastnou hodnotou je nediagonalizovateţná (pokúste sa samostatne upresniż význam tohto tvrdenia). Èo je vźak eźte dôle¿itejźie, s prirodzenými príkladmi takýchto operátorov sa mo¿no stretnúż v matematickej analýze.

20.1.3. Príklad. Lineárny operátor derivácie D : R^{(n)} [x] → R^{(n)} [x], kde D(f) = f^′ =^{df}_{dx} pre f ∈ R^{(n)} [x], na priestore vźetkých reálnych polynómov stupòa ≤ n má v báze ξ^{(n)} = (1, x, x^2 . . . , x^n) maticu

(D)¸(n) =

0 1 0 . . . 0 0 0 2 . . . 0 . . . . ... ... . . 0 0 . . . 0 n 0 0 . . . 0 0 .

Z toho u¿ mo¿no pomerne ţahko nahliadnuż (prípadne dopoèítaż), ¿e maticou operátora D v báze ( 1, x,^{x2}_2 , . . . ,^{xn}_{n!} ) je Jordanova bunka J_{n+1} = J_{n+1}(0).

20.2. Príklady úpravy matíc na Jordanov kanonický tvar

20.2.1. Príklad. Uva¿ujme maticu

A = 1 0 2 −2 1 3 1 −1 1 0 0 −1 3 4 3 −4 ∈ R^{4×4} .

Jej charakteristický polynóm

det(A − xI) = x^4 − 2x^2 + 1 = (x − 1)^2(x + 1)^2

má dva korene x_{1,2} = 1 a x_{3,4} = −1, oba dvojnásobné. Nájdeme k nim prísluźné vlastné vektory. Podpriestor rieźení homogénnej sústavy s maticou

A − I = 0 0 2 −2 1 2 1 −1 1 0 −1 −1 3 4 3 −5 ∼ 1 0 0 −2 0 1 0 1 0 0 1 −1 0 0 0 0

2Presnejźie, topologická dimenzia mno¿iny vźetkých matíc A 2 Cn�n , ktoré nie sú podobné s diagonálnymi, je menźia ne¿ topologická dimenzia priestoru vźetkých matíc Cn�n . Podobne, topologická dimenzia mno¿iny vźetkých matíc A 2 Rn�n, ktoré nie sú podobné s diagonálnymi maticami z Cn�n , je menźia ne¿ topologická dimenzia priestoru vźetkých matíc Rn�n. Pojem topologickej dimenzie je (zïaleka nie priamoèiarym) zovźeobecnením dimenzie lineárnych a a˛nných podpriestorov nad R.

je jednorozmerný, generovaný vlastným vektorom v_1 = (2, −1, 1, 1)^T . Teda algebraicky dvojnásobné vlastné èíslo 1 má geometrickú násobnosż 1. Ïalźí vektor reżazca nájdeme ako nejaké rieźenie x = v_2 sústavy (A − I) · x = v_1 úpravou jej rozźírenej matice 0 0 2 −2 1 2 1 −1 1 0 −1 −1 3 4 3 −5

| | | | | |

| | | | | | 2 −1 1 1 ∼ 1 0 0 −2 0 1 0 1 0 0 1 −1 0 0 0 0

| | | | | |

| | | | | | 2 −2 1 0 ,

teda napr. v_2 = (2, −2, 1, 0)^T .

Podpriestor rieźení homogénnej sústavy s maticou

A + I =

2 0 2 −2 1 4 1 −1 1 0 1 −1 3 4 3 −3 ∼ 1 0 1 −1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

má dimenziu 2 (a taká je tie¿ geometrická násobnosż algebraicky dvojnásobného vlastného èísla −1); jeho bázu tvoria vlastné vektory v_3 = (1, 0, −1, 0)^T , v_4 = (1, 0, 0, 1)^T .

Teda A je podobná matici v JKT

J = diag ( J_2(1), −1, −1 ) = 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 −1

a prísluźná Jordanova báza (v_1, v_2, v_3, v_4) je tvorená ståpcami matice prechodu

P = 2 2 1 1 −1 −2 0 0 1 1 −1 0 1 0 0 1 .

Videli sme, ¿e reżazce vektorov prislúchajúce rôznym vlastným èíslam mo¿no bez ża¿kostí oddeliż. Preto odteraz sa sústredíme len na hţadanie a oddeţovanie reżazcov prislúchajúcich tomu istému vlastnému èíslu a budeme sa zaoberaż iba maticami s jednoprvkovým spektrom.

20.2.2. Príklad. Matica

A = −2 1 0 −3 1 1 −1 0 1 ∈_R^{3×3}

má charakteristický polynóm

det(A − xI) = −x^3 a jediné, algebraicky trojnásobné vlastné èíslo x_{1,2,3} = 0. Vlastné vektory nájdeme rieźením homogénnej sústavy s maticou

A − 0I = A ∼ 1 0 −1 0 1 −2 0 0 0 .

Podpriestor rieźení je jednorozmerný, generovaný vektorom u = (1, 2, 1)^T , teda geometrická násobnosż vlastného èísla 0 je 1. Hţadaná báza tak bude pozostávaż z jediného reżazca prislúchajúceho vlastnému vektoru u_1 = u. Vektor u_2 nájdeme ako nejaké rieźenie x = u_2 sústavy A · x = u_1 úpravou jej rozźírenej matice

(A | u_1) =

−2 1 0 −3 1 1 −1 0 1

| | | | | | | | | | 1 2 1 ∼ 1 0 −1 0 1 −2 0 0 0

| | | | | | | | | | −1 −1 0 ;

tak¿e mô¿eme polo¿iż napr. u_2 = (−1, −1, 0)^T . Podobne, tretí vektor u_3 náźho reżazca nájdeme ako nejaké rieźenie x = u_3 sústavy A · x = u_2 úpravou jej rozźírenej matice

(A | u_2) =

−2 1 0 −3 1 1 −1 0 1

| | | | | | | | | | −1 −1 0 ∼ 1 0 −1 0 1 −2 0 0 0

| | | | | | | | | | 0 −1 0 ,

teda napr. u_3 = (0, −1, 0)^T .

To znamená, ¿e A je podobná priamo s Jordanovou bunkou

J_3 = J_3(0) =

0 1 0 0 0 1 0 0 0

prostredníctvom matice prechodu

P = 1 −1 0 2 −1 −1 1 0 0 ,

tvorenej vektormi Jordanovej bázy (u_1, u_2, u_3) ako ståpcami.

20.2.3. Príklad. Matica

A = 8 10 −5 −2 −1 2 1 2 2 ∈_R^{3×3}

má charakteristický polynóm

det(A − xI) = 27 − 27x + 9x^2 − x^3 = (3 − x)^3 a algebraicky trojnásobné vlastné èíslo x_{1,2,3} = 3. K nemu prísluźné vlastné vektory nájdeme rieźením homogénnej sústavy s maticou

A − 3I = 5 10 −5 −2 −4 2 1 2 −1 ∼ 1 2 −1 0 0 0 0 0 0 .

Podpriestor rieźení je dvojrozmerný, generovaný (napríklad) vektormi u = (2, −1, 0)^T , v = (1, 0, 1)^T . Teda geometrická násobnosż vlastného èísla 3 je 2, tak¿e k nemu budú prislúchaż dva reżazce då¿ok 1 a 2. Keï¿e vopred nevieme, ku ktorému vlastnému vektoru v_1 ∈ [u, v] existuje vektor v_2 taký, ¿e v_1 = (A − 3I) · v_2, musíme uva¿ovaż ţubovoţnú lineárnu kombináciu v_1 = au + bv = (2a + b, −a, b)^T , prièom parametre a, b ∈ R budeme voliż tak, aby sústava (A − 3I) · x = v_1 mala nejaké rieźenie x = v_2. Úpravou jej rozźírenej matice dostaneme

5 10 −5 −2 −4 2 1 2 −1

| | | | | | | | | | 2a + b −a b ∼ 1 2 −1 0 0 0 0 0 0

| | | | | | | | | | b a − 2b 0 .

Sústava má rieźenie práve vtedy, keï a = 2b; volíme napr. b = 1, a = 2. Tomu zodpovedá v_1 = (5, −2, 1)^T , v_2 = (1, 0, 0)^T . Za v_3 mo¿no zvoliż akýkoţvek vektor, ktorý spolu s v_1 tvorí bázu vlastného podpriestoru R(A − 3I) = [u, v]; vidíme, ¿e vyhovujú obe voţby v_3 = u, resp. v_3 = v. Vyberme si napr. druhú mo¿nosż v_3 = (1, 0, 1)^T .

Teda JKT matice A je

J = diag ( J_2(3), 3 ) = 3 1 0 0 3 0 0 0 3

a prísluźná matica prechodu tvorená ståpcami Jordanovej bázy (v_1, v_2, v_3) vyzerá (napr.) takto P = 5 1 1 −2 0 0 1 0 1 .

20.2.4. Príklad. Matica

A = −4 −6 −19 −1 2 4 3 1 1 1 6 0 5 5 20 2 ∈ R^{4×4}

má charakteristický polynóm

det(A − xI) = x^4 − 8x^3 + 24x^2 − 32x + 16 = (x − 2)^4 s jediným źtvornásobným koreòom x_{1–4} = 2. Vlastné vektory nájdeme rieźením homogénnej sústavy s maticou

A − 2I = −6 −6 −19 −1 2 2 3 1 1 1 4 0 5 5 20 0 ∼ 1 1 0 4/5 0 0 1 −1/5 0 0 0 0 0 0 0 0 .

Podpriestor rieźení je dvojrozmerný, generovaný vektormi u = (1, −1, 0, 0)^T , v = (4, 0, −1, −5)^T ; vźeobecné rieźenie má tvar au + bv = (a + 4b, −a, −b, −5b)^T , kde a, b ∈ R. Vidíme, ¿e hţadaná báza bude pozostávaż z dvoch reżazcov, nepoznáme vźak ich då¿ky { sú toti¿ dve mo¿nosti zodpovedajúce rozkladom 4 = 1 + 3, resp. 4 = 2 + 2. Ïalźie vektory reżazcov získame rieźením sústavy (A − 2I) · x = au + bv s rozźírenou maticou −6 −6 −19 −1 2 2 3 1 1 1 4 0 5 5 20 0

| | | | | |

| | | | | | a + 4b −a −b −5b ∼ 1 1 0 4/5 0 0 1 −1/5 0 0 0 0 0 0 0 0

| | | | | |

| | | | | | −4a/5 + 3b/5 a/5 − 2b/5 0 0 .

Ako vidno, sústava má rieźenie pre ţubovoţné a, b; mô¿eme teda voliż a = 1, b = 0, èomu zodpovedá prvý reżazec u_1 = u = (1, −1, 0, 0)^T , u_2 = (−4/5, 0, 1/5, 0)^T , resp. a = 0, b = 1, èomu zodpovedá druhý reżazec v_1 = v = (4, 0, −1, −5)^T , v_2 = (3/5, 0, −2/5, 0)^T .

JKT matice A teda je

J = diag ( J_2(2), J_2(2) ) = 2 1 0 0 0 2 0 0 0 0 2 1 0 0 0 2 ,

a prísluźná Jordanova báza (u_1, u_2, v_1, v_2) je tvorená ståpcami matice prechodu

P = 1 −4/5 4 3/5 −1 0 0 0 0 1/5 −1 −2/5 0 0 −5 0 .

20.2.5. Príklad. Uva¿ujme maticu

A = 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 −1 −2 −1 −1 ∈ R^{4×4} .

Jej charakteristický polynóm

det(A − xI) = x^4 má jeden źtvornásobný koreò x_{1–4} = 0. Vlastné vektory dostaneme ako rieźenia homogénnej sústavy s maticou

A − 0I = A ∼ 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 .

Podpriestor rieźení je dvojrozmerný, generovaný vektormi u = (1, 0, −1, 0)^T , v = (1, 0, 0, −1)^T ; vźeobecné rieźenie má tvar au + bv = (a + b, 0, −a, −b)^T , kde a, b ∈ R. Tak¿e hţadaná báza bude opäż pozostávaż z dvoch reżazcov då¿ok 1 + 3 alebo 2 + 2. Ïalźie vektory reżazcov získame rieźením sústavy A·x = au+bv úpravou jej rozźírenej matice 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 −1 −2 −1 −1

| | | | | |

| | | | | | a + b 0 −a −b ∼ 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

| | | | | |

| | | | | | −2a − b a + b 2a + b 0 .

Sústava má rieźenie práve vtedy, keï 2a + b = 0. Z toho je jasné, ¿e då¿ky hţadaných reżazcov budú 1 a 3. Zvolíme napr. a = −1, b = 2. Dostaneme tak prvý vektor trojèlenného reżazca v_1 = −u + 2v = (1, 0, 1, −2)^T . Druhý vektor zatiaţ ponecháme v tvare vźeobecného rieźenia v_2 = x = (c + d, 1, −c, −d)^T sústavy A · x = v_1 a parametre c, d ∈ R budeme voliż tak, aby existovalo nejaké rieźenie x = v_3 sústavy A · x = v_2. Úpravou jej rozźírenej matice dostaneme

0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 −1 −2 −1 −1

| | | | | |

| | | | | | c + d 1 −c −d ∼ 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

| | | | | |

| | | | | | −2c − d c + d 1 + 2c + d 0 .

Sústava má rieźenie práve vtedy, keï 1+2c+d = 0; zvoţme napr. c = 0, d = −1. Tomu zodpovedá v_2 = (−1, 1, 0, 1)^T a (napr.) v_3 = (1, −1, 0, 0)^T . Jediný vektor druhého reżazca zvolíme tak, aby spolu s vektorom v_1 tvorili bázu vlastného podpriestoru [u, v]; vyhovuje ka¿dý z vektorov u, v. Zvoţme napr. v_4 = u = (1, 0, −1, 0)^T .

JKT matice A teda je

J = diag ( J_3(0), 0 ) = 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

a prísluźná matica prechodu, tvorená ståpcami Jordanovej bázy (v_1, v_2, v_3, v_4), vyzerá takto: P = 1 −1 1 1 0 1 −1 0 1 0 0 −1 −2 1 0 0 .

20.3. Prípad viacnásobného komplexného vlastného èísla

V predchádzajúcom paragrafe sme sa úmyselne vyhli tak komplexným maticiam, ako aj reálnym maticiam s komplexnými vlastnými èíslami. Viedla nás k tomu skôr pohodlnosż, ne¿ nejaké zásadné dôvody. Jednoducho sme sa sna¿ili sústrediż len na samotnú úpravu matice na JKT a nechceli si zbytoène komplikovaż ¿ivot z tohto hţadiska nepodstatnými detailmi komplexnej aritmetiky. Úprava komplexných matíc (v ktorých sú u¿ zahrnuté i reálne matice s komplexnými vlastnými hodnotami) na JKT sa od reálneho prípadu nijako zásadne nelíźi. Len výsledná Jordanova matica mô¿e maż na diagonále komplexné vlastné hodnoty a taktie¿ v prísluźnej Jordanovej báze sa mô¿u objaviż komplexné vektory.

Z hţadiska aplikácií JKT najmä na rieźenie diferenciálnych rovníc je vźak dôle¿ité vedież nahradiż komplexný JKT nejakej reálnej matice vhodným reálnym kanonickým tvarom, podobným s pôvodnou maticou prostredníctvom reálnej matice prechodu. To mo¿no dosiahnuż rozvinutím u¿ známych metód z paragrafu 19.5. Z toho dôvodu si dovolíme celý postup len struène opísaż a overenie detailov prenechaż èitateţovi.

Ak λ = a + ib je komplexné vlastné èíslo matice A ∈ R^{n×n} , tak aj λ = a − ib je jej vlastné èíslo, prièom λ a λ majú rovnakú algebraickú i geometrickú násobnosż. Ak navyźe γ = (w_1, . . . , w_m) je èasż Jordanovej bázy prislúchajúca k λ, zlo¿ená s reżazcov då¿ok m_1 +. . .+m_l = m, tak γ = (w_1, . . . , w_m) je èasż Jordanovej bázy prislúchajúca k λ, zlo¿ená v zodpovedajúcom poradí z komplexne zdru¿ených reżazcov rovnakých då¿ok.

Z toho mimochodom vyplýva, ¿e aj keby sme sa neusilovali o elimináciu komplexných èísel z JKT, mo¿no vzżah medzi λ a λ a k nim prisluźnými bázami výhodne vyu¿iż: staèí nájsż prísluźnú èasż Jordanovej bázy len pre jednu z vlastných hodnôt λ, λ { zodpovedajúcu èasż bázy pre druhú vlastnú hodnotu u¿ mo¿no dostaż èiste mechanicky "opruhovaním\. Podèiarkujeme vźak, ¿e také nieèo funguje len pre reálne a nie vźeobecne pre komplexné matice.

Vráżme sa vźak k pôvodnej otázke. Pre n ≥ 1 a a, b ∈ R oznaème

J_n (_{a −b} b a ) = a −b 1 0 0 0 . . . . . . 0 0 b a 0 1 0 0 . . . . . . 0 0 0 0 a −b 1 0 . . . . . . 0 0 0 0 b a 0 1 . . . . . . 0 0 . . . . . . . . ... ... . . . . . . . . . . . . ... ... . . . . 0 0 0 0 . . . . . . a −b 1 0 0 0 0 0 . . . . . . b a 0 1 0 0 0 0 . . . . . . 0 0 a −b 0 0 0 0 . . . . . . 0 0 b a

reálnu maticu rozmeru 2n×2n, vytvorenú z n diagonálne umiestnených blokov (_{a −b} b a ) a n − 1 blokov I_2 =

(_{1 0} 0 1 ) vedţa nich. Matice tvaru J_n (_{a −b} b a ) nazývame zovźeobecnenými Jordanovými bunkami.

Práve zovźeobecnená Jordanova bunka J_m (_{a −b} b a ) je tá reálna matica, ktorou mo¿no v komplexnom JKT reálnej matice A nahradiż dvojicu Jordanových blokov J_m(λ),

J_m(λ) prislúchajúcich kopmlexne zdru¿eným vlastným èíslam λ = a + ib, λ = a − ib s nenulovým b. Presnejźie, ak γ = (w_1, . . . , w_m) je reżazec (komplexných) vektorov zodpovedajúci v prísluźnej Jordanovej báze bloku J_m(λ), tak reálne vektory

u_1 = Re w_1 = 1 2 (w_1 + w_1), v_1 = − Im w_1 = 1 2i (w_1 − w_1),

u_2 = Re w_2 = 1 2 (w_2 + w_2), v_2 = − Im w_2 = 1 2i (w_2 − w_2), . . . . u_m = Re w_m = 1 2 (w_m + w_m), v_m = − Im w_m = 1 2i (w_m − w_m), tvoria úsek bázy (u_1, v_1, u_2, v_2, . . . , u_m, v_m) zodpovedajúci bloku J_m (_{a −b} b a ) . Ak teda v komplexnom JKT J źtvorcovej reálnej matice A necháme reálne Jordanove bloky a im zodpovedajúce reżazce Jordanovej bázy na pokoji, ïalej ka¿dú dvojicu Jordanových blokov J_m(λ), J_m(λ) prislúchajúcich komplexne zdru¿eným imaginárnym vlastným hodnotám λ, λ nahradíme blokom J_m

(_{Re λ − Im λ}

Im λ Re λ ) a k nim zodpovedajúce reżazce (w_1, . . . , w_m), (w_1, . . . , w_m) Jordanovej bázy nahradíme úsekom (Re w_1, − Im w_1, . . . , Re w_m, − Im w_m), získame tak zovźeobecnenú Jordanovu maticu J^′ ∈ R^{n×n} a reálnu maticu prechodu Q (ktorej ståpce sú vektory novej bázy) takú, ¿e J^′ = Q^{−1} · A · Q. 20.3.1. Príklad. Reálna matica 5 −5 5 −4 4 −2 5 −5 7 −7 8 −4 5 −8 12 −12 13 −6 5 −9 12 −12 15 −7 5 −9 12 −15 20 −9 5 −9 12 −16 20 −8 má charakteristický polynóm

det(A − xI) = x^6 − 12x^5 + 63x^4 − 184x^3 + 315x^2 − 300x + 125 = (x^2 − 4x + 5)^3,

s dvoma trojnásobnými komplexne zdru¿enými koreòmi x_{1,2,3} = 2 + i a x_{3,4,5} = x_{1,2,3} = 2 − i. Vlastný vektor prislúchajúci k vlastnému èíslu 2 + i nájdeme ako rieźenie homogénnej sústavy s maticou A − (2 + i)I. Podpriestor rieźení je jednorozmerný, generovaný vektorom w_1 = (3 + i, 5, 5, 5, 5, 5)^T . Vlastnej hodnote 2 + i tak zodpovedá jediný reżazec då¿ky 3. Ïalźí vektor reżazca nájdeme ako rieźenie sústavy (A − (2 + i)I) · w_2 = w_1; vyhovuje w_2 = (−16/5 − 12i/5, −5, −2 + i, 0, 0, 0)^T . Koneène tretí vektor dostaneme ako rieźenie sústavy (A − (2 + i)I) · w_3 = w_2; teda napr. w_3 = (−8/25 + 44i/25, 0, −16/5 − 12i/5, −5, −2 + i, 0)^T .

Komplexný JKT matice A teda je

J = diag(J_3(2 + i), J_3(2 − i)) =

2 + i 1 0 0 0 0 0 2 + i 1 0 0 0 0 0 2 + i 0 0 0 0 0 0 2 − i 1 0 0 0 0 0 2 − i 1 0 0 0 0 0 2 − i a ståpce prísluźnej (komplexnej) matice prechodu (ktorú nevypisujeme z typogra˛ckých dôvodov) tvoria vektory Jordanovej bázy (w_1, w_2, w_3, w_1, w_2, w_3).

Zovźeobecnený reálny JKT matice A u¿ z toho mo¿no dostaż okam¿ite:

J^′ = J_3

(_{2 −1} 1 2 ) = 2 −1 1 0 0 0 1 2 0 1 0 0 0 0 2 −1 1 0 0 0 1 2 0 1 0 0 0 0 2 −1 0 0 0 0 1 2 ,

rovnako ako maticu prechodu

Q = 3 −1 −16/5 12/5 −8/25 −44/25 5 0 −5 0 0 0 5 0 −2 −1 −16/5 12/5 5 0 0 0 −5 0 5 0 0 0 −2 −1 5 0 0 0 0 0 ,

tvorenú vektormi bázy (Re w_1, − Im w_1, Re w_2, − Im w_2, Re w_3, − Im w_3).

V prípade zlo¿itejźej źtruktúry reżazcov prislúchajúcich komplexným vlastným hodnotám sa vźak u¿ situácia stáva dosż neprehţadnou.

∗20.4. Rozklad na koreòové podpriestory

Nech V je vektorový priestor nad poţom K, φ: V → V je lineárny operátor a λ ∈ K je jeho vlastná hodnota. Hovoríme, ¿e vektor v ∈ V je koreòový vektor lineárneho operátora φ prislúchajúci k jeho vlastnej hodnote λ, ak existuje prirodzené èíslo k také, ¿e (φ − λ)^k (v) = 0. Najmenźie k s touto vlastnosżou nazývame rádom koreòového vektora v vzhţadom na φ.

Za˛xujme na oba paragrafy 20.4 a 20.5 vektorový priestor V koneènej dimenzie n a lineárnu transformáciu φ: V → V . Pre k ∈ N, λ ∈ Spec φ oznaème

Ker^k_λ = Ker(φ − λ)^k = { v ∈ V ; (φ − λ)^k (v) = 0 } lineárne podpriestory priestoru V . Zrejme platí

{0} = Ker^0_λ ⊆ Ker^1_λ ⊆ Ker^2_λ ⊆ . . . ⊆ Ker^k_λ ⊆ Ker^{k+1}_λ ⊆ . . . ,

a v ∈ V je koreòovým vektorom φ prislúchajúcim k λ práve vtedy, keï v ∈ Ker^k_λ pre nejaké k. Keï¿e V je koneènorozmerný, uvedené inklúzie nemô¿u byż vźetky ostré, lebo inak by dimenzie podpriestorov Ker^k_λ ⊆ V rástli nad vźetky medze. Preto existuje najmenźie také r ∈ N (závislé na λ), pre ktoré platí

Ker^r_λ = Ker^{r+1}_λ ;

potom u¿ Ker^r_λ = Ker^k_λ pre vźetky k ≥ r. Prirodzené èíslo r = r_λ nazývame rádom vlastnej hodnoty λ lineárnej transformácie φ. Lineárny podpriestor Ker^r_λ ⊆ V znaèíme

Ker_λ a nazývame ho koreòovým podpriestorom operátora φ prislúchajúcim k vlastnej hodnote λ. Teda v ∈ Ker_λ práve vtedy, keï v je koreòový vektor φ vzhţadom na λ.

Podobným spôsobom oznaème Im^k_λ = Im(φ − λ)^k = { (φ − λ)^k(u); u ∈ V }

èleny postupnosti lineárnych podpriestorov V = Im^0_λ ⊇ Im^1_λ ⊇ Im^2_λ ⊇ . . . ⊇ Im^k_λ ⊇ Im^{k+1}_λ ⊇ . . .

priestoru V . Podţa vety 6.2.3 o dimenzii jadra a obrazu pre ka¿dé k platí dim Ker^k_λ + dim Im^k_λ = n.

Z toho vyplýva, ¿e dimenzie podpriestorov Ker^k_λ prestanú rásż v tej istej chvíli, keï dimenzie podpriestorov Im^k_λ prestanú klesaż. Preto r = r_λ je taktie¿ najmenźie prirodzené èíslo s vlastnosżou Im^r_λ = Im^{r+1}_λ . Polo¿me Im_λ = Im^r_λ. 20.4.1. Lema. Nech λ je vlastná hodnota operátora φ. Potom pre ka¿dé k ∈ N sú Ker^k_λ aj Im^k_λ invariantné podpriestory V = Ker_λ ⊕ Im_λ, t. j. V je priamym súètom invariantných podpriestorov Ker_λ a Im_λ. Dôkaz. Pre x ∈ V platí φ(x) = (φ − λ)(x) + λx Preto pre x ∈ Ker^k_λ máme (φ − λ)^k (x) = 0, a následne (φ − λ)^k(φx) = (φ − λ)^{k+1}(x) + λ(φ − λ)^k(x) = 0, teda φ(x) ∈ Ker^k_λ. Podobne, ak x ∈ Im^k_λ, tak x = (φ − λ)^k(y) pre nejaké y ∈ V . Potom φ(x) = (φ − λ)^{k+1}(y) + λ(φ − λ)^k (y) ∈ Im^k_λ .

To dokazuje invariantnosż uvedených podpriestorov, źpeciálne invariantnosż podpriestorov Ker_λ = Ker^r_λ a Im_λ = Im^r_λ.

Keï¿e (φ − λ)^k (Im_λ) = Im_λ pre vźetky k ∈ N, hodnosż lineárneho operátora (φ − λ)^r ¯ Im_λ : Im_λ → Im_λ sa rovná dimenzii podpriestoru Im_λ. Preto podţa dôsledku 6.2.4 je to injektívny operátor a Ker_λ ∩ Im_λ = Ker ( (φ − λ)^r ¯ Im_λ ) = {0}. Nakoţko súèet dimenzií oboch podpriestorov je n, z toho plynie V = Ker_λ ⊕ Im_λ.

20.4.2. Lema. Nech λ ≠ μ sú vlastné hodnoty lineárneho operátora φ. Potom (a) Ker_λ je invariantný podpriestor operátora φ − μ; (b) lineárny operátor (φ − μ) ¯ Ker_λ : Ker_λ → Ker_λ je bijektívny; (c) Ker_λ ⊆ Im_μ.

Dôkaz. (a) Nech u ∈ Ker_λ, t. j. (φ−λ)^k (u) = 0 pre nejaké k. Oznaème v = (φ−μ)(u). Potom

(φ − λ)^k (v) = (φ − λ)^k(φ − λ + λ − μ)(u)

= (φ − λ)^{k+1}(u) + (λ − μ)(φ − λ)^k (u) = 0,

teda tie¿ v ∈ Ker_λ.

(b) Nech u ∈ Ker ( (φ − μ) ¯ Ker_λ ) = Ker(φ − μ) ∩ Ker_λ. Potom (φ − μ)(u) = 0 a (φ − λ)(u) = (φ − μ)(u) + (μ − λ)(u) = (μ − λ)(u), teda (φ − λ)^k(u) = (μ − λ)^k(u) pre ka¿dé k ∈ N. Pre k = r_λ dostávame

0 = (φ − λ)^k(u) = (μ − λ)(u).

Keï¿e λ ≠ μ, vyplýva z toho u = 0. Teda Ker ( (φ − μ) ¯ Ker_λ ) = {0} a podţa dôsledku 6.2.4 je (φ − μ) ¯ Ker_λ bijektívny lineárny operátor.

(c) Oznaème ψ = (φ − μ) ¯ Ker_λ. Z (b) vyplýva, ¿e pre ka¿dé k ∈ N je lineárny operátor ψ^k : Ker_λ → Ker_λ bijektívny, teda pre k = r_μ dostávame

Ker_λ = ψ^k(Ker_λ) ⊆ ψ^k(V ) = Im_μ .

20.4.3. Tvrdenie. Nech φ má nad poţom K spektrum Spec φ = {λ_1, . . . , λ_k} plnej algebraickej váhy n, prièom λ_i ≠ λ_j pre i ≠ j. Potom

V = Ker_{λ1} ⊕ . . . ⊕ Ker_{λk} ,

t. j. V je priamym súètom koreòových podpriestorov Ker_{λi} prislúchajúcich jednotlivým vlastným hodnotám. Navyźe, dimenzia ka¿dého koreòového podpriestoru Ker_{λi} sa rovná algebraickej násobnosti prísluźnej vlastnej hodnoty λ_i.

Dôkaz. Dôkaz prvej èasti vykonáme indukciou podţa poètu prvkov spektra k. Pre k = 1 tvrdenie triviálne platí. Nech teda k ≥ 2 a predpokladajme, ¿e tvrdenie platí pre lineárne operátory, ktorých spektrum má menej ne¿ k prvkov. Podţa lemy 2.4.1 mo¿no V rozlo¿iż na priamy súèet invariantných podpriestorov

V = Ker_{λk} ⊕ Im_{λk} .

Na základe lemy 19.1.1 ţahko nahliadneme rovnosż Spec(φ ¯ Im_{λk} ) = {λ_1, . . . , λ_{k−1}}. Podţa indukèného predpokladu Im_{λk} mo¿no rozlo¿iż na priamy súèet koreòových podpriestorov operátora φ ¯ Im_{λk} . Tento rozklad má oèividne tvar

Im_{λk} = (Ker_{λ1} ∩ Im_{λk} ) ⊕ . . . ⊕ (Ker_{λk}�_1 ∩ Im_{λk} ) = Ker_{λ1} ⊕ . . . ⊕ Ker_{λk}�_1 , keï¿e podţa lemy 20.4.2 (c) pre i < k platí Ker_{λi} ∩ Im_{λk} = Ker_{λi} . Z toho u¿ dostávame po¿adovaný rozklad

V = Im_{λk} ⊕ Ker_{λk} = Ker_{λ1} ⊕ . . . ⊕ Ker_{λk}�_1 ⊕ Ker_{λk} .

Rovnosż algebraickej násobnosti vlastnej hodnoty λ_i a dimenzie koreòového podpriestoru Ker_{λi} je dôsledkom uvedeného rozkladu a lemy 19.1.1. Podţa nich má toti¿ charakteristický polynóm operátora φ tvar

ch_φ(x) = ch_{φ1} (x) . . . ch_{φk} (x),

kde φ_i = φ ¯ Ker_{λi} . Na druhej strane, keï¿e Spec φ má plnú algebraickú váhu,

ch_φ(x) = (λ_1 − x)^{mi} . . . (λ_k − x)^{mk} ,

kde m_i je algebraická násobnosż λ_i. Nakoţko ch_{φi} je mocninou lineárneho faktora λ_i − x a hodnoty λ_i sú navzájom rôzne, je ch_{φi} (x) = (λ_i − x)^{mi} a m_i = dim Ker_{λi} .

∗20.5. Nilpotentné operátory

Zú¿enie φ_λ = (φ − λ) ¯ Ker_λ lineárneho operátora φ − λ na koreòový podpriestor Ker_λ lineárneho operátora φ vyhovuje podmienke φ^r_λ = 0, kde r = r_λ je rád prísluźnej vlastnej hodnoty λ a 0: Ker_λ → Ker_λ je identicky nulový lineárny operátor.

Hovoríme, ¿e lineárny operátor φ: V → V je nilpotentný, ak pre niektoré prirodzené èíslo r platí φ^r = 0. Najmenźie takéto r, t. j. vlastne rád vlastnej hodnoty 0 operátora φ, nazývame rádom nilpotentného operátora.

Celkom analogicky mo¿no de˛novaż aj pojem nilpotentnej matice. Príkladom nilpotentných matíc sú Jordanove bunky J_n; platí toti¿ J^n_n = 0. Keï¿e J^{n−1}_n ≠ 0, n je priamo rádom nilpotentnej matice J_n.

Spektrum nilpotentného operátora φ: V → V zrejme pozostáva z jedinej vlastnej hodnoty 0; spektrum posunutého operátora φ + λ, daného predpisom x → φ(x)+ λx, potom pozostáva z jediného skalára λ. Pritom spektrá oboch operátorov majú plnú algebraickú váhu rovnú dim V .

V predchádzajúcom paragrafe sme vlastne ukázali, ¿e ka¿dý lineárny operátor φ na koneènorozmernom vektorovom priestore V s k-prvkovým spektrom {λ_1, . . . , λ_k} plnej algebraickej váhy n = dim V mo¿no rozlo¿iż na priamy súèet vhodne posunutých nilpotentných operátorov. Presnejźie, ak x = x_1 + . . . + x_k je (jednoznaène urèený) rozklad vektora x ∈ V na zlo¿ky x_i ∈ Ker_{λi} , tak

φ(x) = φ(x_1) + . . . + φ(x_k) = (φ_{λ1} + λ_1)(x_1) + . . . + (φ_{λk} + λ_1)(x_k)

je rozklad vektora φ(x) na zlo¿ky φ(x_i) = (φ_{λi} + λ_i)(x_i) ∈ Ker_{λi} , prièom jednotlivé operátory φ_{λi} : Ker_{λi} → Ker_{λi} sú nilpotentné.

Na dovàźenie dôkazu viet 20.1.1 a 20.1.2 o JKT tak v podstate staèí dokázaż prvú z nich pre nilpotentné lineárne operátory. Ak sú toti¿ β_1, . . . , β_k Jordanove bázy nilpotentných operátorov φ_{λ1} , . . . , φ_{λk} , t. j. operátor φ_{λi} má vzhţadom na bázu β_i koreòového podpriestoru Ker_{λi} maticu v JKT

(φ_{λi} )fi_i = diag ( J_{ni1} , . . . , J_{niqi} ) , tak φ má vzhţadom na bázu β = (β_1, . . . , β_k) priestoru V , ktorá vznikne ich spojením,

maticu

(φ)fi = diag ( (φ_{λ1} + λ_1)fi_1 , . . . , (φ_{λk} + λ_k)fi_k ) = diag ( J_{n11} (λ_1), . . . , J_{n1q1} (λ_1), . . . . . . , J_{nk1} (λ_k ), . . . , J_{nkqk} (λ_k ) ) , a tá je opäż v JKT.

20.5.1. Tvrdenie. Nech φ: V → V je nilpotentný lineárny operátor rádu r. Potom

existujú prirodzené èísla l_1, . . . , l_r také, ¿e ∑_r p=1 p l_p = n, a vektory u_{pj} ∈ V rádu p

také, ¿e vźetkých n vektorov φ^i(u_{pj} ), kde 1 ≤ p ≤ r, 1 ≤ j ≤ l_p, 0 ≤ i ≤ p − 1, je

lineárne nezávislých, teda dohromady tvoria bázu priestoru V .

Najprv niekoţko poznámok k zneniu tvrdenia. Pre pevné 1 ≤ p ≤ r, 1 ≤ j ≤ l_p

zaka¿dým dostávame reżazec φ: u_{pj} → φ(u_{pj} ) → . . . → φ^{p−2}(u_pj) → φ^{p−1}(u_{pj} ) → 0. Ak pre 1 ≤ i ≤ p polo¿íme v^i_{pj} = φ^{p−i}(u_{pj} ), t. j. oèíslujeme vektory sprava doţava,

prejde tento reżazec na tvar φ: v^p_j → v^{p−1}_{pj} → . . . → v^2_{pj} → v^1_{pj} → 0. Spojením jednotlivých reżazcov β_{pj} = ( v^1_{pj} , . . . , v^p_j ) , dohromady dostaneme Jor-

danovu bázu β = ( β_{r1}, . . . , β_{rlr} , β_{r−11}, . . . , β_{r−1lr}�_1 , . . . . . . , β_{21}, . . . , β_{2l2} , β_{11}, . . . , β_{1l1} ) operátora φ. Matica φ vzhţadom na òu má tvar

(φ)fi = diag ( J_r, . . . , J_r, J_{r−1}, . . . , J_{r−1}, . . . . . . , J_2, . . . , J_2, J_1, . . . , J_1 ) = diag ( J_r, . . . , J_r, J_{r−1}, . . . , J_{r−1}, . . . . . . , J_2, . . . , J_2, 0, . . . , 0 ) , v ktorom sa Jordanov blok J_p vyskytuje práve l_p-krát. Pritom nevyluèujeme ani

mo¿nosż l_p = 0; vtedy sa v JKT matice operátora φ Jordanov blok J_p nevyskytuje.

Reżazcovú źtruktúru Jordanovej bázy β mo¿no vo vźeobecnosti znázorniż schémou: r r−1 2 1 • → • → . . . → • → • → 0 . . . . . . . . . . l_r • → • → . . . → • → • → 0 • → . . . → • → • → 0 . . . . . . . . l_{r−1} • → . . . → • → • → 0 ... . . . . . . ... . . . . . . ... . . . . . . • → • → 0 . . . . . . l_2 • → • → 0 • → 0 . . . . l_1 • → 0 kde znak • oznaèuje jednotlivé bázické vektory a ka¿dá skupina je tvorená l_p reżazcami då¿ky p, pre 1 ≤ p ≤ r. Èísla r, r − 1, . . . , 2, 1 v záhlaví oznaèujú rády v prísluźných ståpcoch { budeme ich jednoducho nazývaż èíslami týchto ståpcov.

Napríklad zo schémy

t_5 → t_4 → t_3 → t_2 → t_1 → 0 u_5 → u_4 → u_3 → u_2 → u_1 → 0 v_3 → v_2 → v_1 → 0 w_2 → w_1 → 0 x_2 → x_1 → 0 y_2 → y_1 → 0 z_1 → 0

mo¿no vyèítaż, ¿e lineárny operátor φ má v Jordanovej báze

β = (t_1, t_2, t_3, t_4, t_5, u_1, u_2, u_3, u_4, u_5, v_1, v_2, v_3, w_1, w_2, x_1, x_2, y_1, y_2, z_1)

maticu v JKT

(φ)fi = diag ( J_5, J_5, J_3, J_2, J_2, J_2, J_1 ) = diag ( J_5, J_5, J_3, J_2, J_2, J_2, 0 ) rozmeru 20 × 20. (Vźimnite si, ¿e l_4 = 0, teda Jordanov blok J_4 sa v matici (φ)fi nevyskytuje.)

Pri dôkaze tvrdenia 20.5.1 budeme potrebovaż niekoţko nových pojmov a pomocných výsledkov.

Nech S je lineárny podpriestor vektorového priestoru V . Hovoríme, ¿e vektory x_1, . . . , x_m ∈ V sú lineárne nezávislé vzhţadom na podpriestor S, ak pre vźetky skaláry c_1, . . . , c_m ∈ K platí

c_1x_1 + . . . + c_mx_m ∈ S ⇒ c_1 = . . . = c_m = 0.

Hovoríme, ¿e vektory x_1, . . . , x_m tvoria bázu priestoru V vzhţadom na podpriestor S, ak sú lineárne nezávislé vzhţadom na S a V = S+[x_1, . . . , x_m]. Zrejme x_1, . . . , x_m ∈ V sú lineárne nezávislé (tvoria bázu V ) práve vtedy, keï sú lineárne nezávislé (tvoria bázu V ) vzhţadom na podpriestor {0}.

Jednoduchý dôkaz nasledujúcej lemy prenechávame ako cvièenie èitateţovi (porovnajte s dôkazmi viet 5.4.1 o dimenzii súètu a prieniku podpriestorov a 6.2.3 o dimenzii jadra a obrazu).

20.5.2. Lema. Nech S ⊆ V je lineárny podpriestor a x_1, . . . , x_m ∈ V . Potom nasledujúce podmienky sú ekvivalentné:

(i) vektory x_1, . . . , x_m sú linerne nezávislé vzhţadom na S;

(ii) pre ţubovoţnú bázu v_1, . . . , v_k podpriestoru S vektory v_1, . . . , v_k, x_1, . . . , x_m sú lineárne nezávislé;

(iii) existuje báza v_1, . . . , v_k podpriestoru S taká, ¿e vektory v_1, . . . , v_k, x_1, . . . , x_m sú lineárne nezávislé.

Na základe lemy 20.5.2 u¿ ţahko odvodíme nasledujúce zovźeobecnenie vety 4.4.4.

20.5.3. Lema. Nech S ⊆ V je lineárny podpriestor a vektory x_1, . . . , x_m ∈ V sú nezávislé vzhţadom na V . Potom existujú y_1, . . . , y_l ∈ V také, ¿e l = dim V −dim S−m a vektory x_1, . . . , x_m, y_1, . . . , y_l tvoria bázu priestoru V vzhţadom na S.

Dôkaz. Staèí zvoliż ţubovoţnú bázu v_1, . . . , v_k podpriestoru S a lineárne nezávislý systém v_1, . . . , v_k, x_1, . . . , x_m doplniż vektormi y_1, . . . , y_l na bázu V .

20.5.4. Lema. Nech S ⊆ T ⊆ V sú lineárne podpriestory také, ¿e φ^{−1}(S) ⊆ T . Potom pre ţubovoţné vektory x_1, . . . , x_m ∈ V lineárne nezávislé vzhţadom na T vektory φ(x_1), . . . , φ(x_m) sú lineárne nezávislé nad S.

Dôkaz. Nech platí c_1φ(x_1) + · · · + c_mφ(x_m) = φ(c_1x_1 + . . . + c_mx_m) ∈ S. Potom c_1x_1 + . . . c_mx_m ∈ φ^{−1}(S) ⊆ T a z nezávislosti vektorov x_1, . . . , x_m nad T vyplýva c_1 = . . . = c_m = 0, teda φ(x_1), . . . , φ(x_m) sú nezávislé nad S.

Dôkaz tvrdenia 20.5.1. Operátor φ má jediné vlastné èíslo λ = 0 a V je jeho jediný koreòový podpriestor. Vyu¿ijúc oznaèenie z predchádzajúceho paragrafu polo¿me S_p = Ker^p_0 = Ker φ^p pre 0 ≤ p ≤ r. Dostaneme tak ostro klesajúcu postupnosż lineárnych podpriestorov

V = S_r ⊃ S_{r−1} ⊃ . . . ⊃ S_1 ⊃ S_0 = {0}

usporiadanú inklúziou.

Hţadané vektory u_{pj} , zostrojíme rekurziou v r krokoch, v ktorých postupne, zţava doprava, dopåòame spodnú èasż jednotlivých nenulových ståpcov uvedenej "veţkej schémy\.

Vektory u_{r1}, . . . , u_{rlr} ∈ V vyberieme tak, aby tvorili bázu priestoru V = S_r vzhţadom na podpriestor S_{r−1}.

Nech r > p ≥ 1. Predpokladajme, ¿e sme u¿ zostrojili vźetky ståpce schémy s èíslami r, r−1, . . . , p + 1 a vektory ka¿dého ståpca q, kde r ≥ q ≥ p + 1, tvoria bázu priestoru S_q vzhţadom na jeho podpriestor S_{q−1}. Oznaème x_1, . . . , x_m vektory ståpca p + 1. Keï¿e x_1, . . . , x_m sú nezávislé nad S_p = φ^{−1}(S_{p−1}), podţa lemy 20.5.4 sú vektory φ(x_1), . . . , φ(x_m) ∈ S_p nezávislé nad S_{p−1}. Podţa (dôkazu) lemy 20.5.3 ich mo¿no vhodnými vektormi u_{p1}, . . . , u_{p lp} ∈ S_p doplniż do bázy podpriestoru S_p vzhţadom na podpriestor S_{p−1}. Ståpec p je potom tvorený vektormi φ(x_1), . . . , φ(x_m), u_{p1}, . . . , u_{plp} .

Na dokonèenie dôkazu treba eźte overiż, ¿e systém takto zostrojených vektorov v^i_{pj} = φ^{p−i}(u_{pj} ), 1 ≤ p ≤ r, 1 ≤ j ≤ l_p, 1 ≤ i ≤ p, naozaj tvorí bázu priestoru V .

Z konźtrukcie vyplýva, ¿e vektory v ståpci 1 sú lineárne nezávislé. Nech teda 1 ≤ p ≤ r je najväèźie èíslo také, ¿e vektory v ståpcoch 1, . . . , p sú lineárne nezávislé. Staèí ukázaż rovnosż p = r. V opaènom prípade by vektory v ståpcoch 1, . . . , p, p + 1 boli lineárne závislé. To by vźak znamenalo, ¿e vektory v ståpci p+1 sú lineárne závislé vzhţadom na podpriestor S_p (podrobne si rozmyslite preèo). Ale to odporuje podmienkam naźej konźtrukcie. Teda vźetky vektory "veţkej schémy\ sú lineárne nezávislé.

Koneène uká¿eme, ¿e zostrojené vektory generujú celé V . Na to staèí overiż, ¿e ich poèet, ktorý je zrejme ∑_r p=1 p l_p, sa naozaj rovná n = dim V . Pri konźtrukcii p-teho ståpca sme k φ-obrazom vektorov predoźlého ståpca v¿dy pridávali

l_p = dim S_p − dim S_{p−1} − r∑ i=p+1 l_i vektorov. Sèítaním uvedených rovností pre 1 ≤ p ≤ r dostaneme r∑ p=1 l_p = r∑ p=1 (dim S_p − dim S_{p−1}) − r∑ p=1 r∑ i=p+1 l_i

= dim S_r − dim S_0 − r∑ i=1 i−1∑ p=1 l_i = n − r∑ i=1 (i − 1) l_i,

teda ∑_r p=1 p l_p = n.

Dokonèenie dôkazu viet 20.1.1 a 20.1.2 si u¿ vy¿aduje len ukázaż jednoznaènosż Jordanovho kanonického tvaru.

Predovźetkým spektrum {λ_1, . . . , λ_k } lineárneho operátora φ (vrátane algebraických i geometrických násobností jednotlivých vlastných hodnôt), ako aj jeho koreòové podpriestory Ker_{λi} (a tým aj ich dimenzie r_{λi} ) sú de˛nované bez akéhokoţvek odkazu na maticu φ v nejakej báze. Zú¿enia φ_{λi} = (φ − λ_i) ¯ Ker_{λi} sú nilpotentné operátory. Tak¿e staèí dokázaż jednoznaènosż JKT matice nilpotentného operátora φ, t. j. vlastne poètov l_p jednotlivých reżazcov då¿ok p, 1 ≤ p ≤ r. Ako sme vźak videli, tie sú de˛nované rekurzívne pomocou dimenzií podpriestorov S_p = Ker^p_0, ktoré opäż závisia len na operátore φ.

20.6. Eźte raz úprava na JKT

V tvrdeniach 20.4.3 a 20.5.1 je priamo obsiahnutý opis druhej metódy úpravy matice na JKT, pri ktorej budujeme reżazce Jordanovej bázy "zţava doprava\. Keï¿e aj lineárny operátor na koneènorozmernom priestore býva väèźinou zadaný maticou v nejakej báze, mo¿no návod oèividným spôsobom aplikovaż aj na tento prípad. Za predpokladu znalosti plného spektra matice A ∈ K^{n×n} postupujeme podţa nasledujúcich bodov:

(1) Pre ka¿dé λ ∈ Spec A osobitne vypoèítame mocniny matice A_λ = A − λI a ka¿dú z nich upravíme na redukovaný stupòovitý tvar. Dostávame tak postupnosż dvojíc matíc

A_λ ∼ B_1, A^2_λ ∼ B_2, . . . , A^r_λ ∼ B_r, A^{r+1}_λ ∼ B_{r+1},

ktorú ukonèíme, v prvom kroku r = r_λ takom, ¿e B_r = B_{r+1}. Potom podpriestor R(A^r_λ ) = R(B_r) rieźení homogénnej sústavy A^r_λ · x = 0 je koreòový podpriestor matice A prislúchajúci k λ. ľpeciálne, v prípade jednobodového spektra je A_λ nilpotentná a r je prvý krok, pre ktorý A^r_λ = 0.

(2) Na základe ka¿dej z matíc B_p, 1 ≤ p ≤ r, nájdeme bázu podpriestoru rieźení sústavy A^p_λ · x = 0, ktorú zapíźeme ako ståpce matice C_p.

(3) Vektory u_{r1}, . . . , u_{rlr} ţavého, t. j. r-tého ståpca "veţkej schémy\ vyberieme zo ståpcov matice C_r podţa vety 4.4.4 tak, aby dopåòali bázu podpriestoru R ( A^{r−1}_λ ) , t. j. ståpce matice C_{r−1}, do bázy podpriestoru R(A^r_λ ).

(4) Keï u¿ máme zostrojené ståpce r, . . . , p + 1, kde r > p ≥ 1, prièom ståpec p+1 je tvorený vektormi x_1, . . . , x_m, tak p-ty ståpec bude pozostávaż z vektorov A_λ · x_1, . . . , A_λ · x_m, u_{p1}, . . . , u_{p lp} , prièom vektory u_{p1}, . . . , u_{p lp} získame tak,

¿e bázu C_{p−1} podpriestoru R ( A^{p−1}_λ ) rozźírenú o vektory A_λ · x_1, . . . , A_λ · x_m (ktoré, podţa lemy 20.5.4 tvoria spolu lineárne nezávislý systém) doplníme do bázy podpriestoru R(A^p_λ ) vhodnými ståpcami matice C_p podţa vety 4.4.4.

(5) Vlastnej hodnote λ potom zodpovedá Jordanova báza zlo¿ená z takto zostrojených reżazcov a matica v JKT

diag ( J_r(λ), . . . , J_r(λ), . . . . . . , J_1(λ), . . . , J_1(λ) )

s l_p blokmi J_p(λ).

(6) Nakoniec zoradíme vektory Jordanových báz pre jednotlivé vlastné hodnoty pekne za sebou a prísluźné JKT blokovo diagonálne. Tým získame výslednú Jordanovu bázu (maticu prechodu) a JKT pôvodnej matice A.

Poznámka. 1. S trochou skúsenosti a źikovnosti mo¿no obe metódy úpravy na JKT výhodne kombinovaż a budovaż reżazce Jordanových báz zároveò zţava i sprava.

2. Nad nekoneèným poţom K (najmä v typických prípadoch polí R a C ) mo¿no nové vektory u_{p1}, . . . , u_{p lp} v bodoch (3), (4) voliż v podstate náhodne. Treba si len vopred zistiż ich poèet, t. j. l_r = h(B_{r−1}) − h(B_r) a l_p = h(B_{p−1}) − h(B_{p−1}) − m pre r > p ≥ 1. Za predpokladu l_p > 0 je toti¿ nekoneène málo pravdepodobné, ¿e pri skutoène náhodnej voţbe l_p vektorov z podpriestoru R ( A^p_λ ) budú vektory A_λ ·x_1, . . . , A_λ ·x_m, u_{p1}, . . . , u_{p lp} lineárne závislé vzhţadom na podpriestor R ( A^{p−1}_λ ) . Problémom vźak mô¿e byż zvoliż vektory u_{pj} "naozaj náhodne\. Èasto práve v snahe o to { spolu s mimovoţnou tendenciou voliż "èo najjednoduchźie\ èi "èo najkrajźie\ vektory { mô¿eme nakoniec dostaż vektory závislé nad R ( A^{p−1}_λ ) . Podobne, ako je niekedy ża¿ké nakresliż "naozaj vźeobecný\ trojuholník.

20.6.1. Príklad. Matica

A = −5 3 1 −1 6 −3 0 1 −5 3 −4 4 1 4 4 −1 1 0 2 1 −6 3 1 −1 7 ∈ R^{5×5}

má charakteristický polynóm

det(A − xI) = 1 − 5x + 10x^2 − 10x^3 + 5x^4 − x^5 = (1 − x)^5

a jediné vlstné èíslo x_{1−5} = 1 s algebraickou násobnosżou 5.

Postupne vypoèítame mocniny matice A − I, ich redukované stupòovité tvary a bázy podpriestorov rieźení sústav (A − I)^p · x = 0:

A − I = −6 3 1 −1 6 −3 −1 1 −5 3 −4 4 0 4 4 −1 1 0 1 1 −6 3 1 −1 6 ∼ 1 0 0 0 −1 0 1 0 1 0 0 0 1 −4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 , fundamentálny systém rieźení tvoria dva lineárne nezávislé vlastné vektory, ktoré zapíźeme ako ståpce matice

C_1 = 0 1 −1 0 4 0 1 0 0 1 .

Druhá mocnina je

(A − I)^2 =

−12 0 3 −12 12 4 0 −1 4 −4 −16 0 4 −16 16 −4 0 1 −4 4 −12 0 3 −12 12 ∼ 1 0 −1/4 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 s fundamentálnym systémom rieźení tvoreným ståpcami matice

C_2 =

0 1 −1 1 1 0 0 0 0 4 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 .

Koneène (A − I)^3 = 0 (tak¿e B_3 = C_3 = I), a ïalźie mocniny u¿ nemusíme poèítaż.

Keï¿e máme dva lineárne nezávislé vlastné vektory, Jordanova báza bude maż dva reżazce. Dlhźí z nich bude maż då¿ku 3, teda ten kratźí musí maż nutne då¿ku 5−3 = 2.

Poèiatoèný vektor dlhźieho reżazca zvolíme tak, aby dopåòal ståpce matice C_2 na bázu priestoru R^5 = R ( (A − I)^3 ) ; vyhovuje napr. u_3 = (1, 0, 0, 0, 0)^T . Druhý a tretí vektor reżazca potom sú u_2 = (A − I) · u_3 = (−6, −3, −4, −1, −6)^T , u_1 = (A − I) · u_2 = (A − I)^2 · u_3 = (−12, 4, −16, −4, −12)^T .

Poèiatoèný vektor kratźieho reżazca vyberieme spomedzi ståpcov matice C_2 tak, aby dopåòal ståpce matice (C_1, u_2) na bázu priestoru R ( (A − I)^2 ) . Vyhovuje druhý ståpec v_2 = (1, 0, 4, 0, 0)^T . Druhý vektor kratźieho reżazca potom je v_1 = (A−I)·v_2 = (−2, 1, −4, −1, −2)^T . Lineárne nezávislé vektory u_1, v_1 tvoria bázu vlastného podpriestoru R(A − I), tak¿e ïalej u¿ nemusíme niè dopåòaż.

Jordanov tvar matice A teda je

J = diag ( J_3(1), J_2(1) ) = 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 a ståpce matice prechodu P tvoria vektory Jordanovej bázy β = (u_1, u_2, u_3, v_1, v_2), t. j.

P = −12 −6 1 −2 1 4 −3 0 1 0 −16 −4 0 −4 4 −4 −1 0 −1 0 −12 −6 0 −2 0 .