14. ORTOGONÁLNE PROJEKCIE A PODPRIESTORY

V tejto kapitole budeme pokraèovaż v źtúdiu euklidovských priestorov s cieţom podaż kvantitatívny popis vzájomnej polohy a˛nných podpriestorov v takomto priestore pomocou dvoch základných parametrov { ich vzdialenosti a odchýlky (uhla). Naźim hlavným nástrojom pri tom budú lineárne operátory kolmého priemetu, zvané tie¿ ortogonálne projekcie, vektorov do lineárnych podpriestorov. V závere kapitoly predvedieme dve aplikácie rozpracovaných pojmov a metód { jednak ich vyu¿ijeme pri konźtrukcii "najlepźích pribli¿ných rieźení\ nerieźiteţných sústav lineárnych rovníc a lineárnej regresii, jednak sa oboznámime s formuláciu základných pojmov teórie pravdepodobnosti v jazyku euklidovských priestorov.

14.1. Ortokomplement a ortogonálna projekcia

Relácia ortogonality (kolmosti) vo vektorovom priestore so skalárnym súèinom má niekoţko zrejmých vlastností, ktoré tu zaznamenáme bez dôkazu.

14.1.1. Tvrdenie. Nech V je vektorový priestor so skalárnym súèinom. Potom pre

ţubovoţné x, y, z ∈ V , c, d ∈ R platí:

(a) x ⊥ 0;

(b) x ⊥ x ⇔ x = 0; (c) x ⊥ y ⇔ y ⊥ x; (d) ( x ⊥ y & x ⊥ z ) ⇒ x ⊥ (cy + dz). Ortogonálnym doplnkom alebo tie¿ ortokomplementom ţubovoţnej mno¿iny X ⊆ V vo vektorovom priestore so skalárnym súèinom nazveme mno¿inu X^⊥ = {y ∈ V ; (∀ x ∈ X)(x ⊥ y)} vźetkých vektorov y ∈ V kolmých na ka¿dý vektor x ∈ X.

14.1.2. Tvrdenie. Nech V je vektorový priestor so skalárnym súèinom. Potom pre

ţubovoţné mno¿iny X, Y ⊆ V platí:

(a) ∅^⊥ = {0}^⊥ = V , V^⊥ = {0}; (b) X^⊥ = [X]^⊥ = [X^⊥]; (c) X ⊆ Y ⇒ Y^⊥ ⊆ X^⊥; (d) X ⊆ X^{⊥⊥}; (e) X^{⊥⊥⊥} = X^⊥;

(f) X ∩ X^⊥ = {0}, ak 0 ∈ X, a X ∩ X^⊥ = ∅, ak 0 /∈ X; (g) (X ∪ Y )^⊥ = (X + Y )^⊥ = X^⊥ ∩ Y^⊥.

Dôkaz. Jednotlivé podmienky sú priamymi dôsledkami predoźlého tvrdenia, ich jednoduché dôkazy preto prenechávame ako cvièenie èitateţovi. Na uká¿ku predvedieme, ako vyplýva (e) z podmienok (c) a (d). Podţa (d) platí X ⊆ X^{⊥⊥}, z èoho podţa (c) vyplýva X^{⊥⊥⊥} ⊆ X^⊥. Obrátená inklúzia X^⊥ ⊆ X^{⊥⊥⊥} je opäż dôsledkom (d). 1

Z podmienky (b) okrem iného vyplýva, ¿e X^⊥ je lineárnym podpriestorom vo V pre ka¿dú podmno¿inu X ⊆ V .

Nech S ⊆ V je lineárny podpriestor priestoru so skalárnym súèinom V a x ∈ V . Hovoríme, ¿e vektor z ∈ S je kolmým priemetom alebo tie¿ ortogonálnou projekciou vektora x do podpriestoru S, ak x − z ∈ S^⊥. Tento vektor (ak existuje) budeme znaèiż z = pr_S (x) = x_S.

14.1.3. Veta. Nech V je vektorový priestor so skalárnym súèinom, S ⊆ V je jeho

koneènorozmerný lineárny podpriestor a x ∈ V . Potom

(a) kolmý priemet vektora x do podpriestoru S existuje a je jednoznaène urèený rovnosżou

pr_S (x) = x_S = k∑ i=1 ⟨x, u_i⟩u_i, kde (u_1, . . . , u_k) je ţubovoţná ortonormálna báza podpriestoru S;

(b) pre ţubovoţný vektor y ∈ S platí ‖x − x_S ‖ ≤ ‖x − y‖ prièom rovnosż nastane práve vtedy, keï y = x_S;

(c) ak x ≠ 0 a S ≠ {0}, tak pre ţubovoţný vektor 0 ≠ y ∈ S platí ‖x_S‖ ‖x‖ ≥ |⟨x, y⟩| ‖x‖ ‖y‖ , prièom rovnosż nastane práve vtedy, keï vektory x_S , y sú lineárne závislé.

Dôkaz. (a) Nech (u_1, . . . , u_k) je ţubovoţná ortonormálna báza podpriestoru S. Ak má kolmý priemet vektora x do S existovaż, musí maż tvar x_S = c_1u_1 + . . . + c_ku_k pre nejaké c_1, . . . , c_k ∈ R. Podmienka x − x_S ∈ S^⊥ je podţa predchádzajúceho tvrdenia ekvivalentná s konjunkciou podmienok x − x_S ⊥ u_i pre ka¿dé i ≤ k. Z toho vyplýva 0 = ⟨x − x_S, u_i⟩ = ⟨x, u_i⟩ − k∑ j=1 c_i⟨u_j , u_i⟩ = ⟨x, u_i⟩ − c_i, teda lineárna kombinácia c_1u_1 + . . . + c_ku_k je kolmým priemetom x do S práve vtedy, keï c_i = ⟨x, u_i⟩, pre ka¿dé i.

(b) Nech y ∈ S. Potom tie¿ y − x_S ∈ S, teda (x − x_S ) ⊥ (y − x_S). Podţa Pytagorovej vety platí

‖x − y‖^2 = ‖(x − x_S ) + (y − x_S )‖^2 = ‖x − x_S ‖^2 + ‖y − x_S ‖^2 ≥ ‖x − x_S ‖^2 ,

prièom rovnosż nastane práve vtedy, keï y = x_S . (c) Pre y ∈ S máme (x − x_S ) ⊥ y, preto ⟨x, y⟩ = ⟨x_S , y⟩ + ⟨x − x_S, y⟩ = ⟨x_S , y⟩. Ak y ≠ 0, tak s pou¿itím Cauchyho-Schwartzovej nerovnosti z toho dostávame |⟨x, y⟩| ‖x‖ ‖y‖ = |⟨x_S , y⟩| ‖x‖ ‖y‖ ≤ ‖x_S ‖ ‖y‖ ‖x‖ ‖y‖ = ‖x_S‖ ‖x‖ . Rovnosż zrejme nastane práve vtedy, keï vektory x_S , y sú lineárne závislé.

Podmienka (a) práve dokázanej vety má nasledujúci dôsledok.

14.1.4. Dôsledok. Nech V je vektorový priestor so skalárnym súèinom a S, T ⊆ V

sú jeho koneènorozmerné lineárne podpriestory. Potom

(a) S = S^{⊥⊥}, (S ∩ T )^⊥ = S^⊥ + T^⊥ a V = S ⊕ S^⊥; (b) pr_S : V → V je lineárny operátor; (c) (∀ x ∈ V )(x ∈ S ⇔ pr_S (x) = x); (d) Im pr_S = S a Ker pr_S = S^⊥;

(e) x − x_S je kolmým priemetom vektora x do podpriestoru S^⊥.

Lineárny operátor pr_S nazývame ortogonálnou projekciou na podpriestor S.

Poznámka. Ak V je euklidovský priestor, tak veta 14.1.3 a dôsledok 14.1.4 samozrejme platia pre ţubovoţný podpriestor S ⊆ V . Za istých okolností, ktorých rozbor vźak presahuje rámec lineárnej algebry (tzv. úplnosż priestoru V a uzavretosż podpriestoru S), spomínané výsledky platia aj pre nekoneènorozmerné podpriestory. V cvièeniach uvedieme príklad vektorového priestoru so skalárnym súèinom V a jeho nekoneènorozmerného podpriestoru S ≠ V takého, ¿e S^⊥ = {0}. Potom pre ¿iaden vektor x ∈ V rS nemô¿e existovaż jeho kolmý priemet do S; rovnako S⊕S^⊥ = S ≠ V .

x

x_S x − x_S

α S

Predpokladajme, ¿e kolmý priemet vektora x do lineárneho podpriestoru S existuje. Vysvetlíme si, ako mo¿no za tohto predpokladu de˛novaż vzdialenosż aj odchýlku vektora x od ka¿dého z podpriestorov S, S^⊥. Situácia je znázornená na obrázku. Vektor x − x_S je kolmý na ka¿dú priamku v podpriestore S, źpeciálne trojuholník tvorený vektormi x, x_S , x − x_S je pravouhlý, s pravým uhlom pri "konci\ vektora x_S .

Podmienka (b) vety 14.1.3 nás oprávòuje nazvaż då¿ku vektora x−x_S vzdialenosżou vektora x od podpriestoru S. Budeme ju znaèiż dist(x, S) = ‖x − x_S ‖ = min{‖x − y‖; y ∈ S}. Vzhţadom na podmienku (e) dôsledku 14.1.4 je vzdialenosż (anglicky distance) vektora x od podpriestoru S^⊥ daná vzżahom

dist ( x, S^⊥ ) = ‖x_S‖.

Podobne, keï¿e kosinus je na intervale ⟨0, π⟩ klesajúca funkcia, podmienka (c) vety 14.1.3 nás oprávòuje nazvaż výraz

^(x, S) = arccos^{‖xS ‖}_{‖x‖} = min{^(x, y); 0 ≠ y ∈ S}

odchýlkou vektora x ≠ 0 od podpriestoru S ≠ {0}, prípadne uhlom vektora x a podpriestoru S. Odchýlka ^(x, S) je teda jednoznaène urèená ako také reálne èíslo α ∈ ⟨0, π/2⟩, pre ktoré platí

cos α = ‖x_S ‖ ‖x‖ , alebo ekvivalentne, sin α = ‖x − x_S ‖ ‖x‖ . Zrejme opäż ide o neorientovaný uhol. Ak x_S ≠ 0, tak ^(x, S) = ^(x, x_S ); ak x_S = 0, t. j. ak x ∈ S^⊥, tak samozrejme ^(x, S) = π/2. Eźte si vźimnite, ¿e zatiaţ èo uhol dvoch vektorov nadobúda hodnoty z intervalu ⟨0, π⟩, hodnoty, ktoré nadobúda uhol vektora a podpriestoru, sú obmedzené na interval ⟨0, π/2⟩. Vzhţadom na podmienku 14.1.3 (e), ak S^⊥ ≠ {0}, tak odchýlka vektora x ≠ 0 od podpriestoru S^⊥ je daná vzżahom ^^(x, S^{⊥)} = arccos^{‖x − xS ‖}_{‖x‖} = arcsin^{‖xS‖}_{‖x‖} . Koneène èasż (a) vety 14.1.3 nám dáva priamy návod, ako nájsż kolmý priemet vektora x do koneènorozmerného podpriestoru S ⊆ V , a tým aj vzdialenosti dist(x, S), dist ( x, S^⊥ ) a odchýlky ^(x, S),^ ( x, S^⊥ ) { potrebujeme vźak poznaż aspoò jednu ortonormálnu bázu v S. Ak máme k dispozícii len nejakú "obyèajnú\ bázu podpriestoru S, je potrebné ju najprv ortonormalizovaż, a¿ potom mo¿no pou¿iż spomínaný vzorec. Diagonalizáciu Gramovej matice si vźak mô¿eme odpustiż, rovnaký výsledok sa toti¿ z nej dá získaż aj priamo.

14.1.5. Tvrdenie. Nech V je vektorový priestor so skalárnym súèinom, S je jeho

koneènorozmerný lineárny podpriestor s bázou α = (u_1, . . . , u_k) a x ∈ V . Potom pre c = (c_1, . . . , c_k)^T ∈ R^k platí x_S = c_1u_1 + . . . + c_ku_k práve vtedy, keï c je rieźením sústavy lineárnych rovníc G(α) · c = ⟨x, α⟩^T , kde ⟨x, α⟩ oznaèuje riadkový vektor ( ⟨x, u_1⟩, . . . , ⟨x, u_k⟩ ) ∈ R^k .

Dôkaz. Pre c = (c_1, . . . , c_k)^T ∈ R^k platí x_S = c_1u_1 + . . . + c_ku_k práve vtedy, keï pre ka¿dé i ≤ k máme 0 = ⟨x − c_1u_1 + . . . + c_ku_k, u_i⟩ = ⟨x, u_i⟩ − c_1⟨u_1, u_i⟩ − . . . − c_k⟨u_k, u_i⟩. Inými slovami, c musí vyhovovaż sústave G(α)^T · c = ⟨x, α⟩^T . Ale G(α)^T = G(α) vzhţadom na symetriu Gramovej matice. Vïaka regularite matice G(α) (α je báza S) má táto sústava jediné rieźenie.

Eźte si vźimnime, ¿e rozźírená matica ( G(α) | ⟨x, α⟩^T ) uvedenej sústavy je vlastne Gramovou maticou G(u_1, . . . , u_k, x) rádu k + 1, z ktorej sme vynechali posledný riadok. Ak α je ortonormálna báza, tak G(α) = I_k, t. j. prísluźná sústava je u¿ vo vyrieźenom tvare c = ⟨x, α⟩^T , presne v zhode s podmienkou (a) vety 14.1.3.

Poznámka. Tvrdenie zostáva bezo zmeny v platnosti, aj keï α je ţubovoţný koneèný (teda nie nutne lineárne nezávislý) systém generátorov v S. Jediné, èo sa zmení, je nejednoznaènosż vyjadrenia kolmého priemetu x_S = c_1u_1 + . . . + c_ku_k ako lineárnej kombinácie vektorov systému α. Samotný kolmý priemet x_S je, samozrejme, urèený jednoznaène. Rozmyslite si, preèo je to tak.

14.1.6. Príklad. V R^4 so źtandardným skalárnym súèinom je daný vektor x =

(1, 1, 1, 1)^T a rovina S = [u, v], kde u = (0, −1, 0, 1)^T , v = (1, −2, 1, −3)^T . Nájdeme kolmý priemet vektora x do roviny S a vypoèítame vzdialenosż dist(x, S) a odchýlku

^(x, S). Kolmý priemet budeme hţadaż v tvare xS = cu + dv, kde (c, d)^T ∈ R^2

vyhovuje sústave s rozźírenou maticou ( ⟨u, u⟩ ⟨v, u⟩ ⟨u, v⟩ ⟨v, v⟩ | | | | | | ⟨x, u⟩ ⟨x, v⟩ ) = ( 2 −1 −1 15 | | | | | | 0 −3 ) . Jej rieźením dostaneme c = −3/29, d = −6/29, teda kolmý priemet vektora x do roviny [u, v] je

x_S = (u, v) · ( c d ) = 0 1 −1 −2 0 1 1 −3 · ( −3/29 −6/29 ) = 3 29 −2 5 −2 5 .

Ako skúźku správnosti si overte rovnosti ⟨x−x_S , u⟩ = ⟨x−x_S , v⟩ = 0. Pre vzdialenosż resp. odchýlku x od S potom dostávame

dist(x, S) = ‖x − x_S ‖ = ‖ ‖ ‖ ‖ 7 29 (5, 2, 5, 2)^T ‖ ‖ ‖ ‖ = 7 29 √ 58, sin ^(x, S) =^{‖x − xS ‖}_{‖x‖} =^7_{2·29}^√58 =^7√_{58}.

S po¿itím kalkulaèky mo¿no zistiż

^(x, S) = arcsin^7√_{58} ≈ 1, 1659 rad ≈ 66^∘ 48^′ 5^{′′}.

14.1.7. Príklad. Nech A ∈ R^{m×n}, prièom m ≥ n a h(A) = n, t. j. ståpce matice A sú

lineárne nezávislé vektory v euklidovskom priestore R^m so źtandardným skalárnym súèinom. Oznaème S ⊆ R^m lineárny podpriestor generovaný ståpcami matice A. Potom ortogonálna projekcia na podpriestor S je lineárny operátor pr_S : R^m → R^m . Nájdeme jeho maticu B = ( pr_S ) ”,” ∈ R^{m×m} vzhţadom na kanonickú ortonormálnu bázu ε priestoru R^m .

Ak stoto¿níme maticu A s usporiadanou n-ticou jej ståpcov, tak A je bázou S. Podţa tvrdenia 14.1.5 obraz y = pr_S (x) vektora x ∈ R^m dostaneme v tvare y = A · c, kde c ∈ R^n je (jediné) rieźenie sústavy G(A) · c = ⟨x, A⟩^T . Uvedomme si, ¿e G(A) = A^T · A je regulárna matica. Ïalej platí ⟨x, A⟩ = x^T · A, èi¿e ⟨x, A⟩^T = A^T · x. Z toho dostávame c = G(A)^{−1} · ⟨x, A⟩^T = ( A^T · A )_{−1} · A^T · x, y = A · c = A · ( A^T · A )_{−1} · A^T · x. Teda hţadaná matica ortogonálnej projekcie pr_S je B = ( pr_S ) ”,” = A · ( A^T · A )_{−1} · A^T .

14.2. Vzdialenosż dvoch a˛nných podpriestorov

Nech V je vektorový priestor so skalárnym súèinom a X, Y sú jeho dve neprázdne podmno¿iny. Vzdialenosżou mno¿ín X, Y vo V nazývame èíslo dist(X, Y ) = inf{‖x − y‖ ; x ∈ X & y ∈ Y }. Problematikou vzdialeností mno¿ín v plnom rozsahu sa tu zaoberaż nebudeme. Obmedzíme sa len na vzdialenosti koneènorozmerných a˛nných podpriestorov. Úlohu prevedieme na urèenie vzdialenosti vektora od lineárneho podpriestoru.

14.2.1. Lema. Nech V je vektorový priestor so skalárnym súèinom a M , N sú jeho

a˛nné podpriestory. Potom pre ţubovoţné body p ∈ M , q ∈ M platí:

dist(M, N) = dist(p − q, Dir M + Dir N).

Dôkaz. Oznaème S = Dir M, T = Dir N zamerania podpriestrov M, N. Potom M = p + S, N = q + T . Podţa de˛nície vzdialenosti platí

dist(M, N) = inf { ‖(p + u) − (q + v)‖ ; u ∈ S & v ∈ T } , dist(p − q, S + T ) = inf { ‖(p − q) − (u + v)‖ ; u ∈ S & v ∈ T } . Staèí teda overiż rovnosż mno¿ín na pravých stranách. Túto jednoduchú úlohu prenechávame ako cvièenie èitateţovi.

Hovoríme, ¿e body p ∈ M, q ∈ N tvoria prieèku a˛nných podpriestorov M, N, ak dist(M, N) = ‖p − q‖, t. j. ak sa vzdialenosż podpriestorov M, N realizuje ako då¿ka vektora p − q.

14.2.2. Tvrdenie. Nech M , N sú koneènorozmerné a˛nné podpriestory vektorového

priestoru so skalárnym súèinom V . Potom

(a) body p ∈ M , q ∈ N tvoria prieèku podpriestorov M , N práve vtedy, keï p − q ∈ (Dir M + Dir N)^⊥;

(b) pre ţubovoţné body p ∈ M , q ∈ N a vektory u ∈ Dir M , v ∈ Dir N platí: body p + u, q + v tvoria prieèku podpriestorov M , N práve vtedy, keï vektor v − u je kolmým priemetom vektora p − q do lineárneho podpriestoru Dir M + Dir N ;

(c) existujú body p ∈ M , q ∈ N tvoriace prieèku podpriestorov M , N .

Dôkaz. (a) je bezprostredným dôsledkom vety 14.1.3 (b) a lemy 14.2.1; (b) priamo vyplýva z (a). Koneène (c) dostaneme z (b) a vety 14.1.3 (a).

14.2.3. Dôsledok. Pre koneènorozmerné a˛nné podpriestory M, N ⊆ V vektorové-

ho priestoru so skalárnym súèinom platí dist(M, N) = 0 práve vtedy, keï M ∩ N ≠ ∅.

Podmienky 14.1.3 (a) a 14.2.2 (b) nám spolu s tvrdením 14.1.5 poskytujú priamy návod ako nájsż prieèku a vzdialenosż ţubovoţných koneènorozmerných a˛nných podpriestorov. Ak M = p + [u_1, . . . , u_m], N = q + [v_1, . . . , v_n] sú zadané parametricky, staèí nájsż jedno rieźenie c = (c_1, . . . , c_m, c_{m+1}, . . . , c_{m+n})^T ∈ R^{m+n} sústavy G(γ) · c = ⟨p − q, γ⟩^T , kde γ = (u_1, . . . , u_m, v_1, . . . , v_n), a polo¿iż

u = c_1u_1 + . . . c_mu_m, v = c_{m+1}v_1 + . . . + c_{m+n}v_n.

Potom vektor w = u + v = γ · c je kolmým priemetom vektora p − q do lineárneho podpriestoru Dir M + Dir N = [u_1, . . . u_m, v_1, . . . , v_n] a prieèka podpriestorov M, N je tvorená bodmi p − u, q + v. V dôsledku toho dist(M, N) = ‖(p − u) − (q + v)‖ = ‖p − q − w‖ . Rozmyslite si, preèo { napriek formulácii tvrdenia 14.1.5 { si nemusíme robiż starosti s lineárnou nezávislosżou vektorov u_1, . . . , u_m, v_1, . . . , v_n.

14.2.4. Príklad. V euklidovskom priestore R^4 so źtandardným skalárnym súèinom

nájdeme vzdialenosż rovín

M = (1, 1, 2, −2)^T + [e_1 + e_2, e_1 + e_2 + e_3],

N = (0, 0, 5, −1)^T + [e_2 + e_4, e_2 + e_3 + e_4].

Z prísluźných skalárnych súèinov zostavíme (takmer Gramovu) rozźírenú maticu sústavy G(γ) · c = ⟨p − q, γ⟩^T a upravíme ju na redukovaný stupòovitý tvar

2 2 1 1 2 3 1 2 1 1 2 2 1 2 2 3

| | | | | |

| | | | | | 2 −1 0 −3 ∼ 1 0 0 −1 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0

| | | | | |

| | | | | | 13/3 −3 −2/3 0 .

So zreteţom na poslednú otázku si rieźenie sústavy napíźeme vo vźeobecnom tvare c_t = (13/3 + t, −3 − t, −2/3 − t, t)^T s parametrom t ∈ R. Polo¿me u_t = c_1(e_1 + e_2) + c_2(e_1 + e_2 + e_3) = (4/3, 4/3, −3 − t, 0)^T , v_t = c_3(e_2 + e_4) + c_3(e_2 + e_3 + e_4) = (0, −2/3, t, −2/3)^T Potom pre ka¿dé t ∈ R dvojica bodov p_t = (1, 1, 2, −2)^T − u_t = (−1/3, −1/3, 5 + t, −2)^T q_t = (0, 0, 5, −1)^T + v_t = (0, −2/3, 5 + t, −5/3)^T tvorí prieèku podpriestorov M, N. Vektory

u_t + v_t = (4/3, 2/3, −3, −2/3)^T , p_t − q_t = 1 3 (−1, 1, 0, −1)^T vźak od parametra t nezávisia (a nie je to náhoda), rovnako ako vzdialenosż

dist(M, N) = ‖p_t − q_t‖ = 1 √ 3 . Pokiaţ by nás teda zaujímala len vzdialenosż podpriestorov M, N, prípadne by sme chceli nájsż len akúkoţvek ich jednu prieèku, skutoène by staèilo pou¿iż iba jedno rieźenie c uva¿ovanej sústavy. Eźte si rozmyslite, ako zo získaných výsledkov vyplýva èiastoèná rovnobe¿nosż podpriestorov M, N (pozri paragraf 8.4).

14.3. Odchýlka dvoch a˛nných podpriestorov

Odchýlku alebo uhol dvoch netriviálnych koneènorozmerných a˛nných podpriestorov ve vektorovon priestrore so skalárnym súèinom V znaèíme ^(M, N) a de˛nujeme ju ako odchýlku ^(Dir M, Dir N) ich zameraní. Staèí teda povedaż, èo rozumieme pod odchýlkou alebo uhlom ^(S, T ) dvoch netriválnych koneènorozmerných lineárnych podpriestorov S, T ⊆ V . Pre S ⊆ T alebo T ⊆ S polo¿íme

^(S, T ) = 0.

Ak S ∩ T = {0}, kladieme ^(S, T ) = inf{^(x, y); 0 ≠ x ∈ S & 0 ≠ y ∈ T }. Ak by sme takýmto spôsobom de˛novali odchýlku ^(S, T ), aj keï S ∩ T ≠ {0}, ţubovoţný spoloèný nenulový vektor x ∈ S ∩ T by sa postaral o to, aby platilo

^(S, T ) = ^(x, x) = 0, èo nevyzerá príliź rozumne. Preto pokiaţ S ∩ T ≠ {0},

S ⊈ T ani T ⊈ S, polo¿íme S_1 = S ∩ (S ∩ T )^⊥, T_1 = T ∩ (S ∩ T )^⊥.

Zrejme S_1, T_1 ⊆ V sú netriválne lineárne podpriestory a S_1 ∩ T_1 = {0} (za predpokladu S ∩ T = {0} dokonca platí S_1 = S, T_1 = T ). Preto mô¿eme koneène de˛novaż ^(S, T ) = ^(S1, T1). Takto de˛novaný uhol podpriestorov S, T je èíslo z intervalu ⟨0, π/2⟩ a platí preò

^(S, T ) = ^(T, S), teda je to neorientovaný uhol.

Je u¿itoèné si uvedomiż, ¿e na výpoèet odchýlky dvoch podpriestorov staèí minimalizovaż odchýlku vhodných vektorov z jedného podpriestoru od druhého z nich.

Tvrdenie 14.3.1. Nech V je vektorový priestor so skalárnym súèinom a S, T sú

jeho koneènorozmerné lineárne podpriestory, prièom S ⊈ T ani T ⊈ S. Potom

^(S, T ) = inf^{^(x, T ); 0 ≠ x ∈ S ∩ (S ∩ T )^{⊥}}.

Dôkaz. Pre ţubovoţné x ≠ 0 je x_T ∈ T a x − x_T ∈ T^⊥. Pre x ∈ S ∩ (S ∩ T )^⊥ vźak platí x_T = x − (x − x_T ) ∈ (S ∩ T )^⊥ + T^⊥ = (S ∩ T )^⊥,

lebo z inklúzie S ∩ T ⊆ T podţa podmienky 14.1.2 (c) vyplýva T^⊥ ⊆ (S ∩ T )^⊥. Teda x_T ∈ T ∩ (S ∩ T )^⊥, preto ^(S, T ) je menźia alebo rovná, ako výraz na pravej strane. Keï¿e arccos je klesajúca funkcia, opaèná nerovnosż je dôsledkom rovnosti

^(x, T ) = arccos^(‖xT ‖ ‖x‖^{−1)} a vety 14.1.3 (c).

Výpoèet odchýlky dvoch vźeobecných koneènorozmerných podpriestorov si teda vy¿aduje minimalizovaż hodnotu istého výrazu. To naznaèuje mo¿nosż jej výpoètu s pou¿itím diferenciálneho poètu ako extrému funkcie viac premenných. Nebudeme sa vźak púźżaż touto cestou, lebo neskôr hodláme predviesż elegantnejźí spôsob vyjadrenia odchýlky. Prostriedkami, ktoré máme zatiaţ k dispozícii, doká¿eme zrátaż len odchýlku ţubovoţného netriviálneho koneènorozmerného podpriestoru od priamky alebo nadroviny, prípadne odchýlky podpriestorov, ktoré mo¿no na tieto prípady previesż.

Ako vyplýva z vety 14.1.3 (c), odchýlka priamky [x], kde x ≠ 0, a koneènorozmerného lineárneho podpriestoru S ≠ {0} je daná vzżahom

^^([x], S^) = ^(x, S) = arccos^{‖xS‖}_{‖x‖} =^{ ^^{(x, xS ), ak xS ≠ 0, t. j. ak x /∈ S⊥,}

π/2, ak x_S = 0, t. j. ak x ∈ S^⊥.

Túto úlohu u¿ vieme rieźiż (pozri tvrdenie 14.1.5 a príklad 14.1.6).

14.3.2. Príklad. Vypoèítame odchýlku rovín M, N ⊆ R^4 z príkladu 14.2.4. Podţa

de˛nície ^(M, N) = ^(S, T ), kde S = [e_1 +e_2, e_1 +e_2 +e_3], T = [e_2 +e_4, e_2 +e_3 +e_4]. ěahko nahliadneme, ¿e S ∩ T = [e_3], teda (S ∩ T )^⊥ = [e_1, e_2, e_4]. V dôsledku toho

S_1 = S ∩ (S ∩ T )^⊥ = [e_1 + e_2], T_1 = T ∩ (S ∩ T )^⊥ = [e_2 + e_4].

Keï¿e ⟨e_1 + e_2, e_2 + e_4⟩ = 1 ≥ 0,

^(M, N) = ^(e1 + e2, e2 + e4) = arccos^1_2 =^π_3 = 60^∘.

Podţa dôsledku 14.1.4 (a) má ka¿dý (n − 1)-rozmerný lineárny podpriestor S v nrozmernom euklidovskom priestore V tvar S = [a]^⊥ pre vhodný nenulový vektor a ∈ V ; potom ka¿dá nadrovina N ⊆ V so zameraním S má tvar N = p + [a]^⊥ pre nejaké p ∈ N. Vektor a sa nazýva normála alebo normálový vektor nadroviny N. Normála nadroviny je zrejme urèená jednoznaène a¿ na skalárny násobok. Výpoèet odchýlky nadroviny a netriviálneho vlastného a˛nného podpriestoru mo¿no previesż na výpoèet odchýlky normály nadroviny a tohto podpriestoru. Tento prevod sa zakladá na nasledujúcom tvrdení.

14.3.3. Tvrdenie. Nech S je netriviálny, vlastný lineárny podpriestor euklidovského

priestoru V a 0 ≠ a ∈ V . Potom

^^([a]^⊥, S^) =^π_2 − ^(a, S) = ^^(a, S^{⊥)}.

Dôkaz. Keï¿e druhá rovnosż je zrejmá, staèí dokázaż prvú. Podmienky a_S = 0, a ∈ S^⊥ a S ⊆ [a]^⊥ sú ekvivalentné. Podobne, [a]^⊥ ⊆ S je ekvivalentné s podmienkou S^⊥ ⊆ [a]. V oboch prípadoch platí^ ( [a]^⊥, S ) = 0 =^ ( a, S^⊥ ) , ^(a, S) = π/2. Nech teda a_S ≠ 0 a [a], S^⊥ ani [a]^⊥, S nie sú vo vzżahu inklúzie. Oznaème a_{ST} kolmý priemet vektora a_S do podpriestoru T = [a]^⊥. Postupne doká¿eme rovnosti

^^([a]^⊥, S^) = arccos^{‖aST ‖}_{‖aS‖} =^π_2 − ^(a, S).

Prvú z nich doká¿me v dvoch krokoch. Najprv si uvedomme, ¿e z dôsledku 14.1.4 (a) vyplýva ( [a]^⊥ ∩ S )_⊥ = [a] + S^⊥, teda

a_S = a − (a − a_S) ∈ [a] + S^⊥ = ( [a]^⊥ ∩ S )_⊥ . Tak¿e^ ( [a]^⊥, S ) ≤ arccos ( ‖a_{ST} ‖ ‖a_S ‖^{−1} ) na základe tvrdenia 14.3.1. Na dôkaz opaènej nerovnosti staèí podţa toho istého tvrdenia overiż ‖a_{ST} ‖ ‖a_S ‖ ≥ ‖x_S‖ ‖x‖ pre vźetky 0 ≠ x ∈ [a]^⊥ ∩ ( [a]^⊥ ∩ S )_⊥ . Zrejme ⟨x, a_S ⟩ = ⟨x_S , a_S ⟩, lebo x − x_S ∈ S^⊥.

Keï¿e x ∈ [a] + S^⊥, vektory x_S , a_S sú lineárne závislé (rozmyslite si preèo); preto |⟨x_S , a_S ⟩| = ‖x_S ‖ ‖a_S ‖. Nakoţko x ∈ [a]^⊥ = T , s pou¿ítím vety 14.1.3 (c) z toho vyplýva ‖x_S‖ ‖x‖ = |⟨x_S , a_S⟩| ‖x‖ ‖a_S ‖ = |⟨x, a_S ⟩| ‖x‖ ‖a_S ‖ ≤ ‖a_{ST} ‖ ‖a_S‖ . Druhú rovnosż overíme priamym výpoètom π 2 − ^(a, S) =^π_2 − ^(aS , a) =^π_2 − ^^(aS, [a]^) = ^^(aS , [a]^{⊥)} = arccos^{‖aST ‖}_{‖aS‖} . Ako zvláźtny prípad pre odchýlku dvoch nadrovín dostávame

14.3.4. Dôsledok. Nech M , N sú dve nadroviny v euklidovskom priestore V s nor-

málami a, resp. b. Potom ^(M, N) = ^(a, [b]) = min^{^(a, b), ^(a, −b)^}. V euklidovskom priestore R^n so źtandardným skalárnym súèinom vystupuje normálový vektor danej nadroviny priamo v jej (vźeobecnej) rovnici. Ak je toti¿ nadrovina M daná rovnicou a_1x_1 + . . . + a_nx_n = b,

tak a = (a_1, . . . , a_n)^T ≠ 0 je jej normála a uvedenú rovnicu mo¿no skrátene zapísaż v tvare ⟨x, a⟩ = b.

14.3.5. Príklad. V euklidovskom priestore V vypoèítame odchýlku roviny S = [u, v]

a nadroviny T = [a]^⊥. Podţa tvrdenia 14.3.5 platí

^(S, T ) =^π_2 − ^(a, S) = arcsin^{‖aS‖}_{‖a‖} .

Súradnice c, d kolmého priemetu a_S = cu+ dv vzhţadom na bázu (u, v) podpriestoru S získame rieźením sústavy G(u, v) · ( c d ) = ( ⟨a, u⟩ ⟨a, v⟩ )

podţa Cramerovho pravidla v tvare

c = | | | ⟨a, u⟩ ⟨v, u⟩ ⟨a, v⟩ ⟨v, v⟩ | | | |G(u, v)| , d = | | | ⟨u, u⟩ ⟨a, u⟩ ⟨u, v⟩ ⟨a, v⟩ | | | |G(u, v)| . Spätné dosadenie do vzorca pre odchýlku ^(S, T ) si odpustíme. Tieto vzorce mo¿no zrejmým spôsobom zovźeobecniż aj pre odchýlku k-rozmerného podpriestoru S a priamky, resp. nadroviny. vo V . Pre k ≥ 3 vźak výpoèet pomocou Gramových determinantov u¿ nie je výhodný.

14.3.6. Príklad. Podaktorý èitateţ si mo¿no kladie otázku, preèo sme miesto tvrde-

nia 14.3.3 nedokázali silnejźí výsledok, toti¿ rovnosż

^(S, T ) + ^^(S^⊥, T^) =^π_2 ,

pre ka¿dý netriválny vlastný (teda nie len jednorozmerný) lineárny podpriestor S a ka¿dý netriviálny lineárny podpriestor T euklidovského priestoru V . Uvedené tvrdenie, ako aj náź geometrický názor nám toti¿ napovedajú, ¿e také nieèo by malo platiż. O to bizarnejźí sa nám preto bude zdaż nasledujúci veţmi jednoduchý príklad, ktorý v ţubovoţnej dimenzii n > 3 naźu domnienku vyvracia.

V euklidovskom priestore R^n so źtandardným skalárnym súèinom sú dané lineárne podpriestory S = [e_1, e_2], T = [e_1, e_3]. Zrejme S ∩ T = [e_1], teda S ∩ [e_1]^⊥ = [e_2] a T ∩ [e_1]^⊥ = [e_3]. V dôsledku toho

^(S, T ) = ^^([e2], [e3]^) =^π_2 .

Na druhej strane S^⊥ = [e_1, e_2]^⊥ = [e_3, . . . , e_n]. Tak¿e S^⊥ ∩ T = [e_3], z èoho dostávame S^⊥ ∩ [e_3]^⊥ = [e_4, . . . , e_n] a T ∩ [e_3]^⊥ = [e_1]. Koneène

^^(S^⊥, T^) = ^^([e4, . . . , en], [e1]^) =^π_2 .

Teda hodnota súètu ^(S, T ) +^ ( S^⊥, T ) je tentokrát π, a nie π/2, ako sme oèakávali. Voţne povedané, podpriestor T je kolmý tak na podpriestor S, ako aj na jeho ortokomplement S^⊥. Samozrejme, platí tie¿^ ( S, S^⊥ ) = π/2.

14.4. Rieźenie nerieźiteţných sústav a lineárna regresia

V celom tomto paragrafe oznaèujú m, n pevné kladné celé èísla. Ståpcové vektorové priestory R^m a R^n sú vybavené źtandardným skalárnym súèinom, tak¿e to sú euklidovské priestory.

Nech A ∈ R^{m×n} , b ∈ R^m . Uva¿ujme sústavu lineárnych rovníc A · x = b a oznaème S = [s_1(A), . . . , s_n(A)] lineárny podpriestor v R^m generovaný ståpcami matice A. Podţa Frobeniovej vety naźa sústava má nejaké rieźenie x ∈ R^n práve vtedy, keï b ∈ S. Zlo¿ky rieźenia x = (x_1, . . . , x_n)^T ∈ R^n sú potom koe˛cienty lineárnej kombinácie

x_1s_1(A) + . . . + x_ns_n(A) = A · x = b.

No i v prípade, keï b /∈ S, t. j. rieźenie sústavy neexistuje, sa mô¿eme pokúsiż nahradiż jej pravú stranu b èo najbli¿źím vektorom podpriestoru S. Takto získaná nová sústava u¿ má rieźenie, ktoré mô¿eme právom pova¿ovaż za najlepźie mo¿né pribli¿né rieźenie pôvodnej sústavy. Podţa vety 14.1.3 (b) je najbli¿źí vektor podpriestoru S k vektoru b urèený jednoznaène, a je to jeho kolmý priemet b_S do tohto podpriestoru. Pseudorieźenie nerieźiteţnej (hovorí sa tie¿ preurèenej ) sústavy A · x = b teda de˛nujeme ako rieźenie (tento raz u¿ istotne rieźiteţnej) sústavy A · x = b_S . Ak je pôvodná sústava rieźiteţná, t. j. ak b ∈ S, tak b_S = b a obe sústavy splývajú, tak¿e ka¿dé jej pseudorieźenie je priamo rieźením pôvodnej sústavy.

14.4.1. Tvrdenie. Nech A ∈ R^{m×n} , b ∈ R^m . Potom x ∈ R^n je pseudorieźením

sústavy A · x = b práve vtedy, keï x je rieźením sústavy A^T · A · x = A^T · b so źtvorcovou maticou A^T · A ∈ R^{n×n} a ţavou stranou A^T · b ∈ R^n .

Dôkaz. Najprv si uvedomme, ¿e A^T · A = G(s_1(A), . . . , s_n(A)) je Gramovou maticou prislúchajúcou ståpcom matice A. Podţa tvrdenia 14.1.5 a za ním nasledujúcej poznámky je lineárna kombinácia x_1s_1(A) + . . . + x_ns_n(A) = A · x kolmým priemetom vektora b do podpriestoru S = [s_1(A), . . . , s_n(A)], t. j. platí A · x = b_S , práve vtedy, keï A^T · A · x = A^T · b.

Pseudorieźenie preurèenej sústavy A · x = b teda hţadáme ako rieźenie zaruèene rieźiteţnej sústavy A^T · A · x = A^T · b. V typickom prípade má pôvodná sústava viac rovníc ne¿ neznámych, èi¿e m > n a A je obdå¿niková matica, " vyźźia ako źirźia\.

Potom je veţmi pravdepodobné, ¿e źtvorcová matica A^T · A rádu n (ako Gramova matica "malého\ poètu ståpcových vektorov v euklidovskom priestore "veţkej\ dimenzie) je regulárna, teda k nej existuje inverzná matica ( A^T · A )_{−1} . V takom prípade je pseudorieźenie pôvodnej sústavy urèené jednoznaène: x = ( A^T · A )_{−1} · A^T · b.

Samozrejme, ak m = n a u¿ samotná matica A je regulárna, dostávame ( A^T · A )_{−1} · A^T = A^{−1}

a x = A^{−1} · b je priamo jediným rieźením pôvodnej sústavy.

V úlohách lineárnej regresie máme zadané hodnoty y_1, . . . , y_m neznámej funkcie f v bodoch x_1, . . . , x_m jej de˛nièného oboru, získané väèźinou meraním. Funkciu f chceme aproximovaż lineárnou kombináciou funkcií f_1, . . . , f_n, ktoré poznáme, èi aspoò sú nám známe ich hodnoty a_{ij} = f_j (x_i) v bodoch x_1, . . . , x_m. Zvyèajne je m podstatne väèźie ako n. V optimálnom prípade sa nám mô¿e podariż zostrojiż funkciu f = c_1f_1 + . . . + c_nf_n priamo ako lineárnu kombináciu funkcií f_j tak, aby f v bodoch x_i nadobúdala vopred predpísané hodnoty y_i, t. j.

y_i = f(x_i) = n∑ j=1 c_j f_j (x_i) = n∑ j=1 a_{ij} c_j . Ak oznaèíme A = (a_{ij} ) ∈ R^{m×n} , y = (y_1, . . . , y_m)^T ∈ R^m , c = (c_1, . . . , c_n)^T ∈ R^n , vidíme, ¿e vlastne hţadáme rieźenie c sústavy A · c = y. Táto sústava je v typickom prípade preurèená, teda jej rieźenie neexistuje. Úloha lineárnej regresie potom splýva s metódou najmenźích źtvorcov a spoèíva v nájdení takých koe˛cientov c_j , ktoré minimalizujú výraz m∑ i=1 ( y_i − n∑ j=1 a_{ij} c_j )_2 = ‖y − A · c‖^2 . Toto minimum sa nadobúda pre c také, ¿e A·c = y_S , kde S je podpriestor v R^m generovaný ståpcami matice A. Inak povedané, hţadanú lineárnu kombináciu dostaneme pre pseudorieźenie c sústavy A · c = y. Pre hodnoty pochádzajúce z rozumne postavených praktických úloh je takmer isté, ¿e matica A^T · A je regulárna. V takom prípade c = ( A^T · A )_{−1} · A^T · y, èi¿e hţadaná lineárna kombinácia f = c_1f_1 + . . . + c_nf_n = (f_1, . . . , f_n) · c je urèená jednoznaène.

Metódu lineárnej regresie, ako aj to, èo pribli¿ne rozumieme pod "rozumne postavenou úlohou\, si ilustrujeme na jednom typickom a dôle¿itom príklade.

14.4.2. Príklad. V rovine R^2 je daných m ≥ 2 bodov (x_1, y_1), . . . , (x_m, y_m), zís-

kaných meraním hodnôt nejakej neznámej funkcie f vo vybraných bodoch x_i jej de˛nièného oboru. Túto funkciu hodláme aproximovaż priamkou s rovnicou y = a+bx tak, aby výraz ∑_m i=1(y_i − a − bx_i)^2 bol minimálny. Ak si uvedomíme, ¿e funkcia y = a + bx je lineárnou kombináciou konźtantnej funkcie y = 1 a identickej funkcie y = x, hneï vidíme, ¿e ide o úlohu lineárnej regresie. Sústava

1 x_1 . . . . 1 x_m · ( a b ) = y_1 . . y_m je okrem triviálneho prípadu, keï vźetky body (x_i, y_i) le¿ia na jednej priamke, pre-

urèená. Koe˛cienty a, b teda nájdeme ako pseudorieźenie tejto sústavy. Jej maticu si

oznaèíme A. Jednoduchý výpoèet dáva

A^T · A = m ∑ x_i ∑ x_i ∑ x^2_i ,

det ( A^T · A ) = m m∑ i=1 x^2_i − (_m∑ i=1 x_i )_2 = ∑ i<j (x_i − x_j )^2.

Teda det ( A^T ·A ) = 0 práve vtedy, keï x_1 = x_2 = . . . = x_m. Asi sa zhodneme na tom,

¿e v takomto prípade by źlo, mierne povedané, o veţmi nerozumne postavenú úlohu.

Naopak, na základe jej formulácie je prirodzené oèakávaż, ¿e vźetky hodnoty x_i budú

navzájom rôzne. V èo len trochu rozumnom prípade teda dostávame jednoznaène

urèené koe˛cienty a, b v tvare ( a b ) = ( A^T · A )_{−1} · A^T · y = 1 ∑ i<j (x_i − x_j )^2 ∑ x^2_i − ∑ x_i − ∑ x_i m · ∑ y_i ∑ x_iy_i

= 1 ∑ i<j (x_i − x_j )^2 ∑ x^2_i ∑ y_i − ∑ x_i ∑ x_iy_i m ∑ x_iy_i − ∑ x_i ∑ y_i

= 1 ∑ i<j (x_i − x_j )^2 ∑ i<j (x_i − x_j )(x_iy_j − x_j y_i) ∑ i<j (x_i − x_j )(y_i − y_j ) .

V krátkosti preskúmame aj duálnu situáciu. Ak má sústava A · x = b viac, t. j.

nekoneène mnoho rieźení (hovoríme tie¿, ¿e je podurèená), mô¿e nám veţkosż rieźe-

nia (v zmysle euklidovskej normy) poslú¿iż ako dodatoèné kritérium výberu toho

najvhodnejźieho (napr. najlacnejźieho) z nich. Hovoríme, ¿e x ∈ R^n je minimálne

rieźenie uvedenej sústavy, ak je jej rieźením a pre ka¿dé rieźenie y tejto sústavy platí ‖x‖ ≤ ‖y‖. Samozrejme, ak má sústava jediné rieźenie, tak je to zároveò aj minimálne rieźenie.

14.4.3 Tvrdenie. Nech A ∈ R^{m×n} , b ∈ R^m . Potom x ∈ R^n je minimálnym rieźením

sústavy A·x = b práve vtedy, keï má tvar x = A^T ·z, kde z ∈ R^m je rieźením sústavy A · A^T · z = b so źtvorcovou maticou A · A^T ∈ R^{m×m} a ţavou stranou b ∈ R^m .

Dôkaz. Pripomeòme si, ¿e mno¿ina rieźení R(A | b) sústavy A · x = b tvorí a˛nný

podpriestor v R^n a jeho zameraním je lineárny podpriestor R(A) vźetkých rieźení homogénnej sústavy A · x = 0. Podţa de˛nície vektor x ∈ R^n je minimálnym rieźením pôvodnej sústavy práve vtedy, keï body 0 a x tvoria prieèku a˛nných podpriestorov {0} a R(A | b), èo je podţa tvrdenia 14.2.2 (a) ekvivalentné s podmienkou x ∈ R(A)^⊥. Ak si uvedomíme, ¿e R(A) = R^⊥ pre lineárny podpriestor R = [ r_1(A)^T , . . . , r_m(A)^T ] v R^n generovaný ståpcami si(A^T ) = ri(A)^T matice A^T ,

a podţa dôsledku 14.1.4 (a) platí R(A)^⊥ = R^{⊥⊥} = R, vidíme, ¿e x musí byż tvaru

x = z_1r_1(A)^T + . . . + z_mr_m(A)^T = A^T · z

pre nejaké z ∈ R^m . Takýto vektor x je rieźením pôvodnej sústavy práve vtedy, keï A · A^T · z = b. Minimálne rieźenie x podurèenej sústavy A · x = b teda hţadáme tak, ¿e najprv nájdeme nejaké (ţubovoţné) rieźenie z sústavy A · A^T · z = b a polo¿íme x = A^T · z. V typickom prípade má pôvodná sústava menej rovníc ne¿ neznámych, èi¿e m < n a A je obdå¿niková matica, "źirźia ako vyźźia\. Potom je veţmi pravdepodobné, ¿e źtvorcová matica A · A^T rádu m (ako Gramova matica "malého\ poètu riadkových vektorov v (riadkovom) euklidovskom priestore "veţkej\ dimenzie) je regulárna, teda k nej existuje inverzná matica ( A · A^T )_{−1} . V tom prípade je tak z = ( A · A^T )_{−1} · b, ako aj minimálne rieźenie pôvodnej sústavy

x = A^T · z = A^T · ( A · A^T )_{−1} · b urèené jednoznaène. Samozrejme, ak m = n a u¿ samotná A je regulárna, dostávame A^T · ( A · A^T )_{−1} = A^{−1}

a x = A^{−1} · b je priamo jediným rieźením pôvodnej sústavy.

Oba prístupy mo¿no kombinovaż. Ak toti¿ sústava A · x = b nemá rieźenie, avźak má viac pseudorieźení, jej minimálne pseudorieźenie dostaneme v tvare x = A^T · A · z, kde z je rieźenie sústavy ( A^T · A )_2 · z = A^T · b. Detaily si premyslite samostatne.

Na záver eźte poznamenajme, ¿e pomocou podmienok tvrdení 14.4.1 a 14.4.3 mo¿no de˛novaż pojmy pseudorieźenia a minimálneho rieźenia sústav lineárnych rovníc nad ţubovoţným poţom. Operácia transponovania matice toti¿ nie je nijako viazaná na źtruktúru euklidovského priestoru. Vo vźeobecnom prípade vźak uvedené pojmy strácajú svoj názorný geometrický význam. Neskôr uvidíme, ¿e tento význam mo¿no zachovaż v prípade poţa komplexných èísel, ale toto zovźeobecnenie u¿ bude trochu menej priamoèiare, ne¿ sme naznaèili.

14.5. Geometria pravdepodobnosti

V tomto paragrafe si predvedieme, ako mo¿no základné pojmy teórie pravdepodobnosti formulovaż v jazyku skalárneho súèinu a euklidovských priestorov. Kvôli jednoduchosti sa obmedzíme len na koneèné pravdepodobnostné priestory. Bude to zároveò krátka a jednoduchá uká¿ka toho, èo sa zvykne nazývaż "vnútornou jednotou matematiky\, prejavujúcou sa mnohorakými súvislosżami a hlbokou spätosżou jej jednotlivých disciplín. V tomto konkrétnom prípade dodáva geometrická interpretácia teórii pravdepodobnosti nový názorný rozmer.

Pravdepodobnostný priestor bude pre nás koneèná mno¿ina X, vybavená funkciou p: X → R takou, ¿e (∀ x ∈ X)(p(x) ≥ 0) a ∑ x∈X p(x) = 1, nazývanou rozdelením pravdepodobnosti na X. Ako typický príklad si predstavte rovnomerné pravdepodobnostné rozdelenie p(x) = 1/n pre ka¿dé x ∈ X, kde n = # X. Podmno¿iny mno¿iny X nazývame javmi a jej prvky (ktoré stoto¿òujeme s jednoprvkovými podmno¿inami) elementárnymi javmi. Pravdepodobnosżou javu A ⊆ X rozumieme èíslo P (A) = ∑ x∈A p(x). Javy A ⊆ X také, ¿e P (A) = 0 nazývame nemo¿nými. Keï¿e nemo¿né javy sú u¿ zo svojej de˛nície tie, ktoré nemô¿u nastaż, lebo majú nulovú pravdepodobnosż, bez ujmy na vźeobecnosti mô¿eme prijaż zjednoduźujúci predpoklad, ¿e medzi prvkami mno¿iny X sa nevyskytujú nemo¿né javy, t. j. platí p(x) > 0 pre ka¿dé x ∈ X (v opaènom prípade mô¿eme nemo¿né elementárne javy z mno¿iny X jednoducho vylúèiż).^1 Inak povedané, A = ∅ je jediný nemo¿ný jav A ⊆ X.

Náhodnou premennou na pravdepodobnostnom priestore X rozumieme ţubovoţnú funkciu f : X → R. Mno¿ina R^X vźetkých náhodných premenných tvorí vektorový priestor nad poţom R (pozri odstavec 1.6.5). Zrejme dim R^X = # X. Vïaka náźmu predpokladu, podţa ktorého p(x) > 0 pre ka¿dé x ∈ X, je rovnosżou ⟨f, g⟩ = ∑ x∈X f(x)g(x)p(x),

kde f, g sú náhodné premenné, de˛novaný skalárny súèin na R^X . Priestor R^X vźetkých náhodných premenných je tak euklidovským priestorom. Mno¿ina C = { f ∈ R^X ; (∀ x, y ∈ X)(f(x) = f(y))^} vźetkých konźtantných náhodných premenných tvorí jednorozmerný lineárny podpriestor priestoru R^X . Keï¿e zobrazenie, ktoré reálnemu èíslu a priradí konźtantnú náhodnú premennú f ∈ R^n takú, ¿e f(x) = a pre ka¿dé x ∈ X, je lineárny izomor˛z-

mus R^∼= C, mô¿eme si dovoliż stoto¿niż toto èíslo s prísluźnou konźtantnou náhodnou

premennou.

1Treba poznamenaż, ¿e v nekoneènom pravdepodobnostnom priestore X by u¿ takýto predpoklad spôsobil znaènú ujmy na vźeobecnosti.

Nakoţko konźtantná náhodná premenná 1 tvorí zrejme ortonormálnu bázu podpriestoru C, lineárny operátor pr_C ortogonálnej projekcie na podpriestor C má tvar

E(f) = pr_C (f) = ⟨f, 1⟩ = ∑ x∈X f(x)p(x)

pre f ∈ R^X . Výraz E(f) nazývame strednou alebo aj oèakávanou hodnotou náhodnej premennej f (oznaèenie operátora E: R^X → R^X pochádza z anglického slova expectation).

Ortokoplementom podpriestoru C je podţa dôsledku 14.1.4 (d) lineárny podpriestor

N = C^⊥ = Ker E = {f ∈ R^X ; E(f) = 0},

tvorený vźetkými náhodnými premennými s nulovou strednou hodnotou. Potom náhodná premenná f − E(f) je kolmým priemetom f ∈ R^X do nadroviny N.

Disperziou alebo tie¿ rozptylom náhodnej premennej f ∈ R^X nazývame výraz D(f) = ‖f − E(f)‖^2. Zrejme platí √ D(f) = ‖f − E(f)‖ = dist(f, C).

To znamená, ¿e toto èíslo, nazývané stredná kvadratická odchýlka prípadne smerodajná odchýlka náhodnej premennej f, udáva akúsi strednú mieru nekonźtantnosti f, presnejźie, vzdialenosż f od jej oèakávanej hodnoty.

Nech f, g ∈ R^X sú náhodné premenné s nenulovými disperziami. Ich korelaèný koe˛cient de˛nujeme vzżahom

R(f, g) = cos ^(f − E(f), g − E(g)) = ⟨f − E(f), g − E(g)⟩ ‖f − E(f)‖ ‖g − E(g)‖ . To znamená, ¿e arccos R(f, g) je uhol, ktorý zvierajú kolmé priemety náhodných premenných f, g do podpriestoru N náhodných prememenných s nulovou strednou hodnotou. ľpeciálne pre f, g ∈ N je

R(f, g) = cos ^(f, g) = ⟨f, g⟩ ‖f‖ ‖g‖ . Niekoţko doplòujúcich informácií o "geometrii pravdepodobnosti\ mô¿e èitateţ nájsż v cvièeniach.