5. BÁZA A DIMENZIA

V tejto kapitole sa oboznámime s pojmom bázy vektorového priestoru, èo nám v niektorých vektorových priestoroch umo¿ní zaviesż súradnice. Ïalej budeme de˛novaż dimenziu vektorového priestoru a odvodíme si niektoré jej základné vlastnosti. V nasledujúcej kapitole si potom okrem iného doká¿eme, ¿e dimenzia je základný źtruktúrny invariant tzv. koneènorozmerných vektorových priestorov.

I v tejto kapitole V oznaèuje nejaký vektorový priestor nad pevným poţom K.

5.1. Steinitzova veta a koneènorozmerné priestory

Zaèneme jedným technickým výsledkom kţúèového významu.

5.1.1. Steinitzova veta. Nech u_1, . . . , u_n, v_1, . . . , v_m ∈ V . Ak vektory u_1, . . . , u_n sú lineárne nezávislé a vźetky patria do lineárneho obalu [v_1, . . . , v_m], tak n ≤ m.

Dôkaz. Keï¿e u_j ∈ [v_1, . . . , v_m] pre ka¿dé j ≤ n, existujú c_j = (c_{1j}, . . . , c_{mj})^T ∈ K^m také, ¿e u_j = c_{1j} v_1 + . . . + c_{mj} v_m = (v_1, . . . , v_m) · c_j .

Inak povedané (u_1, . . . , u_n) = (v_1, . . . , v_m) · C, kde C = (c_{ij} )_{m×n} je matica so ståpcami c_1, . . . , c_n.

Predpokladajme, ¿e m < n. Potom podţa tvrdenia 3.3.6 má homogénna sústava C · x = 0 aspoò jedno rieźenie x = (x_1, . . . , x_n)^T ≠ 0. Jednoduchým výpoètom dostávame

x_1u_1 + . . . + x_nu_n = (u_1, . . . , u_n) · x = (v_1, . . . , v_m) · C · x = (v_1, . . . , v_m) · 0 = 0,

èo je v spore s lineárnou nezávislosżou vektorov u_1, . . . , u_n.

5.1.2 Tvrdenie. Pre ţubovoţný vektorový priestor V nasledujúce podmienky sú ekvivalentné:

(i) existuje koneèná mno¿ina X ⊆ V taká, ¿e [X] = V ; (ii) ka¿dá lineárne nezávislá mno¿ina Y ⊆ V je koneèná.

Dôkaz. (i) ⇒ (ii): Nech X ⊆ V je koneèná mno¿ina, ktorá generuje V . Podţa Steinitzovej vety pre ţubovoţné lineárne nezávislé vektory u_1, . . . , u_n platí n ≤ # X, teda ka¿dá lineárne nezávislá mno¿ina Y ⊆ V je koneèná.

(ii) ⇒ (i): Budeme dokazovaż logicky ekivalentnú implikáciu ¬ (i) ⇒ ¬ (ii). Predpokladajme, ¿e ¿iadna koneèná podmno¿ina priestoru V negeneruje V . Potom vo V mô¿eme zostrojiż postupnosż vektorov (y_n)^∞_{n=0} takú, ¿e y_0 ≠ 0 a pre ka¿dé n > 0 platí y_n /∈ [y_0, . . . , y_{n−1}]. Podţa tvrdenia 4.4.1 je ka¿dý poèiatoèný úsek (y_0, . . . , y_n) tejto postupnosti lineárne nezávislý, tak¿e celá postupnosż je lineárne nezávislá podţa 1

tvrdenia 4.6.1. Teda vo V existuje nekoneèná lineárne nezávislá mno¿ina (napr. Y = {y_n; n ∈ N}). Hovoríme, ¿e vektorový priestor V je koneènorozmerný, ak spåòa niektorú (teda nevyhnutne obe) z ekvivalentných podmienok (i), (ii) práve dokázaného tvrdenia. V opaènom prípade hovoríme, ¿e V je nekoneènorozmerný vektorový priestor.

5.2. Báza a dimenzia koneènorozmerného priestoru

Nech V je koneènorozmerný vektorový priestor. Bázou priestoru V nazývame ka¿dú lineárne nezávislú usporiadnú n-ticu (u_1, . . . , u_n) vektorov z V , ktorá generuje celý priestor V . Struène tie¿ hovoríme, ¿e vektory u_1, . . . , u_n tvoria bázu priestoru V .

Nasledujúce tvrdenie je priamym dôsledkom vety 4.4.4.

5.2.1. Tvrdenie. Nech V je koneènorozmerný vektorový priestor. Potom (a) ţubovoţnú lineárne nezávislú usporiadanú k-ticu (u_1, . . . , u_k) vektorov z V mo¿- no doplniż do nejakej bázy (u_1, . . . , u_k, . . . , u_n) priestoru V ;

(b) z ţubovoţnej generujúcej usporiadanej m-tice (v_1, . . . , v_m) vektorov z V mo¿no vybraż nejakú bázu (v_{i1} , . . . , v_in) priestoru V .

5.2.2. Veta. Nech V je koneènorozmerný vektorový priestor. Potom (a) V má aspoò jednu bázu;

(b) ţubovoţné dve bázy priestoru V majú rovnaký poèet prvkov.

Dôkaz. (a) je bezprostredným dôsledkom predchádzajúceho tvrdenia, ktoré nám dokonca dáva dva varianty dôkazu: jeden doplnením prázdnej mno¿iny (ktorá je lineárne nezávislá) na bázu vo V , druhý výberom bázy z nejakej generujúcej mno¿iny vo V .

(b) je zasa bezprostredným dôsledkom Steinitzovej vety. Ak sú toti¿ (u_1, . . . , u_n), (v_1, . . . , v_m) dve bázy vo V , tak, keï¿e (u_1, . . . , u_n) je lineárne nezávislá a (v_1, . . . , v_m) generuje celý priestor V , musí platiż n ≤ m. Nakoţko vźak i (v_1, . . . , v_m) je lineárne nezávislá a (u_1, . . . , u_n) generuje celé V , platí tie¿ m ≤ n. Teda m = n.

Práve dokázaná veta nám umo¿òuje korektne de˛novaż dimenziu alebo tie¿ rozmer koneènorozmerného vektorového priestoru V ako poèet prvkov jeho ţubovoţnej bázy. Dimenziu vektorového priestoru V znaèíme dim V . Ak dim V = n, hovoríme, ¿e V je n-rozmerný vektorový priestor. Ak V je nekoneènorozmerný priestor, kladieme dim V = ∞. V prípade, ¿e bude potrebné zdôrazniż úlohu poţa K, budeme pou¿ívaż podrobnejźie oznaèenie dim_K V .

Teda V je koneènorozmerný práve vtedy, keï dim V < ∞. Dôkaz nasledujúceho tvrdenia prenechávame ako cvièenie èitateţovi.

5.2.3. Tvrdenie. Nech dim V = n, v_1, . . . , v_m ∈ V . Potom ţubovoţné dve z nasledujúcich podmienok implikujú tretiu:

(i) vektory v_1, . . . , v_m sú lineárne nezávislé; (ii) [v_1, . . . , v_m] = V ; (iii) m = n.

To okrem iného znamená, ¿e na overenie, èi n vektorov v_1, . . . , v_n tvorí bázu nrozmerného vektorového priestoru V , staèí overiż len jednu (a to ţubovoţnú) z podmienok (i), (ii).

5.3. Súradnice vektora vzhţadom na danú bázu

Nasledujúca veta je źpeciálnym prípadom vety 4.4.2.

5.3.1. Veta. Vektory u_1, . . . , u_n tvoria bázu vektorového priestoru V práve vtedy, keï ka¿dý vektor x ∈ V mo¿no jednoznaène vyjadriż v tvare lineárnej kombinácie x = c_1u_1 + . . . + c_nu_n.

Uvedomme si, ¿e existencia aspoò jedného vyjadrenia x = c_1u_1 + . . . + c_nu_n je ekvivalentná s podmienkou, ¿e vektory u_1, . . . , u_n generujú V . Jednoznaènosż tohto vyjadrenia je zasa ekvivalentná s lineárnou nezávislosżou vektorov u_1, . . . , u_n.

Teda α = (u_1, . . . , u_n) je bázou V vtedy a len vtedy, keï pre ka¿dé x ∈ V existuje práve jedno c = (c_1, . . . , c_n)^T ∈ K^n také, ¿e

x = c_1u_1 + . . . + c_nu_n = α · c.

Tento jednoznaène urèený ståpcový vektor c ∈ K^n budeme nazývaż súradnice vektora x vzhţadom na bázu α a oznaèovaż

c = (x)_α.

Teda ka¿dá báza α v n-rozmernom vektorovom priestore V de˛nuje súradnicové zobrazenie x → (x)α z V do ståpcového vektorového priestoru K^n.

Jednoduchý dôkaz nasledujúceho tvrdenia prenechávame ako cvièenie èitateţovi.

5.3.2. Tvrdenie. Nech α = (u_1, . . . , u_n) je báza koneènorozmerného vektorového priestoru V . Potom prísluźné súradnicové zobrazenie V → K^n je bijektívne a zachováva lineárne kombinácie, t. j. pre ţubovoţné a, b ∈ K, x, y ∈ V platí

(ax + by)_α = a(x)_α + b(y)_α.

K nemu inverzné zobrazenie K^n → V je dané predpisom c → α · c.

V oznaèení posledného tvrdenia teda pre ţubovoţné x ∈ V , c ∈ K^n platí x = α · (x)_α, (α · c)_α = c. Prvá rovnosż ukazuje, ako mo¿no vektor x zrekonźtruovaż z danej bázy α a jeho súradníc (x)_α v tejto báze; druhá zachytáva zrejmý fakt, ¿e súradnice lineárnej kombinácie ∑_n i=1 c_iu_i v báze u_1, . . . , u_n tvorí vektor (c_1, . . . , c_n)^T .

Práve zavedené súradnice by sme mohli podrobnejźie nazvaż ståpcovými súradnicami vzhţadom na danú bázu. Podobným spôsobom mo¿no zaviesż i riadkové súradnice a dokázaż pre ne analogické tvrdenia ako pre ståpcové. V takom prípade je samozrejme vhodnejźie zapisovaż prísluźnú bázu ako ståpcový vektor α = (u_1, . . . , u_n)^T a v prípade riadkového priestoru V = K^n ju stoto¿niż s maticou s riadkami u_1, . . . , u_n. Podrobnosti prenechávame na doplnenie èitateţovi.

5.3.3. Príklad. Oznaème e^{(n)}_i = s_i(I_n) ∈ K^n ståpcový vektor pozostávajúci zo samých núl, okrem i-tej zlo¿ky, ktorá je 1. Potom ε^{(n)} = ( e^{(n)}_1 , . . . , e^{(n)}n ) je báza ståpcového vektorového priestoru K^n. Nazývame ju kanonickou bázou tohto priestoru.

Túto bázu mo¿no zrejmým spôsobom stoto¿niż s jednotkovou maticou I_n. Pokiaţ nebude hroziż nedorozumenie, budeme horný index (n) vynechávaż a prísluźnú bázu oznaèovaż struène ε = (e_1, . . . , e_n). Pre ţubovoţný vektor x = (x_1, . . . , x_n)^T ∈ K^n platí x = x_1e_1 + . . . + x_ne_n,

preto (x)_ε = x, t. j. ka¿dý vektor x ∈ K^n splýva so svojimi vlastnými súradnicami v kanonickej báze.

Kanonická báza riadkového vektorového priestoru K^n je tvorená riadkami jednotkovej matice I_n a znaèíme ju rovnako ako v predchádzajúcom prípade ε^{(n)} = ( e^{(n)}_1 , . . . , e^{(n)}n )_T alebo struène ε = (e_1, . . . , e_n)^T , len s tým rozdielom, ¿e ε^{(n)} = ε je teraz ståpec vektorov a ka¿dé e_i je riadok pozostávajúci zo samých núl, okrem i-teho mesta, ktoré je 1.

V predoźlom príklade je, okrem iného, zahrnutý aj dôkaz nasledujúceho oèakávaného výsledku.

5.3.4. Veta. Pre ţubovoţné n ∈ N platí dim K^n = n.

5.3.5. Príklad. Ståpce matice

1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0

tvoria bázu α (ståpcového) vektorového priestoru K^4 (presvedète sa o tom s vyu¿itím tvrdenia 5.2.3 a vety 5.3.4). Súradnice vektora x = (x_1, x_2, x_3, x_4)^T ∈ K^n v báze α sú dané vzżahom (x)_α = (x_4, x_3 − x_4, x_2 − x_3, x_1 − x_2)^T .

Platí toti¿

x_1 x_2 x_3 x_4 = x4 1 1 1 1 + (x3 − x4) 1 1 1 0 + (x2 − x3) 1 1 0 0 + (x1 − x2) 1 0 0 0 .

Overte.

5.3.6. Príklad. Oznaème ξ^{(n)} = (1, x, . . . , x^n) usporiadanú (n + 1)-ticu prvých n + 1 mocnín premennej x. ěahko nahliadneme, ¿e ξ^{(n)} je báza vektorového priestoru K^{(n)}[x] vźetkých polynómov stupòa ≤ n v premennej x nad poţom K. Súradnice polynómu f(x) = ∑_n i=0 a_ix^i v tejto báze tvorí vektor

(f)_ξ(n) = (a_0, a_1, . . . , a_n)^T ∈ K^{n+1}.

Teda dim K^{(n)}[x] = n + 1. Na druhej strane vektorový priestor K[x] vźetkých polynómov v premennej x nad poţom K zrejme nie je koneènorozmerný, teda dim K[x] = ∞.

5.3.7. Príklad. Nech m, n ∈ N. Pre ţubovoţné 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ n oznaème E^{(m,n)} kl = E_{kl} = (δ_{ik}δ_{jl})_{m×n} maticu typu m × n nad poţom K, pozostávajúcu zo samých núl, okrem miesta (k, l), na ktorom je 1. Zrejme ka¿dú maticu A = (a_{kl}) ∈ K^{m×n} mo¿no jednoznaène vyjadriż v tvare A = m∑ k=1 n∑ l=1 a_{kl}E_{kl},

z èoho vyplýva, ¿e matice E^{(m,n)}_{kl} , 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ n, tvoria bázu vektorového priestoru K^{m×n} vźetkých matíc typu m × n nad poţom K. Jej źpeciálnym prípadom je kanonická báza ε^{(n)} v priestore K^n. Dostávame tak ïalźí oèakávaný vzżah: dim K^{m×n} = mn. 5.3.8. Príklad. Pole C vźetkých komplexných èísel je rozźírením poţa R vźetkých reálnych èísel. Teda C mo¿no pova¿ovaż za vektorový priestor nad poţom R (pozri príklad 1.6.1). Ka¿dé komplexné èíslo z mo¿no jednoznaène vyjadriż v tvare

z = a + bi = a1 + bi,

kde a = Re z, b = Im z sú reálne èísla, nazývané reálna resp. imaginárna èasż komplexného èísla z, a i je imaginárna jednotka. To znamená, ¿e komplexné èísla (t. j. vektory) 1, i tvoria bázu vektorového priestoru C nad poţom R. Súradnicové zobrazenie vzhţadom na túto bázu je dané vzżahom

(z)_{(1,i)} = ( Re z Im z ) = (_1

2 (z + —z) 1 2i (z − —z) ) , kde —z = a − bi je èíslo komplexne zdru¿ené k èíslu z = a + bi. Teda dim_R C = 2. Na druhej strane ka¿dé pole K, uva¿ované ako vektorový priestor nad sebou samým má dimenziu 1, t. j. dim_K K = 1. ľpeciálne dim_R R = 1 aj dim_C C = 1.

5.4. Dimenzia súètu a súèinu vektorových priestorov

V tomto paragrafe preskúmame niektoré základné vlastnosti dimenzie, uva¿ovanej ako zobrazenie de˛nované na vźetkých vektorových priestoroch nad pevným poţom K. Na zaèiatok si uvedomme, ¿e ţubovoţný lineárny podpriestor S vektorového priestoru V je i sám vektorovým priestorom nad tým istým poţom, teda pojmy ako báza podpriestoru S a dimenzia podpriestoru S majú dobre de˛novaný význam. Zrejme ka¿dý podpriestor koneènorozmerného vektorového priestoru je i sám koneènorozmerný.

5.4.1. Veta. Nech S, T ⊆ V sú koneènorozmerné lineárne podpriestory vektorového priestoru V . Potom

dim(S + T ) = dim S + dim T − dim(S ∩ T ).

Dôkaz. Oznaème dim S = m, dim T = n, dim(S ∩ T ) = k. Nech u_1, . . . , u_k je báza podpriestoru S ∩ T . Doplòme túto bázu do bázy u_1, . . . , u_k, v_1, . . . , v_{m−k} podpriestoru S, a taktie¿ do bázy u_1, . . . , u_k, w_1, . . . , w_{n−k} podpriestoru T . Doká¿eme, ¿e vektory u_1, . . . , u_k, v_1, . . . , v_{m−k}, w_1, . . . , w_{n−k} tvoria bázu podpriestoru S + T . Tým budeme hotoví, lebo potom naozaj platí

dim(S + T ) = k + (m − k) + (n − k) = m + n − k = dim S + dim T − dim(S ∩ T ).

Keï¿e vektory u_1, . . . , u_k, v_1, . . . , v_{m−k}, w_1, . . . , w_{n−k} zrejme generujú podpriestor S + T (premyslite si detaily), zostáva dokázaż, ¿e sú tie¿ lineárne nezávislé. Nech a_1, . . . , a_k, b_1, . . . , b_{m−k}, c_1, . . . , c_{n−k} sú skaláry také, ¿e

a_1u_1 + . . . + a_ku_k + b_1v_1 + . . . b_{m−k}v_{m−k} + c_1w_1 + . . . + c_{n−k}w_{m−k} = 0.

Potom

a_1u_1 + . . . + a_ku_k + b_1v_1 + . . . b_{m−k}v_{m−k} = −(c_1w_1 + . . . + c_{n−k}w_{m−k}),

prièom vektor na ţavej strane patrí do S a vektor na pravej do T . Túto spoloènú hodnotu z ∈ S ∩ T mo¿no vyjadriż ako lineárnu kombináciu len vektorov u_1, . . . , u_k. Z jednoznaènosti vyjadrenia z v báze u_1, . . . , u_k, v_1, . . . , v_{m−k} podpriestoru S tak dostávame b_1 = . . . = b_{m−k} = 0. Preto

a_1u_1 + . . . + a_ku_k + c_1w_1 + . . . c_{m−k}w_{n−k} = 0.

Z lineárnej nezávislosti bázy u_1, . . . , u_k, w_1, . . . , w_{n−k} podpriestoru T potom vyplýva a_1 = . . . = a_k = 0, c_1 = . . . = c_{n−k} = 0. Teda u_1, . . . , u_k, v_1, . . . , v_{m−k}, w_1, . . . , w_{n−k} sú lineárne nezávislé vektory.

5.4.2. Dôsledok. Nech S, T sú lineárne podpriestory vektorového priestoru V . Potom S ∩ T = {0}, t. j. súèet S + T je direktný, práve vtedy, keï

dim(S + T ) = dim S + dim T.

Práve dokázané vzżahy pre dimenzie koneènorozmerných podpriestorov nejakého vektorového priestoru nápadne pripomínajú vzżah

# (X ∪ Y ) = # X + # Y − # (X ∩ Y )

pre poèty prvkov koneèných mno¿ín z paragrafu 0.2, ktorý sa v prípade disjunktných mno¿ín redukuje na rovnosż

# (X ∪ Y ) = # X + # Y.

To znamená, ¿e koneènorozmerné vektorové priestory (hoci v typickom prípade priestorov nenulovej dimenzie nad nekoneèným poţom ide o nekoneèné mno¿iny) sa správajú do znaènej miery podobne ako koneèné mno¿iny. Dimenzia dim V koneènorozmerného priestoru V je tak akousi mierou jeho "veţkosti\, podobne ako poèet prvkov # X je mierou veţkosti koneènej mno¿iny X. Direktný (priamy) súèet lineárnych podpriestorov je tak analógiou zjednotenia disjunktných mno¿ín.

Na rozdiel od multiplikatívneho charakteru poètu prvkov karteziánskeho súèinu koneèných mno¿ín, ktorý je daný formulou

# (X × Y ) = # X · # Y,

sa vźak dimenzia priameho súèinu koneènorozmerných vektorových priestorov (pozri príklad 1.6.4) správa aditívne, t. j. do znaènej miery podobne ako logaritmus.

5.4.3. Tvrdenie. Nech V , W sú koneènorozmerné vektorové priestory nad poţom K. Potom pre dimenziu ich priameho súèinu platí

dim(V × W ) = dim V + dim W.

Dôkaz. Nech v_1, . . . , v_m je báza priestoru V a w_1, . . . , w_n je báza priestoru W . Staèí overiż, ¿e vektory (v_1, 0), . . . , (v_m, 0), (0, w_1), . . . , (0, w_n) tvoria bázu priameho súèinu V × W . Podrobnosti prenechávame èitateţovi.

V dôsledku toho pre koneènorozmerné priestory V_1, . . . , V_k nad poţom K platí

dim(V_1 × . . . × V_k) = dim V_1 + . . . + dim V_k,

a pre k-tu priamu mocninu V^k priestoru V máme

dim V^k = k dim V.

Poznámka. Ak obvyklým spôsobom rozźírime aritmetiku prirodzených èísel aj na symbol ∞, t. j. polo¿íme n + ∞ = ∞ + n = ∞ + ∞ = ∞ pre n ∈ N, 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0 a n · ∞ = ∞ · n = ∞ · ∞ = ∞ pre n > 0, ţahko nahliadneme, ¿e vzżahy dokázané v tomto paragrafe zostávajú v platnosti aj pre nekoneènorozmerné priestory.

5.5. Usporiadané a neusporiadané bázy

Ak (u_1, . . . , u_n) je báza vektorovévo priestoru V , tak (u_{σ(1)}, . . . , u_{σ(n)}) je tie¿ báza V pre ţubovoţnú premutáciou σ mno¿iny {1, . . . , n}. Inak povedané, vlastnosż "byż bázou vektorového priestoru\ nezávisí od poradia vektorov v báze { nie je to ani tak vlastnosż prísluźnej usporiadanej n-tice (u_1, . . . , u_n) ako skôr mno¿iny {u_1, . . . , u_n}. Na druhej strane je rozumné pova¿ovaż bázy (u_1, . . . , u_n) a (u_{σ(1)}, . . . , u_{σ(n)}), kde σ je neidentická permutácia, za rôzne. Prislúchajú im toti¿ rôzne súradnicové zobrazenia. Napr. ε = (e_1, e_2, e_3), η = (e_2, e_3, e_1) sú bázy ståpcového priestoru K^3, líźiace sa len poradím svojich vektorov. Pre súradnice ţubovoţného vektora x = (x_1, x_2, x_3)^T ∈ K^3 v týchto bázach vźak platí:

(x)_ε = x_1 x_2 x_3 , (x)_η = x_2 x_3 x_1 .

Teda (x)_ε ≠ (x)_η, okrem prípadu, keï x_1 = x_2 = x_3.

Doteraz źtudované bázy by sme vlastne mali presnejźie nazývaż koneènými usporiadanými bázami. To naznaèuje mo¿nosti uva¿ovaż jednak o nekoneèných, jednak o " neusporiadaných\ bázach. Keï¿e v centre náźho záujmu naïalej zostávajú iba koneènorozmerné priestory, oboch týchto otázok sa len letmo dotkneme.

Hovoríme, ¿e nekoneèná postupnosż (u_k)^∞_{k=0} = (u_0, u_1, u_2, . . . , u_k, . . . ) je báza, presnejźie usporiadaná báza vektorového priestoru V , ak je lineárne nezávislá a generuje celý priestor V .

Treba zdôrazniż, ¿e podmienka generovania priestoru V hovorí, ¿e ka¿dý vektor x ∈ V mo¿no vyjadriż ako koneènú lineárnu kombináciu x = ∑_n k=0 c_ku_k, kde n ∈ N a c_0, . . . , c_n ∈ K, prvkov prísluźnej bázy. " Nekoneèné lineárne kombinácie\ tvaru ∑_∞ k=0 c_ku_k sme zatiaţ nede˛novali a len samotná algebraická źtruktúra vektorého priestoru nám to vo vźeobecnosti ani neumo¿òuje.

Nasledujúce tvrdenie, ktorého dôkaz neuvádzame, je obdobou tvrdenia 5.3.1.

5.5.1. Tvrdenie. Postupnosż vektorov (u_k)^∞_{k=0} je bázou vektorového priestoru V práve vtedy, keï ka¿dý vektor x ∈ V mo¿no jednoznaène a¿ na nulové èleny vyjadriż v tvare lineárnej kombinácie

x = c_0u_0 + c_1u_1 + . . . + c_nu_n,

kde n ∈ N a c_0, c_1, . . . , c_n ∈ K.

Uvedomme si podstatnosż vsuvky " a¿ na nulové èleny\. Vzhţadom na premennú hodnotu n då¿ky prísluźnej lineárnej kombinácie mo¿no napr. vektor u_0 − u_1 ∈ V písaż aj v tvare u_0 − u_1 + 0u_2 + 0u_3 a pod.

Na druhej strane, pri danej báze α = (u_k)^∞_{k=0} priestoru V ka¿dý vektor x ∈ V jednoznaène urèuje postupnosż skalárov (c_k)^∞_{k=0} ∈ K^N takú, ¿e c_k = 0 pre vźetky k a¿ na koneèný poèet, t. j. (c_k)^∞_{k=0} ∈ K^{(N)} (pozri príklad 4.1.3 (a)), a platí x = ∞∑ k=0 c_ku_k.

Vźimnite si, ¿e takéto lineárne kombinácie obsahujú len koneène mnoho nenulových sèítancov, tak¿e s ich de˛níciou nie je ¿iaden problém. Uvedenú postupnosż (c_k)^∞_{k=0} potom nazývame súradnicami vektora x vzhţadom na bázu α a oznaèujeme ju (x)_α. (Vzhţadom na to, ¿e nemienime ïalej rozvíjaż prísluźnú teóriu pre nekoneènorozmerné priestory, nemá zmysel bli¿źie źpeci˛kovaż, èi tým mienime "riadkovú\ alebo "ståpcovú\ postupnosż (c_k)^∞_{k=0}.)

5.5.2. Príklad. Postupnosż ξ = (x^n)^∞_{n=0} = (1, x, x^2, . . . , x^n, . . . ) vźetkých mocnín premennej x je bázou priestoru K[x] vźetkých polynómov v premennej x nad poţom K. (Presvedète sa o tom.) Súradnicami polynómu

f(x) = a_0 + a_1x + . . . + a_nx^n = n∑ i=0 a_ix^i ∈ K[x]

v tejto báze je postupnosż

(f)_ξ = (a_0, a_1, . . . , a_n, 0, 0, . . . ) ∈ K^{(N)}.

Podmno¿inu X vektorového priestoru V nazývame bázou, presnejźie neusporiadanou bázou priestoru V , ak X je lineárne nezávislá a [X] = V . Pou¿íva sa tie¿ názov Hamelova báza.

Aj v prípade Hamelových báz platí obdoba tvrdení 5.3.1 a 5.5.1, èo umo¿òuje zaviesż na priestore V s takouto bázou súradnicové zobrazenie V → K^{(X)} (pripomíname, ¿e K^{(X)} oznaèuje vektorový priestor vźetkých zobrazení f : X → K takých, ¿e f(x) = 0 pre vźetky x ∈ X a¿ na koneèný poèet { pozri príklad 4.1.3). Súradnicami vektora v ∈ V vzhţadom na bázu X nazývame jednoznaène urèené zobrazenie f ∈ K^{(X)}, pre ktoré platí v = ∑ x∈X f(x)x.

(Vzhţadom na koneèný poèet nenulových sèítancov je uvedená lineárna kombinácia dobre de˛novaná.) I tieto súradnice oznaèujeme obvyklým spôsobom (v)_X = f.

Zostáva otázka, èi aj ka¿dý nekoneènorozmerný vektorový priestor má bázu, podobne ako koneènorozmerné priestory resp. nekoneènorozmerné priestory polynómov K[x]. Inak povedané, radi by sme vedież, èi vôbec ka¿dý vektorový priestor má bázu. Na základe základných axióm teórie mno¿ín nemo¿no na túto otázku odpovedaż. A¿ prijatie tzv. axiómy výberu, postulujúcej platnosż istého princípu platného pre koneèné mno¿iny aj pre nekoneèné mno¿iny, nám umo¿òuje daż na uvedenú otázku kladnú odpoveï. Teda za predpokladu axiómy výberu má ka¿dý vektorový priestor nad ţubovoţným poţom Hamelovu bázu. Na druhej strane pre väèźinu nekoneènorozmerných priestorov nám toto tvrdenie zaruèuje skutoène len existenciu takejto bázy a niè viac. Nedáva nám nijakú konkrétnu bázu ani návod ako ju zostrojiż.

K príkladom vektorových priestorov, v ktorých nevieme nijako rozumne popísaż Hamelovu bázu, hoci jej existenciu máme zaruèenú, patria priestory K^X , kde X je nekoneèná mno¿ina, priestor C⟨a, b⟩ vźetkých spojitých funkcií z netriviálneho uzavretého interalu ⟨a, b⟩ do mno¿iny R, no taktie¿ polia R èi C uva¿ované ako vektorové priestory nad poţom Q. Nie je to vźak a¿ taká chyba, lebo v mnohých nekoneènorozmerných priestoroch źtudovaných vo funkcionálnej analýze sú u¿itoènejźie iné typy

"báz\, umo¿òujúce vyjadrovaż vektory z priestoru napr. v tvare istých "nekoneèných lineárnych kombinácií\ ∑_∞ n=0 c_nx_n prvkov "bázy\.

∗5.6. Fyzika v n-rozmernom priestore

Na záver kapitoly si dovolíme jedno odboèenie od hlavnej témy. Keï sa u¿ toţko bavíme o dimenzii, mô¿eme spolu trochu porozmýźţaż, ako sa trojrozmernosż " náźho\ priestoru prejavuje v matematickej podobe niektorých fyzikálnych zákonov. Na základe toho sa pokúsime o extrapoláciu týchto zákonov za hranice trojrozmerného priestoru. Inak povedané, podnikneme spolu metafyzikálny (nie metafyzický) myźlienkový experiment, v ktorom sa pokúsime trochu poźpekulovaż nad otázkou, ako by asi mohla vyzeraż " fyzika v n-rozmernom priestore\. Samozrejme, nie je jasné, èi by pre n ≠ 3 v n-rozmernom priestore mohli existovaż vôbec nejakí "fyzici\, t. j. èi by tú " fyziku\ mal kto pestovaż. Touto otázkou sa vźak zaoberaż nebudeme, hoci naźe úvahy nám aj na òu naznaèia istú odpoveï. Ale nebudeme predbiehaż.

Ak sa len trochu hlbźie zamyslíme nad charakterom priestoru, do ktorého sme nevdojak vrhnutí, uvedomíme si, ¿e je plný záhad. Je koneèný (ohranièený) alebo nekoneèný (neohranièený)? Je diskrétny (pozostávajúci z akýchsi najmenźích, ïalej u¿ nedeliteţných èastí) alebo spojitý (súvislý a donekoneèna deliteţný)? Keï¿e skúsenosż nám na tieto otázky nedáva jednoznaènú odpoveï, ˛lozo˛ sa oddávna pokúźali zodpovedaż ich na základe źpekulatívnych úvah. Aktuálne nekoneèno, èi u¿ smerom do diaţky (t. j. smerom k èoraz väèźím rozmerom) alebo smerom do håbky (t. j. smerom k èoraz menźím rozmerom) sa vźak vymyká naźim predstavám. Rovnako problematická je vźak predstava ohranièeného priestoru ako i predstava akejsi najmenźej, ïalej u¿ nedeliteţnej priestorovej oblasti. Priestor si toti¿ nepredstavujeme ako súcno, t. j. ako " nieèo\, ale ako prázdnu formu, naplnenú súcnami. Za hranicou, ohranièujúcou " celý priestor\, by u¿ nemohlo byż absolútne niè, èo si vźak nedoká¿eme predstaviż inak, ako prázdny priestor. Podobne, akákoţvek malá priestorová oblasż, je aspoò myźlienkovo (hoc nie nutne fyzikálne) ïalej deliteţná na menźie èasti.

Moderná fyzika sa s podobnými otázkami nevysporadúva nijakou de˛nitívnou odpoveïou. Namiesto toho konźtruuje rôzne matematické modely a na ich základe získava predpovede, ktoré mo¿no porovnaż s výsledkami experimentov. Tým sa tieto modely èiastoène potvrdzujú alebo falzi˛kujú. Navyźe hypotéza zakriveného priestoru oddeţuje otázky (ne)koneènosti a (ne)ohranièenosti. Zakrivený priestor mô¿e byż (sám v sebe) neohranièený a pritom maż koneèný objem. Ale tak, ako zakrivená guţová plocha poukazuje na existenciu trojrozmerného (nezakriveného) priestoru, zakrivený koneène veţký trojrozmerný priestor vyvoláva otázku existencie nejakého viacrozmerného, neohranièeného a nezakriveného priestoru.

My sa vźak na tomto mieste nemienime zaoberaż otázkou koneènosti èi nekoneènosti priestoru, èi u¿ smerom k èoraz väèźím alebo èoraz menźím vzdialenostiam. Svoju pozornosż upriamime na omnoho tvrdźiu hranicu priestoru, ktorú predstavuje jeho trojrozmernosż. Na túto hranicu narazíme, keï sa pokúsime uskutoèniż źtyri rôzne, navzájom kolmé úseèky, vychádzajúce z jedného bodu. Priestor nám také nieèo nedovolí. Pritom existencia takýchto úseèiek nevedie nevyhnutne k sporu, ich uskutoèneniu nebránia nijaké logické zákony, ale len a len priestor. Aby sme si uvedomili rozdiel medzi priestorovou nepredstaviteţnosżou a logickou nemo¿nosżou, pokúsme sa vmyslież do postavenia akýchsi plochých bytostí, obývajúcich dvojrozmerný priestor, t. j. rovinu. V rovine mo¿no uskutoèniż len dve rôzne navzájom kolmé úseèky vychádzajúce z daného bodu. Naźi "dvojrozmerní ţudkovia\ by si zrejme nevedeli predstaviż tri takéto úseèky, èo pre nás nepredstavuje nijaký problém. Podobne nejaké bytosti, obývajúce n-rozmerný priestor, kde n ≥ 3, by si asi vedeli predstaviż n navzájom kolmých úseèiek. Teda ich existencia je logicky mo¿ná.

Vráżme sa vźak k pôvodnej otázke: ako sa prejavuje trojrozmernosż náźho priestoru v matematickej podobe niektorých fyzikálnych zákonov a akú "fyziku\ by asi objavili

"fyzici\ v n-rozmernom priestore.

Samozrejme, nebudeme sa zaoberaż uvedenými otázkami v celej ich źírke, len sa pokúsime ilustrovaż naznaèenú problematiku na príklade Newtonovho gravitaèného zákona. Úplne analogicky by sme mohli postupovaż i v prípade Coulombovho zákona pre elektrostatickú silu.

Podţa Newtonovho gravitaèného zákona centrálne symetrické teleso o hmotnosti M vytvára okolo seba centrálne symetrické gravitaèné pole, ktoré na hmotný bod o hmotnosti m vo vzdialenosti r od stredu telesa pôsobí silou

F = – mMr_2 ,

kde – je gravitaèná konźtanta, ktorej hodnotu mo¿no stanoviż experimentálne. Gra-

vitaèná hmotnosż je priamo de˛novaná ako miera gravitaèného úèinku telesa, èo vyjadruje priama úmernosż uvedenej sily hmotnostiam oboch telies. Z centrálnej symetrie gravitaèného poţa, ktorá je dôsledkom izotropie (homogenity) priestoru, vyplýva, ¿e uvedená sila závisí len od vzájomnej vzdialenosti oboch telies a nie od ïalźích parametrov ich vzájomnej polohy, napr. od smeru. Navyźe je rozumné predpokladaż, ¿e gravitaèná sila bude slabnúż so vzdialenosżou r. Na prvý pohţad vźak nie je jasné, preèo by mala slabnúż akurát nepriamo úmerne jej druhej mocnine. Uká¿eme si, ¿e práve to je dôsledkom trojrozmernosti priestoru. Rovnako oprávnene vźak mo¿no tvrdiż, ¿e trojrozmernosż priestoru je dôsledkom prísluźnej podoby v òom platného gravitaèného zákona.

Gravitaèné pole si znázoròujeme geometricky pomocou kriviek nazývaných siloèiary. Tie majú v prípade centrálne symetrického poţa v izotropnom priestore tvar polpriamok vychádzajúcich zo stredu zdroja. Veţkosż príża¿livej sily pôsobiacej na hmotný bod je (okrem jeho hmotnosti) priamo úmerná hustote týchto siloèiar v danom mieste. Keï¿e na povrchu guţovej plochy s polomerom r, opísanej okolo stredu príża¿livosti je hustota siloèiar vźade rovnaká, táto hustota klesá so vzdialenosżou r nepriamo úmerne ploźnému obsahu povrchu danej guţovej plochy. Tento obsah má hodnotu 4πr^2. To znamená, ¿e veţkosż príża¿livej sily F je nepriamo úmerná druhej mocnine vzdialenosti r.

Pod (n − 1)-rozmernou sférou rozumieme povrch n-rozmernej guţovej plochy v nrozmernom priestore. Ak si jej stred zvolíme za poèiatok súradnej sústavy, tak (n−1)- rozmernú sféru s polomerom r mo¿no stoto¿niż s mno¿inou

S^{(n−1)}(r) = {(x_1, . . . , x_n) ∈ R^n ; x^2_1 + . . . + x^2_n = r^2}.

Veţkosż (n − 1)-rozmerného povrchu sféry S^{(n−1)}(r) je priamo úmerná mocnine r^{n−1}. Rovnakou úvahou ako v predchádzajúcom odstavci tak mo¿no odvodiż nasledujúci tvar Newtonovho gravitaèného zákona v n-rozmernom priestore: F = –_n mMr_{n−1} , kde –_n je gravitaèná konźtanta, M je hmotnosż centrálne symetrického telesa vytvára-

júceho prísluźné gravitaèné pole, m je hmotnosż hmotného bodu a r jeho vzdialenosż od stredu príża¿livosti. ľpeciálne si uvedomme, ¿e v jednorozmernom priestore, t. j. na priamke, gravitaèná sila nezávisí na vzdialenosti (siloèiary sa nemajú kam rozptýliż, ich hustota sa so vzdialenosżou nemení).

Práca, ktorú je potrebné vynalo¿iż na premiestnenie hmotného bodu s hmotnosżou m zo vzdialenosti r_1 > 0 do vzdialenosti r_2 > r_1 od stredu príża¿livosti, je daná integrálom A = ∫_{r2} r_1 F dr = –_nmM ∫_{r2} r_1 r^{1−n} dr. Pre jednotlivé hodnoty n dostávame

A = –_1mM(r_2 − r_1), ak n = 1, A = –_2mM ln r^2r_1 , ak n = 2, A = –_n mMn − 2 ( 1 r^{n−2}_1 − 1 r^{n−2}_2 ) , ak n ≥ 3.

Ïalźou analýzou uvedených vzżahov (èo u¿ nebudeme robiż) mo¿no zistiż, ¿e pohyb v jedno- a dvojrozmernom priestore, t. j. na priamke a v rovine, by bol nesmierne energeticky nároèný. Vymaniż sa z gravitaèného poţa daného telesa (r_2 → ∞) by si vy¿iadalo nekoneène veţkú energiu. Navyźe v rovine je v takomto poli mo¿ný len pohyb po kruhových uzavretých orbitách, alebo po neuzavretých orbitách (tvaru ru¿ice), prièom oba typy sú stabilné. Uzavretá dráha prechádzajúca v rôznych vzdialenostiach od stredu príża¿livosti nie je mo¿ná. (Prípadom n = 1 sa ani nemusíme zaoberaż, lebo na priamke jednoducho " nie je dosż miesta\ na pohyb bodu po uzavretej orbite " okolo\ iného bodu { zrá¿ka by bola nevyhnutná.) Gravitaèné pôsobenie v n-rozmer-nom priestore je pre n ≥ 4 zasa ïaleko od zdroja také slabé a blízko zdroja také silné, ¿e iné uzavreté orbity ako kruhové nie sú mo¿né, a i tie sú nestabilné. Aj tá najmenźia odchýlka od kruhovej dráhy (zapríèinená napr. pôsobením ïalźích planét) by spôsobila zmenu kruhovej dráhy na źpirálovú (napr. únik Zeme od Slnka alebo pád naò). Nestabilita pre n = 4 má źpeciálny charakter: za veţmi idealizovaných predpokladov si mo¿no predstaviż prechod z jednej kruhovej orbity na inú v dôsledku dvoch presne zladených "drgnutí\ v opaèných smeroch (po ktorých sa zachová energia a moment hybnosti). No ka¿dopádne, stabilné kruhové orbity sú mo¿né len v dimenziách 2 a 3 a stabilné eliptické orbity len v dimenzii 3.

K podobným efektom by dochádzalo pôsobením elektrostatickej sily, pod vplyvom ktorej sa elektróny pohybujú okolo jadra atómu. Dvojrozmerný atóm by bol natoţko stabilný, ¿e by sa vôbec nemohol ionizovaż, teda v dvojrozmernom priestore by vôbec nemohlo dochádzaż ku vzniku chemických zlúèenín. Vo viac ne¿ trojrozmernom priestore by zas nemohli existovaż stabilné atómy { pri najmenźej odchýlke by elektrón po źpirálovej dráhe z atómu unikol alebo spadol na jadro. Jemnejźia analýza kvantovomechanických javov ukazuje, ¿e pre n ≥ 5 { aj bez pôsobenia vyvolávajúceho malú odchýlku { by elektróny v obale atómu samovoţne prechádzali na èoraz vzdialenejźie orbity, teda atóm vo viac ne¿ źtvorrozmernom priestore by sa spontánne ionizoval. Prípad n = 4 je opäż singulárny: moment hybnosti obiehajúceho elektrónu by mohol nadobúdaż len jedinú pevne stanovenú hodnotu.

Pokiaţ teda uznáme oprávnenosż vykonanej extrapolácie fyzikálnych zákonov trojrozmerného sveta aj na svety iných rozmerov (èo je zrejme najproblematickejźie miesto naźich úvah), dochádzame k záveru, ¿e tak stabilné sýstémy planét obiehajúcich okolo centrálnych hviezd ako aj stabilné a jednako zluèovania schopné atómy pozostávajúce z jadra a elektrónového obalu sú mo¿né len v trojrozmernom priestore.