1. POLIA A VEKTOROVÉ PRIESTORY

V tejto kapitole zavedieme dva pojmy, ktoré budú hraż v celom ïalźom výklade kţúèovú úlohu, a doká¿eme o nich niekoţko jednoduchých základných tvrdení. Ide o pojem poţa a pojem vektorového priestoru.

Prvky poţa budeme nazývaż skaláry a niekedy len èísla. Fyzikálne ich mo¿no interpretovaż ako hodnoty fyzikálnych velièín, ktoré sú urèené len svojou veţkosżou a znamienkom. Prvky vektorového priestoru, t. j. vektory zasa zodpovedajú fyzikálnym velièinám, ktoré sú okrem veţkosti urèené tie¿ smerom a orientáciou.

1.1. Základné èíselné obory Predpokladáme, ¿e èitateţ pozná základné èíselné obory, ako sú prirodzené èísla, celé èísla, racionálne èísla, reálne èísla a komplexné èísla. Ka¿dý z týchto èíselných oborov tvorí mno¿inu. Dohodneme sa, ¿e ich budeme oznaèovaż tzv. tuènými tabuţovými písmenami:

N { mno¿ina vźetkých prirodzených èísel, Z { mno¿ina vźetkých celých èísel, Q { mno¿ina vźetkých racionálnych èísel, R { mno¿ina vźetkých reálnych èísel, C { mno¿ina vźetkých komplexných èísel.

Eźte poznamenajme, ¿e i nulu pova¿ujeme za prirodzené èíslo, t. j. 0 ∈ N. Imaginárnu jednotku (ktorá je prvkom C r R) budeme znaèiż i.

Konźtatovaním, ¿e uvedené èíselné obory tvoria mno¿iny, sme vźak ich źtruktúru zïaleka nevyèerpali. Omnoho dôle¿itejźie je, ¿e na ka¿dej z týchto mno¿ín sú de˛nované dve binárne operácie, sèítanie + a násobenie · . Pritom na ka¿dej z uvedených mno¿ín sú obe tieto operácie asociatívne a komutatívne. Navyźe, násobenie je (z oboch strán) distributívne vzhţadom na sèítanie, t. j. pre vźetky prvky x, y, z prísluźnej mno¿iny platí x(y + z) = xy + xz, (x + y)z = xz + yz. Èíselný obor N je v porovnaní s obormi Z, Q, R a C akýsi " chudobnejźí\ { kým rovnice tvaru x + a = b majú v oboroch Z, Q, R, C rieźenie x = b − a pre ţubovoţné a, b, v N je takáto rovnica rieźiteţná len ak a ≤ b. Obory Q, R a C sú vźak "bohatźie\ nielen v porovnaní s N no i so Z { rovnice tvaru ax = b majú v oboroch Q, R, C rieźenie pre ţubovoţné a ≠ 0 a b, kým v N èi Z sú rieźiteţné len ak a je deliteţom b.

Nás budú zaujímaż práve vlastnosti èíselných oborov Q, R a C s operáciami sèítania a násobenia. Pritom vyu¿ijeme, ¿e uvedené operácie na týchto oboroch majú rad spoloèných vlastností, èo nám umo¿òuje skúmaż ich do veţkej miery jednotným spôsobom a súèasne. To dosiahneme tým, ¿e sformulujeme abstraktný pojem poţa, pod ktorý zahrnieme vźetky spomínané prípady, ako i mnohé ïalźie, ktoré sa nám objavia a¿ akosi dodatoène. Ako sme spomínali u¿ v úvode, práve takýto prístup je charakteristický pre algebru, presnejźie, v òom spoèíva jej podstata.

1

1.2. Polia

Poţom nazývame mno¿inu K s dvoma význaènými prvkami { nulou 0 a jednotkou 1 { a dvomi binárnymi operáciami na K { sèítaním + a násobením · { takými, ¿e platí (∀ a, b ∈ K)(a + b = b + a), (∀ a, b ∈ K)(a · b = b · a), (∀ a, b, c ∈ K)(a + (b + c) = (a + b) + c), (∀ a, b, c ∈ K)(a · (b · c) = (a · b) · c), (∀ a ∈ K)(a + 0 = a), (∀ a ∈ K)(1 · a = a), (∀ a ∈ K)(∃ b ∈ K)(a + b = 0), (∀ a ∈ K r {0})(∃ b ∈ K)(a · b = 1), (∀ a, b, c ∈ K)(a · (b + c) = (a · b) + (a · c)), 0 ≠ 1. Teda sèítanie a násobenie v poli sú komutatívne a asociatívne operácie a násobenie je distributívne vzhţadom na sèítanie. Ïalej 0 je neutrálny prvok sèítania a 1 je neutrálny prvok násobenia, prièom tieto dva prvky sú rôzne. Napokon nahliadneme, ¿e prvok b ∈ K taký, ¿e a + b = 0, je k danému a ∈ K urèený jednoznaène. Naozaj, keby existovali dva také prvky b_1, b_2, tak

b_1 = b_1 + 0 = b_1 + (a + b_2) = (b_1 + a) + b_2 = 0 + b_2 = b_2.

Tento jednoznaène urèený prvok k danému a oznaèujeme −a a nazývame opaèný prvok k a. Miesto a + (−b) zvykneme písaż len a − b. Celkom analogicky sa mo¿no presvedèiż, ¿e aj prvok b ∈ K taký, ¿e a · b = 1 je k danému 0 ≠ a ∈ K urèený jednoznaène { oznaèujeme ho a^{−1} alebo^1_a , prípadne 1/a a nazývame inverzný prvok k a alebo prevrátená hodnota prvku a. Miesto a · b^{−1} píźeme tie¿^a_b alebo a/b.

Znak násobenia budeme väèźinou vynechávaż a násobenie bude maż prednosż pred sèítaním, teda napr. miesto (a · b) + c budeme písaż len ab + c. Asociatívnosż nám umo¿òuje vynechávaż zátvorky a súèty èi súèiny ţubovoţných koneèných postupností prvkov poţa jednoznaène zapisovaż v tvare a_1 + a_2 + . . . + a_n resp. a_1 · a_2 · . . . · a_n prípadne len a_1a_2 . . . a_n; komutatívnosż nám navyźe dovoţuje nestaraż sa o poradie sèítancov resp. èiniteţov. Kvôli úplnosti sa dohodneme, ¿e pre n = 1 sa oba uvedené výrazy rovnajú a_1; pre n = 0 kladieme prázdny súèet rovný 0 a prázdný súèin rovný 1. Ak a_1 = . . . = a_n = a, tak miesto a_1 + . . . + a_n píźeme na a miesto a_1 . . . a_n len a^n.

Teraz si uká¿eme, ako mo¿no niektoré najzákladnejźie pravidlá poèítania, na ktoré sme zvyknutý v èíselných oboroch Q, R a C , odvodiż len z axióm poţa. Zhrnieme ich do nasledujúceho tvrdenia. Okrem iného z neho vyplýva, ¿e k 0 nemô¿e v poli existovaż inverzný prvok (podmienka (c)).

1.2.1. Tvrdenie. Nech K je pole. Potom pre ţubovoţné n ∈ N a a, b, c, b_1, . . . , b_n ∈ K platí (a) a + b = a + c ⇒ b = c, (b) (ab = ac & a ≠ 0) ⇒ b = c, (c) a0 = 0, (d) ab = 0 ⇒ (a = 0 ∨ b = 0), (e) −a = (−1)a, (f) a(b − c) = ab − ac, (g) a(b_1 + . . . + b_n) = ab_1 + . . . + ab_n.

Dôkaz. (a), (b) Keï¿e obe podmienky mo¿no dokázaż v podstate rovnako, urobíme to len pre druhú z nich. Z ab = ac vyplýva a^{−1}ab = a^{−1}ac. ěavá strana sa rovná b a pravá c.

(c) a0 + a0 = a(0 + 0) = a0 = a0 + 0. Podţa (a) z toho vyplýva a0 = 0. (d) Nech ab = 0. Potom podţa (c) ab = 0 = a0. Ak a ≠ 0, tak podţa (b) z toho vyplýva b = 0.

(e) Vïaka jednoznaènosti opaèného prvku k a staèí overiż, ¿e (−1)a + a = 0. Jednoduchý výpoèet dáva (−1)a + a = (−1)a + 1a = (−1 + 1)a = 0a = 0 podţa (c).

(f) Podţa (e) a(b − c) = a(b + (−1)c) = ab + a(−1)c = ab + (−1)ac = ab − ac. (g) Rovnosż zrejme platí pre n = 0, 1, 2. Keby neplatila pre vźetky prirodzené èísla, oznaème n najmenźie prirodzené èíslo, pre ktoré existujú a, b_1, . . . , b_n ∈ K také, ¿e uvedená rovnosż neplatí. Potom n > 2 a pre n − 1 rovnosż platí. Preto a(b_1 + . . . + b_{n−1} + b_n) = a(b_1 + . . . + b_{n−1}) + ab_n = ab_1 + . . . + ab_{n−1} + ab_n.

To je vźak spor.

Doplòme, ¿e podmienky (a) a (b) sa nazývajú zákony o krátení pre sèítanie resp. násobenie v poli.

Podmienka (e) nám umo¿òuje zaviesż ţubovoţné celoèíselné násobky prvkov z poţa. Pre a ∈ K, n ∈ N kladieme (−n)a = −(na) = n(−a). Podobne mo¿no pre nenulové prvky poţa zaviesż i ţubovoţné celoèíselné mocniny. Pre 0 ≠ a ∈ K, n ∈ N kladieme a^{−n} = (a^n)^{−1} = (a^{−1})^n.

Èitateţovi prenechávame, aby si sám odvodil nasledujúce rovnosti známe z be¿ných èíselných oborov: 0a = 0, 1a = a, a ∈ K, n(a + b) = na + nb, a, b ∈ K, n ∈ Z, (m + n)a = ma + na, a ∈ K, m, n ∈ Z, (mn)a = m(na), a ∈ K, m, n ∈ Z, (mn)(ab) = (ma)(nb), a, b ∈ K, m, n ∈ Z, a^0 = 1, a^1 = a, a ∈ K, (ab)^n = a^nb^n, a, b ∈ K, n ∈ Z, n < 0 ⇒ a ≠ 0 ≠ b, a^{m+n} = a^ma^n, a ∈ K, m, n ∈ Z, (m < 0 ∨ n < 0) ⇒ a ≠ 0, a^{mn} = (a^m)^n, a ∈ K, m, n ∈ Z, (m < 0 ∨ n < 0) ⇒ a ≠ 0, Eźte podotýkame, ¿e v rovnostiach v prvom a źiestom riadku oznaèujú 0 a 1 na ţavých stranách prirodzené èísla, t. j. prvky mno¿iny N, kým 0 a 1 na pravých stranách v prvom riadku oznaèujú prvky poţa K. Vzhţadom na to, ¿e pre vźetky tri príklady polí, s ktorými sme doteraz stretli, platí N ⊆ K, mô¿e sa nám toto rozlíźenie zdaż nepodstatné. Vo vźeobecnosti vźak uvedená inklúzia platiż nemusí.

Nech K je pole a L ⊆ K. Hovoríme, ¿e L je podpole poţa K, ak 0, 1 ∈ L a pre vźetky a, b ∈ L platí a + b ∈ L, ab ∈ L, −a ∈ L a, ak a ≠ 0, tak aj a^{−1} ∈ L. Inak povedané, podpole poţa K je taká jeho podmno¿ina L, ktorá obsahuje nulu a jednotku a je uzavretá vzhţadom na sèítanie, násobenie, opaèný a inverzný prvok. Zrejme ka¿dé podpole poţa K je s týmito operáciami zú¿enými z K na L i samo poţom. Hovoríme tie¿, ¿e pole K je rozźírením poţa L.

Zrejme pole Q je podpoţom poţa R i poţa C ; pole C je rozźírením poţa Q aj R. Charakteristikou poţa K, oznaèenie char K, nazývame najmenźie kladné celé èíslo n také, ¿e n1 = 0; ak také n neexistuje, t. j. n1 ≠ 0 pre ka¿dé celé n > 0, hovoríme ¿e K má charakteristiku ∞ (niektorí autori vtedy kladú char K = 0).

Ak pole K je rozźírením poţa L, tak polia K a L majú tú istú jednotku, preto char K = char L.

Zrejme char Q = char R = char C = ∞.

1.2.2. Veta. Nech K je pole. Potom char K je ∞ alebo prvoèíslo.

Dôkaz. Keï¿e 0 ≠ 1, zrejme char K > 1. Predpokladajme, ¿e char K = n je zlo¿ené èíslo. Potom existujú celé èísla k, l > 1 také, ¿e n = kl. Keï¿e k, l < n, je k1 ≠ 0 ≠ l1. Na druhej strane (k1)(l1) = (kl)(1·1) = n1 = 0. Podţa 1.2.1(d) z toho vyplýva k1 = 0 alebo l1 = 0, èo je spor.

1.3. Polia Z_p V tomto krátkom paragrafe si uká¿eme príklady polí, ktorých charakteristika nie je ∞. Z toho dôvodu sa tieto polia výrazne odliźujú od naźich dôverne známych èíselných polí. Presnejźie, pre ka¿dé prvoèíslo p zostrojíme isté koneèné pole Z_p, ktoré má p prvkov a charakteristiku p. Na druhej strane, spomínané èíselné polia (ako vôbec vźetky polia nekoneènej charakteristiky) sú nekoneèné. Poznamenajme, ¿e pre ka¿dé prvoèíslo p a kladné celé èíslo k existuje p^k-prvkové pole s charakteristikou p ako aj nekoneèné polia charakteristiky p. Ich konźtrukcia vźak presahuje rámec náźho úvodného kurzu.

Pre potreby matematickej analýzy, teda aj z hţadiska fyzikálnych aplikácií, sú najdôle¿itejźími poţami R a C . Koneèné polia vźak v súèasnosti zohrávajú dôle¿itú úlohu napr. v kódovaní a kryptogra˛i.

Pre ka¿dé kladné celé èíslo n oznaème Z_n = {k ∈ N; k < n} = {0, 1, . . . , n − 1}. Mno¿inu Z_n zo zrejmých dôvodov nazývame mno¿inou zvyźkových tried modulo n. Na tejto mno¿ine teraz zavedieme dve binárne operácie { sèítanie ⊕ a násobenie ⊙ (toto trochu ża¿kopádne oznaèenie budeme pou¿ívaż len v tomto paragrafe, neskôr sa vrátime k obvyklým + a · ; v de˛nícii vźak treba odlíźiż sèítanie a násobenie v Z_n od prísluźných operácií v Z). Pre a, b ∈ Z_n kladieme

a ⊕ b = zvyźok po delení (a + b) : n, a ⊙ b = zvyźok po delení (ab) : n.

Èitateţovi prenechávame na overenie (prípadne na uverenie), ¿e ⊕ a ⊙ sú asociatívne a komutatívne operácie na Z_n, 0 je neutrálny prvok sèítania a, pre n > 1, 1 je neutrálny prvok násobenia. Navyźe násobenie je distributívne vzhţadom na sèítanie a ⊖a = n−a je opaèný prvok k a ∈ Z_n.

1.3.1. Veta. Mno¿ina Z_n s operáciami ⊕ a ⊙ je pole práve vtedy, keï n je prvoèíslo.

Dôkaz. Zrejme n je najmenźie kladné celé èíslo také, ¿e n1 = 1 ⊕ . . . ⊕ 1 n-krát

= 0.

Preto, ak Z_n je pole, tak char Z_n = n, a podţa 1.2.2 je n prvoèíslo.

Doká¿eme, ¿e Z_p je pole pre ka¿dé prvoèíslo p. Najprv overíme, ¿e v Z_p platí zákon o krátení (a ⊙ b = a ⊙ c & a ≠ 0) ⇒ b = c. Rovnosż a ⊙ b = a ⊙ c znamená, ¿e èíslo ab − ac = a(b − c) je deliteţné èíslom p. Keï¿e p je prvoèíslo, musí byż aspoò jedno z èísel a, b − c deliteţné èíslom p. Nakoţko 0 < a < p, mo¿e to byż len b − c. Pre b, c ∈ Z_p to vźak znamená b = c.

Zostáva overiż existenciu inverzného prvku ku ka¿dému 0 ≠ a ∈ Z_p. Uva¿ujme postupnosż mocnín a^1 = a, a^2 = a ⊙ a, a^3 = a ⊙ a ⊙ a, . . . , atï. Keï¿e a ≠ 0, z dokázaného krátenia vyplýva, ¿e vźetky jej èleny sú nenulové. Preto¿e mno¿ina Z_p je koneèná, nemô¿u byż vźetky èleny uvedenej postupnosti rôzne. Musia preto existovaż kladné celé èísla k, l také, ¿e a^k = a^{k+l} = a^k ⊙ a^l. Potom platí a^k ⊙ a^l = a^k ⊙ 1, z èoho krátením dostávame a^l = 1. Keï¿e a^l = a ⊙ a^{l−1}, je a^{−1} = a^{l−1} inverzný prvok k a.

Multiplikatívne tabuţky sèítania a násobenia v poli Z_5 sme si ako príklady binárnych operácií uviedli v paragrafe 0.4.

1.4. Vektory v rovine a trojrozmernom priestore Vektory v rovine èi v priestore si predstavujeme ako orientované úseèky, t. j. úseèky, ktorých jeden krajný bod pova¿ujeme za poèiatoèný a druhý za koncový { ten je oznaèený źípkou. Pritom dve rovnako dlhé, rovnobe¿né a súhlasne orientované úseèky predstavujú ten istý vektor { hovoríme, ¿e sú umiestneniami toho istého vektora. Ak si teda zvolíme nejaký pevný bod O, tak vźetky vektory v rovine èi priestore mô¿eme jednoznaène reprezentovaż ako orientované úseèky −→ OA s poèiatkom v O, prièom ich koncom mô¿e byż ţubovoţný bod A roviny èi priestoru, bod O nevynímajúc { orientovaná úseèka −→ OO toti¿ predstavuje tzv. nulový vektor.

Vektory v rovine i v priestore mo¿no sèítaż pomocou tzv. vektorového rovnobe¿níka. Súèet vektorov u = −→ OA, v = −→ OB je potom znázornený orientovanou uhloprieèkou u + v = −→ OC rovnobe¿níka, ktorého dve priţahlé strany tvoria úseèky OA, OB.

u v u + v

O A

B C

Vektory mo¿no taktie¿ násobiż ţubovoţnými skalármi, t. j. reálnymi èíslami: ak

c ∈ R a v je vektor, tak cv je vektor, t. j. orientovaná úseèka s poèiatkom v O, ktorej

då¿ka je |c|-násobkom dl¿ky úseèky v, le¿í na tej istej priamke ako v a je orientovaná súhlasne s v, ak c > 0, resp. nesúhlasne s v, ak c < 0, (ak c = 0 alebo v je nulový vektor, tak, samozrejme, aj cv je nulový vektor, tak¿e nezále¿í na jeho smere ani orientácii).

Ak si okrem poèiatku O zvolíme v rovine èi priestore eźte dve resp. tri súradné osi, t. j. navzájom kolmé priamky prechádzajúce poèiatkom, a na ka¿dej z nich jeden bod v rovnakej jednotkovej vzdialenosti od poèiatku, dostaneme pravouhlý súradnicový systém v rovine èi v priestore. Ka¿dý bod roviny èi priestoru je potom jednoznaène urèený usporiadanou dvojicou, resp. trojicou svojich súradníc a tie¿ naopak, ka¿dá dvojica resp. trojica súradníc jednoznaène urèuje nejaký bod roviny èi priestoru. Taktie¿ ka¿dý vektor v rovine èi v priestore je potom jednoznaène urèený súradnicami svojho koncového bodu a tie¿ naopak ţubovoţná usporiadaná dvojica resp. trojica súradníc jednoznaène urèuje nejaký vektor v rovine èi priestore. Pri pevnom súradnicovom systéme tak mo¿no mno¿inu vźetkých vektorov v rovine stoto¿niż s mno¿inou

R^2 a mno¿inu vźetkých vektorov v priestore s mno¿inou R^3 .

Ak (pri takomto stoto¿není) u = (u_1, u_2) ∈ R^2 , v = (v_1, v_2) ∈ R^2 sú dva vektory v rovine, tak ţahko nahliadneme, ¿e pre ich súèet u + v, daný vektorovým rovnobe¿níkom, platí

u + v = (u_1, u_2) + (v_1, v_2) = (u_1 + v_1, u_2 + v_2).

Ak c ∈ R, tak pre skalárny násobok cu dostávame

cu = c(u_1, u_2) = (cu_1, cu_2).

Podobne pre vektory v priestore, t. j. usporiadané trojice reálnych èísel.

Eźte si vźimnime, ¿e predpoklady kolmosti súradných osí a rovnosti jednotkových då¿ok v jednotlivých smeroch nehrali v naźich úvahách nijakú úlohu. Staèí, aby systém súradných osí tvorili dve rôznobe¿né priamky (v rovine) resp. tri nekomplanárne priamky (v priestore) pretínajúce sa v poèiatku O. Za jednotkové då¿ky v smeroch jednotlivých súradných osí mo¿no zvoliż då¿ky ţubovoţných (nie nevyhnutne rovnako dlhých) úseèiek.

Operácie súètu vektorov a násobenia vektora skalárom majú rad vlastností, ktoré nie sú viazané len na ich źpeci˛ckú geometrickú reprezentáciu v rovine èi priestore. Napríklad, prostredníctvom súradnicovej reprezentácie vektorov by sme ich mohli priamoèiaro zovźeobecniż na usporiadané n-tice skalárov z ţubovoţného poţa K pre akékoţvek n ∈ N. Tým by sme dostali akési " n-rozmerné vektorové priestory nad poţom K\. V duchu algebry teraz zade˛nujeme abstraktný pojem vektorového priestoru nad daným poţom, prièom budeme abstrahovaż od akýchkoţvek súradníc aj " dimenzie\.

Podstatné budú pre nás len algebraické vlastnosti operácií súètu vektorov a skalárneho násobku vektora. K spomínaným príkladom sa vźak budeme sústavne vracaż.

1.5. Vektorové priestory Nech K je pole. Vektorovým alebo tie¿ lineárnym priestorom nad poţom K nazývame mno¿inu V s význaèným prvkom 0 a dvomi binárnymi operáciami { sèítaním +: V × V → V a násobením ·: K × V → V { takými, ¿e platí (∀ x, y, z ∈ V )(x + (y + z) = (x + y) + z)), (∀ x, y ∈ V )(x + y = y + x), (∀ x ∈ V )(x + 0 = x), (∀ x ∈ V )(∃ y ∈ V )(x + y = 0), (∀ a, b ∈ K)(∀ x ∈ V )(a · (b · x) = (ab) · x), (∀ x ∈ V )(1 · x = x), (∀ a ∈ K)(∀ x, y ∈ V )(a · (x + y) = (a · x) + (a · y)), (∀ a, b ∈ K)(∀ x ∈ V )((a + b) · x = (a · x) + (b · x)). Ako si èitateţ asi vźimol, skaláry znaèíme " obyèajnými\ malými latinskými písmenami a vektory tuènými malými latinskými písmenami. Tejto implicitnej dohody sa budeme väèźinou dr¿aż, nie vźak za ka¿dú cenu. Kedykoţvek by nás obmedzovala, nebudeme váhaż ju poruźiż.

I keï sèítanie skalárov v poli a sèítanie vektorov znaèíme rovnakým znakom +, ide o rôzne operácie. Podobne násobenie v poli a násobenie vektora skalárom sú rôzne operácie, hoci obe znaèíme · . Neskôr tento prístup dovedieme eźte ïalej, keï budeme rovnako znaèiż prísluźné operácie a nuly v rôznych vektorových priestoroch. Rozliźovanie znakov pre nulu 0 ∈ K a 0 ∈ V , hoci tieto prvky plnia rovnakú funkciu v K resp. vo V , je tak trochu proti duchu tohto prístupu. Ide vlastne o zbytoèný luxus, ktorý je vźak v zhode s prijatou dohodou o znaèení skalárov a vektorov.

Z formálneho hţadiska pripomínajú axiómy vektorového priestoru axiómy poţa: sèítanie vektorov je opäż asociatívna a komutatívna binárna operácia na V s neutrálnym prvkom 0 ∈ V , operácia násobenia vektora skalárom tie¿ spåòa akúsi podmienku "asociatívnosti\, 1 ∈ K je jej "neutrálnym prvkom\ a platia dva "distributívne zákony\. Je tu vźak jeden podstatný rozdiel { kým násobenie v poli K je binárnou operáciou na mno¿ine K, t. j. zobrazením ·: K × K → K, násobenie vo vektorovom priestore V nad poţom K nie je binárnou operáciou na V , ale binárnou operáciou ·: K × V → V . To nám vźak nebráni zaviesż obdobné dohody ako pre operácie v poli: i teraz bude maż násobenie prednosż pre sèítaním a znak násobenia budeme väèźinou vynechávaż, t. j. písaż napr. ax + y miesto (a · x) + y. Takisto budeme vynechávaż zátvorky, ktorých umiestnenie neovplyvní výslednú hodnotu výrazov ako napr. v abx alebo a_1x_1 + . . . + a_nx_n. Posledný výraz budeme tie¿ znaèiż n∑ i=1 a_ix_i

a nazývaż lineárnou kombináciou vektorov x_1, . . . , x_n s koe˛cientami a_1, . . . , a_n. ľpeciálne pre n = 1 to znamená

∑_1 i=1 a_ix_i = a_1x_1; kvôli úplnosti pre n = 0 eźte kladieme prázdnu lineárnu kombináciu

∑_0 i=1 a_ix_i rovnú 0.

Podobne ako v prípade polí, mo¿no z axióm vektorových priestorov odvodiż niektoré základne pravidlá pre poèítanie so skalármi a vektormi. Predovźetkým prvok y ∈ V taký, ¿e x + y = 0, je k danému x ∈ V urèený jednoznaène { znaèíme ho −x a nazývame opaèný vektor k x. Namiesto x + (−y) opäż píźeme len x − y. Tieto pravidlá zhrnieme v nasledujúcej analógii tvrdenia 1.3.1.

1.5.1. Tvrdenie. Nech V je vektorový priestor nad poţom K. Potom pre ţubovoţné n ∈ N, a, b, a_1, . . . , a_n ∈ K a x, y, z, x_1, . . . , x_n ∈ V platí (a) x + y = x + z ⇒ y = z, (b) (ax = ay & a ≠ 0) ⇒ x = y, (ax = bx & x ≠ 0) ⇒ a = b, (c) a0 = 0 = 0x, (d) ax = 0 ⇒ (a = 0 ∨ x = 0), (e) −x = (−1)x, (f) a(x − y) = ax − ay, (a − b)x = ax − bx, (g) a(x_1 + . . . + x_n) = ax_1 + . . . + ax_n, (a_1 + . . . + a_n)x = a_1x + . . . + a_nx.

Dôkaz. Vźetky podmienky, s výnimkou druhej implikácie v (b), mo¿no dokázaż celkom analogicky ako prísluźné èasti tvrdenia 1.3.1. Doká¿eme aj túto. Nech ax = bx a x ≠ 0. Potom (a − b)x = ax − bx = 0. Podţa (d) z toho vyplýva a − b = 0, teda a = b.

Práve de˛nované vektorové priestory by sme presnejźie mohli nazvaż " ţavými\ vektorovými priestormi, lebo v operácii skalárneho násobku píźeme skalár vţavo od vektora. Celkom obdobne by sme mohli de˛novaż aj "pravé\ vektorové priestory, v ktorých by sme operáciu skalárneho násobku chápali ako zobrazenie V × K → V a zapisovali ju v tvare x · a alebo len xa pre x ∈ V , a ∈ K. Vïaka komutatívnosti násobenia v poli K si vźak mô¿eme dovoliż chápaż naźe "ţavé\ vektorové priestory zároveò ako

"pravé\. Pre vźetky a ∈ K, x ∈ V jednoducho polo¿íme xa = ax. Jediný problém { zabezpeèiż pre vźetky a, b ∈ K, x ∈ V rovnosż (ab)x = (ba)x, ktorá z takejto de˛nície vyplýva výpoètom (ab)x = a(bx) = a(xb) = (xb)a = x(ba) = (ba)x, { je vyrieźený práve v dôsledku komutatívnosti násobenia v K. Teda, ak sa nám v operácii skalárneho násobku vyskytne skalár vpravo od vektora, nemusí nás to vyviesż z miery { kţudne ho mô¿eme prehodiż vţavo a ani o zátvorky sa nemusíme príliź staraż.

1.6. Príklady vektorových priestorov 1.6.1. Rozźírenia polí. Zrejme ka¿dé pole mo¿no K pova¿ovaż za vektorový priestor nad sebou samým. Vźeobecnejźie, ak pole L je rozźírením poţa K, tak L mo¿no pova¿ovaż za vektorový priestor nad poţom K (formálne staèí " zabudnúż\ násobenie niektorých dvojíc prvkov a, b ∈ L a súèin ab pripustiż len pre a ∈ K, b ∈ L). Podobným spôsobom mo¿no vektorový priestor V nad poţom L zú¿ením násobenia L × V → V na násobenie K × V → V prerobiż na vektorový priestor nad poţom K. 1.6.2. n-rozmerné riadkové a ståpcové vektory nad daným poţom. Pre ţubovoţné pole K a n ∈ N mno¿ina K^n = {(x_1, . . . , x_n); x_1, . . . , x_n ∈ K} vźetkých usporiadaných n-tíc prvkov z K spolu s operáciami

x + y = (x_1, . . . , x_n) + (y_1, . . . , y_n) = (x_1 + y_1, . . . , x_n + y_n), cx = c(x_1, . . . , x_n) = (cx_1, . . . , cx_n), kde x = (x_1, . . . , x_n) ∈ K^n, y = (y_1, . . . , y_n) ∈ K^n a c ∈ K, tvorí vektorový priestor nad poţom K. Zrejme usporiadaná n-tica 0_n = (0, . . . , 0) hrá úlohu nuly v K^n. Ak bude potrebné rozlíźiż nulové vektory v priestoroch K^n pre rôzne prirodzené èísla n, budeme pre nulu v K^n pou¿ívaż oznaèenie 0_n. Opaèný prvok k x = (x_1, . . . , x_n) ∈ K^n je zrejme −x = −(x_1, . . . , x_n) = (−x_1, . . . , −x_n) Hovoríme, ¿e operácie na K^n sú de˛nované po zlo¿kách. Prvky tohto vektorového priestoru nazývame n-rozmerné riadkové vektory nad poţom K. Kvôli úplnosti eźte poznamenajme, ¿e vektorový priestor K^0 pozostáva z jediného prvku ∅, predstavujúceho " usporiadanú nulaticu\, ktorá tak je nevyhnutne nulou v K^0.

Niekedy je (a väèźinou i bude) výhodnejźie pracovaż s n-rozmernými ståpcovými vektormi nad poţom K, t. j. s vektormi tvaru x = x_1 . . x_n ,

kde x_1, . . . , x_n ∈ K. Èitateţ si iste sám doplní de˛nície prísluźných operácií (opäż po zlo¿kách) a dalźie podrobnosti. Pokiaţ nebude hroziż nedorozumenie, budeme i tento priestor oznaèovaż K^n, prípadne len slovne naznaèíme, èi tým máme na mysli priestor n-rozmerných riadkových alebo ståpcových vektorov. V súlade s tým 0_n alebo len 0 mô¿e oznaèovaż aj nulový vektor-ståpec.

1.6.3. Polynómy nad daným poţom. Pod polynómom alebo tie¿ mnohoèlenom f

stupòa n, kde −1 ≤ n ∈ Z, v premennej x nad poţom K rozumieme formálny výraz tvaru

f(x) = a_0 + a_1x + . . . + a_{n−1}x^{n−1} + a_nx^n = n∑ i=0 a_ix^i, kde a_0, a_1, . . . , a_{n−1}, a_n ∈ sú skaláry, nazývané koe˛cienty polynómu f, a a_n ≠ 0; nulu 0 ∈ K pova¿ujeme za polynóm stupòa −1 a nenulové skaláry a ∈ K za polynómy stupòa 0. Zrejme ka¿dý polynóm f de˛nuje (rovnako oznaèovanú) funkciu f : K → K danú predpisom c → f(c), t. j. dosadením konkrétnych hodnôt c ∈ K za premennú x do polynómu f. Mno¿inu vźetkých polynómov v premennej x nad K stupòa nanajvýź n, kde −1 ≤ n ∈ Z, budeme znaèiż K^{(n)}[x]; mno¿inu vźetkých polynómov v premennej x nad K znaèíme K[x]. ěubovoţný polynóm g(x) = ∑_m i=0 b_ix^i ∈ K[x] stupòa m < n mô¿eme tie¿ písaż v tvare

g(x) = b_0 + b_1x + . . . + b_mx^m + 0x^{m+1} + . . . + 0x^n,

t. j. v tvare g(x) = ∑_n i=0 b_ix^i, kde b_i = 0 pre m < i ≤ n. S pou¿itím tejto konvencie mo¿no de˛novaż súèet f + g polynómov f = ∑_n i=0 a_ix^i, g = ∑_m i=0 b_ix^i z K[x] predpisom

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = max(m,n) ∑ i=0 (a_i + b_i)x^i.

Ak navyźe c ∈ K, kladieme (cf)(x) = cf(x) n∑ i=0 ca_ix^i.

ěahko mo¿no nahliadnuż, ¿e s takto po zlo¿kách de˛novanými operáciami súètu a skalárneho násobku tvorí ka¿dá z mno¿ín polynómov K^{(n)}[x], kde −1 ≤ n ∈ Z, ako i mno¿ina vźetkých polynómov K[x] vektorový priestor nad poţom K. ľtruktúrou vektorového priestoru sa vźak algebra polynómov nevyèerpáva. Popri súète a skalárnom násobku mo¿no na K[x] de˛novaż aj súèin fg uvedených polynómov f, g predpisom

(fg)(x) = f(x) g(x) = m+n∑ k=0 c_kx^k,

kde c_k = ∑_m i=0 a_ib_{k−i}. 1.6.4. Priame súèiny vektorových priestorov. Nech V_1 a V_2 sú vektorové priestory nad tým istým poţom K. Priamym súèinom (niekedy tie¿ vonkajźím priamym súètom) priestorov V1, V2 nazývame mno¿inu V1 × V2, t. j. karteziánsky súèin mno¿ín V_1, V_2, s operáciami súètu vektorov a skalárneho násobku de˛novanými po zlo¿kách. Teda pre (u_1, u_2), (v_1, v_2) ∈ V_1 × V_2, c ∈ K kladieme

(u_1, u_2) + (v_1, v_2) = (u_1 + v_1, u_2 + v_2), c(u_1, u_2) = (cu_1, cu_2).

Zrejme (0, 0) je nulou tohto vektorového priestoru a −(u_1, u_2) = (−u_1, −u_2) je opaèný prvok k (u_1, u_2). Èitateţovi prenechávame, aby si overil, ¿e priamy súèin V_1 × V_2 s takto de˛novanými operáciami naozaj tvorí vektorový priestor nad poţom K, a taktie¿, aby si premyslel, ako mo¿no uvedenú konźtrukciu zovźeobecniż na priamy súèin V_1×. . .×V_n ţubovoţného koneèného poètu vektorových priestorov V_1, . . . , V_n nad K. Ak V = V_1 = . . . = V_n, tak píźeme V_1 × . . . × V_n = V^n a tento vektorový priestor nazývame n-tou priamou mocninou priestoru V . Pre V = K uvedená konźtrukcia zrejme dáva nám u¿ známy vektorový priestor K^n z 1.5.2.

1.6.5. Vektorové priestory funkcií. Nech V je vektorový priestor nad poţom K a X je ţubovoţná mno¿ina. Pripomeòme, ¿e V^X oznaèuje mno¿inu vźetkých funkcií f : X → V . Teraz uká¿eme, ako mo¿no z tejto mno¿iny urobiż vektorový priestor nad poţom K. Operácie súètu a skalárneho násobku budeme de˛novaż opäż po zlo¿kách. To znamená, ¿e pre f, g ∈ V^X a c ∈ K budeme de˛novaż funkcie f + g ∈ V^X a cf ∈ V^X tak, ¿e pre ka¿dé x ∈ X polo¿íme

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (cf)(x) = cf(x). Znovu mo¿no ţahko nahliadnuż, ¿e V^X s takto de˛novanými operáciami tvorí vektorový priestor nad poţom K { nazývame ho vektorovým priestorom vźetkých funkcií z X do V . Nulou vo V^X je funkcia 0: X → V identicky rovná prvku 0 ∈ V ; opaèným prvkom k funkcii f ∈ V^X je funkcia −f ∈ V^X daná predpisom x → −f(x) pre x ∈ X.

V źpeciálnom prípade pre V = K takto dostaneme vektorový priestor K^X vźetkých funkcií z mno¿iny X do poţa K. Ak K je pole vźetkých reálnych prípadne komplexných èísel a X je napr. nejaký uzavretý interval ⟨a, b⟩ reálnych èísel, tak dostávame vektorové priestory funkcií R^{⟨a,b⟩} resp. C^{⟨a,b⟩} , ktoré sa hojne vyskytujú v matematickej analýze.