Geometrické modelování

RNDr. Jan Paseka, CSc.

23. bøezna 1998

2

Úvod

Tento uèební text je zalo¿en na monogra˛i þGeometrické modelováníß autorù S. Abramowského a H. Müllera. Zároveò vyu¿ívá texty èeských autorù jako jsou napø. þPoèítaèová gra˛kaß autorù Jiøího őáry a kolektiv, þAlgoritmy poèítaèové gra˛kyß autorù Jiøího őáry a Jiøího Sochora a standartního matematického textu þPlochy ve výpoèetní techniceß Ladislava Drse.

4

Obsah

1 Geometrické modelování a základní transformace 7

1 Aplikace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 2 Èásti poèítaèové geometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 3 Gra˛cké znázornìní . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 4 Posunutí, otáèení a zmìna mìøítka v rovinì . . . . . . . . . . . . . . . 9 5 Maticové vyjádøení a homogenní souøadnice . . . . . . . . . . . . . . 9 6 Dalźí rovinné transformace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 7 Lineární prostorové transformace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 8 Promítací metody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2 Bézierova metoda 21

1 Køivky a plochy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 2 Bézierovy køivkové segmenty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 3 Racionální køivky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 4 Plochy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 4.1 Ètyøúhelníkové Bézierovy segmenty . . . . . . . . . . . . . . . 36 4.2 Trojúhelníkové Bézierovy segmenty . . . . . . . . . . . . . . . 39 4.3 Racionální ploźné Bézierovy segmenty . . . . . . . . . . . . . . 42 5 Vyźźí dimenze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3 Kritéria kvality 45

1 Implicitní vyjádøení . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 2 Metody analýzy prostøednictvím diferenciální geometrie . . . . . . . . 47 2.1 Køivky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 2.2 Plochy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4 Metoda B-splinù 67

1 Splinové a B-splinové funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 2 B-spline køivky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 3 B-spline plochy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 4 B-spline metoda a Bézierova metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

6 OBSAH

5 Racionální B-spline metoda (NURBS) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 6 Pøehled k B-spline metodì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

5 Interpolace a aproximace 83

1 Interpolace s køivkami . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 1.1 Interpolace pomocí polynomù . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 1.2 Interpolace pomocí spline-køivek . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 1.3 Geometrické spline-køivky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

Kapitola 1

Geometrické modelování a základní transformace

Geometrické modelování se zabývá s poèítaèovì podporovaným návrhem a s manipulací geometrických tvarù (forem). Z hlediska informatiky jsou geometrické tvary popsány datovými strukturami, se kterými lze manipulovat pomocí pøísluźných operátorù. V de˛nici datové struktury se èasto zpìtnì odkazuje na reprezentaci geometrických tvarù, která vznikla v matematice. Jako pøíklad lze uvést parametrickou reprezentaci køivek a ploch nebo popis geometrického objektu jako mno¿iny nulových hodnot nìjakého systému rovností nebo nerovností { tzv. implicitní reprezentace.

1 Aplikace

Geometrické modelování nalezlo pou¿ití v mnoha odvìtvích jako jsou napø. strojírenství, architektura, geogra˛e a geologie, biologie, poèítaèová animace a lékaøství. V rámci tìchto aplikací je geometrie pouze jednou z vícero komponent, je¿ navzájem spoluvytváøejí vhodný model. Tento model je základem pro numerickou simulaci nebo výrobu, jejich¿ efektivita je závislá na manipulovatelnosti a pøesnosti geometrického modelu. Dá se øíci, ¿e geometrický tvar tvoøí kostru modelu a tím spojuje vźechny ostatní komponenty.

2 Èásti poèítaèové geometrie

Geometrické modelování lze rozdìlit do rùzných oblastí, je¿ vznikly z rùzných smìrù nahlí¿ení na geometrii. Jedním z nejvypracovanìjźích odvìtví je modelování pomocí diferenciální geometrie. Diferenciální geometrie se zabývá analýzou geometrických

8 Geometrické modelování a základní transformace

tvarù pod zorným úhlem diferenciálního poètu. Pøitom jsou zkoumány aspekty køivosti a vzdálenosti køivek a ploch. Zejména se pak jedná o pøedevźím návrh tvarù, které vzhledem ke své hladkosti musí splòovat zvláźtní po¿adavky. Pøíkladem je napø. karosérie èi povrch automobilù nebo listy rostlin. Popis a posouzení kvality navr¿ených diferenciálnì geometrických modelù jsou provádìny pomocí pojmù diferenciální geometrie. Takovýmito postupy jsou napø. metoda Beziérových polynomù resp. metoda B-splinù resp. interpolaèní metody. Mimo tìchto metod orientovaných na paramatrické vyjádøení získávají na významu i metody, které pou¿ívají implicitní reprezentaci.

V kombinatorickém modelování se geometrické tvary skládají ze základních prvkù jako jsou body, køivky, èásti roviny a polyedrù. V závislosti na pøípustných operacích lze mluvit o modelech buòkových rozkladù, mno¿inových modelech, Minkowského modelech, iterovaných dílèích modelech a modelech zalo¿ených na gramatice. Speciálním pøípadem kombinatorické geometrie je geometrie bodového rozkladu, která se zabývá geometrickým modelováním bodového rozkladu (rasterizací). Pøitom je geometrický tvar reprezentován jako mno¿ina rastrových prvkù nìjakého rastrovaného univerza. Tento druh geometrie je pou¿íván hlavnì u digitálního zpracování dat. Pøíkladem jsou rastrové obrázky a jejich tøídimenzionální analogie { voxely.

3 Gra˛cké znázornìní

Podstatným pomocným prostøedkem geometrického modelování je gra˛cké znázornìní. Za tímto úèelem je potøebné efektivní pøevedení geometrického modelu do obrazového (gra˛ckého) znázornìní. Gra˛cké zpracování dat poskytuje pro rùzné datové typy pøizpùsobené znázoròovací algoritmy poèínaje od abstraktního znázornìní køivek a¿ po realisticky pùsobící znázornìní tøídimenzionálních objektù.

V gra˛ckém zpracování dat rozliźujeme mezi køivkovì orientovanými a rastrovì orientovanými metodami znázornìní. Dùle¿itým køivkovì orientovaným znázoròovacím pøístrojem jsou perový a jiné druhy plotrù. Plotry jsou schopny nakreslit prakticky libovolnou køivku.

U rastrové gra˛ky sestává reprezentace z matice pixelù. U èernobílé rastrové gra- ˛ky je obrazový bod buï èerný nebo bílý. Znázoròovací pøístroje èernobílé rastrové gra˛ky jsou maticové a laserové tiskárny. Podstatná charakteristika kvality je rozliźení. Rozliźení je udáváno buï jako poèet obrazových bodù na jednotku délky nebo jako celkový poèet øádkù a sloupcù obrazové matice.

U barevné rastrové gra˛ky se rozliźuje mezi systémy s paletami barev a plnì barevnými systémy. Pixely systému s paletami barev reprezentují hodnoty z pomocné tabulky barev (palety), co¿ je vektor z hodnot barev, který obsahuje potøebné barvy obsa¿ené ve znázoròovaném obraze. Obvykle pracuje systém s paletami barev s 256 tabulkovými zápisy. Tímto zpùsobem je jeden pixel reprezentován 8 bity = 1 Byte pro index své barvy v tabulce. Zápisy barev odpovídají èasto paletì z 2^{24} barev. Zá-

4. POSUNUTÍ, OTÁÈENÍ A ZMÌNA MÌØÍTKA V ROVINÌ 9

pis do palety proto potøebuje 24 bitù. Barvy se obvykle kódují v tzv. RGB-modelu. Tímto zpùsobem máme k dispozici v¿dy 8 bitù pro èervenou, zelenou a modrou. V pøípadì plnì barevného systému se pro ka¿dý obrazový bod ulo¿í jeho vlastní barevná hodnota.

4 Posunutí, otáèení a zmìna mìøítka v rovinì

Transformace se v gra˛ckých systémech objevují ve dvou souvislostech. Jednak se pou¿ívají pøi zmìnì souøadných soustav (nejèastìji jde o posunutí a zmìnì mìøítka), jednak pøi zmìnì polohy a tvaru jednotlivých èástí obrázku. Za základní transformace pova¿ujeme posunutí, zmìnu mìøítka a otáèení.

Posunutí (translace) je pøemístìní objektu z jedné pozice do druhé. Bod o souøadnicích (x, y) je pøesunut do bodu (x^′, y^′) pøiètením délek posunutí T_x a T_y k pùvodním souøadnicím:

x^′ = T_x + x, y^′ = T_y + y.

Dvojice délek (T_x, T_y) de˛nuje vektor posunutí.

Transformace objektu po kruhové dráze se nazývá otáèení (rotace). Je urèena úhlem otáèení θ a støedem otáèení S = (x_S , y_S). Tuto transformaci vyjadøuje soustava rovnic

x^′ = (x − x_S)cosθ − (y − y_S)sinθ + x_S, y^′ = (x − x_S)sinθ − (y − y_S)cosθ + y_S.

Transformace, pomocí které lze zmìnit velikost objektu, se nazývá zmìna mìøítka. Je pak vyjádøena soustavou rovnic

x^′ = xS_x, y^′ = yS_y,

kde (S_x, S_y) je vektor mìøítek.

5 Maticové vyjádøení a homogenní souøadnice

Základní transformace a jejich kombinace jsou vyu¿ívány v mnoha aplikacích. Pøi kresbì obrazù, které jsou vytváøeny z mno¿iny jednoduźźích základních tvarù, je nutno ka¿dý tvar posunout, otoèit a zmìnit jeho velikost tak, aby správnì zapadl do celku. Posloupnost transformací by se mohla provádìt krok za krokem. Souøadnice bodù urèujících objekt by byly nejprve podrobeny transformaci zmìna mìøítka, poté otáèení

10 Geometrické modelování a základní transformace

a nakonec posunutí do ¿ádané polohy. Mnohem výhodnìjźí je vźak vypoèítat ¿ádané koncové souøadnice z pùvodních souøadnic pøímo pomocí násobení matic.

Pøi práci s maticemi je vhodné vyjádøit bod pomocí homogenních souøadnic. Dvojici souøadnic (x, y) zapíźeme jako trojici [x_h y_h h], kde: x_h = xh, y^′ = yh. Parametr h se nazývá homogenizaèní faktor a jeho hodnota se volí nejèastìji h = 1.

Ka¿dá dvourozmìrná pozice má potom homogenní souøadnice ve tvaru [x_h y_h h].

Pøi pou¿ití homogenních souøadnic mù¿eme základní transformaèní rovnice vyjádøit pomocí násobení matic. Aèkoliv zpracováváme body v dvourozmìrném prostoru, ètvercové transformaèní matice jsou øádu 3 z toho dùvodu, aby bylo mo¿no provádìt také posunutí.

Døíve uvedené transformaèní rovnice mù¿eme zapsat v pøehledném maticovém tvaru: P^′ = P M, kde P^′ = [x^′ y^′ 1] a P = [x y 1] jsou matice typu 1 × 3 pøedstavující souøadnice bodù. Ètvercová matice M je matice transformace.

Pro ètvercovou matici posunutí se vzdálenostmi posunu T_x a T_y zavedeme oznaèení T (T_x, T_y):

T (T_x, T_y) =

1 0 0 0 1 0 T_x T_y 1 . Zavedeme také inverzní matici T^{−1} vyjadøující posunutí opaèným smìrem:

T^{−1}(T_x, T_y) =

1 0 0 0 1 0 −T_x −T_y 1 . Pro otáèení podle poèátku souøadnicové soustavy zavedeme transformaèní matici R(θ):

R(θ) = cos θ sin θ 0 − sin θ cos θ 0 0 0 1 . Inverzní matice R^{−1}(θ) popisuje otáèení obráceným smìrem:

R^{−1}(θ) = cos θ − sin θ 0 sin θ cos θ 0 0 0 1 .

5. MATICOVÉ VYJÁDØENÍ A HOMOGENNÍ SOUØADNICE 11

Podobnì vytvoøíme matici S(S_x, S_y) pro zmìnu mìøítka a matici S^{−1}(S_x, S_y) k ní inverzní:

S(S_x, S_y) =

S_x 0 0 0 S_y 0 0 0 1 ,

S^{−1}(S_x, S_y) = 1 Sx 0 0 0^1_{Sy} 0 0 0 1 .

Maticová reprezentace je bì¿ný zpùsob implementace základních transformací v gra˛ckých systémech. Ka¿dou posloupnost transformací mù¿eme vyjádøit pomocí slo- ¿ené transformaèní matice, získané ze základních transformaèních matic. Vytvoøení slo¿ené transformaèní matice se nazývá skládání matic.

Dvì postupná posunutí mù¿eme provést tak, ¿e nejprve slo¿íme matice posunutí a potom aplikujeme výslednou slo¿enou matici na souøadnice bodù. Jsou-li dána dvì postupná posunutí T (T_{x1} , T_{y1} ) a T (T_{x2} , T_{y2} ), spoèítáme slo¿enou matici jako

T = 1 0 0 0 1 0 T_{x1} T_{y1} 1

1 0 0 0 1 0 T_{x2} T_{y2} 1

= 1 0 0 0 1 0 T_{x1} + T_{x2} T_{y1} + T_{y2} 1 .

Je vidìt, ¿e transformace posunutí jsou aditivní. Podobnì ze souètových vzorcù obdr¿íme

T = cos θ sin θ 0 − sin θ cos θ 0

0 0 1 cos η sin η 0 − sin η cos η 0 0 0 1

= cos(θ + η) sin(θ + η) 0 − sin(θ + η) cos(θ + η) 0 0 0 1 .

Skládáme-li matice zmìny mìøítka, výsledná matice ukazuje, ¿e kdybychom ztrojnásobili velikost objektu dvakrát po sobì, výsledný objekt by byl devìtkrát vìtźí ne¿ objekt pùvodní:

12 Geometrické modelování a základní transformace

T = S_{x1} 0 0 0 S_{y1} 0 0 0 1

S_{x2} 0 0 0 S_{y2} 0 0 0 1

= S_{x1} S_{x2} 0 0 0 S_{y1} S_{y2} 0 0 0 1 .

Pou¿ijeme-li transformaèní matice pro posunutí a otáèení, mù¿eme vytvoøit slo- ¿enou matici pro otáèení vzhledem ke vzta¿nému bodu (x_S, y_S) slo¿ením tøí transformací. Nejprve jsou vźechny souøadnice posunuty tak, aby se vzta¿ný bod dostal do poèátku souøadnicové soustavy. Ve druhém kroku se objekt otáèí kolem poèátku a nakonec jsou souøadnice posunuty tak, aby se vzta¿ný bod vrátil do své pùvodní polohy. Tato posloupnost je maticovì popsána takto M = T^{−1}(T_{xS} , T_{yS} )R(θ)T (T_{xS} , T_{yS} ). Skládáním rùzných transformací docílíme rùzných zmìn polohy a tvaru objektù.

Napøíklad mìøítek S_x a S_y, která urèují zmìny velikosti pouze ve smìrech x a y, lze pou¿ít pro zmìnu mìøítka objektù v libovolném smìru s pomocí transformace otáèení. Pøipomeòme dále, ¿e násobení matic je asociativní operace, která není obecnì komutativní. Jen v nìkterých pøípadech je násobení dvou transformaèních matic komutativní. Platí to zejména pro dvì následné speciální transformace tého¿ druhu (otáèení kolem poèátku, rovnomìrná zmìna mìøítka). Kombinace otáèení a posunutí vźak komutativní není.

6 Dalźí rovinné transformace

Základní transformace jako posunutí, zmìna mìøítka a otáèení jsou implementovány ve vìtźinì gra˛ckých systémù. Nìkteré systémy obsahují navíc nìkolik dalźích transformací vhodných pro urèité aplikace. Dvì takové transformace jsou zrcadlení a zkosení (støih).

Zrcadlení je transformace, která vytváøí zrcadlový obraz objektu vzhledem k ose zrcadlení. Napøíklad pro zrcadlení objektù podle osy x se pou¿ije transformaèní matice zmìny mìøítka, ve které vźak budou S_x = 1 a S_y = −1:

Z_x =

1 0 0 0 −1 0 0 0 1 .

6. DALľÍ ROVINNÉ TRANSFORMACE 13

Tato transformace zachovává souøadnice x, ale þpøevrátíß souøadnice y. Podobnì zrcadlení podle osy y pøevrátí souøadnice x a zachová souøadnice y:

Z_y =

−1 0 0 0 1 0 0 0 1 .

Dalźí typ zrcadlení pøevrací souøadnice x a y podle poèátku souøadnicové soustavy. Osa zrcadlení je v takovém pøípadì kolmá na rovinu xy a prochází poèátkem. Odpovídající transformaèní matice má tvar

Z_{xy} = −1 0 0 0 −1 0 0 0 1 .

Matici zrcadlení podle obecné osy, pøípadnì obecného vzta¿ného bodu, vytvoøíme skládáním transformaèních matic pro posunutí, otáèení a zrcadlení podle souøadnicové osy èi poèátku. Inverzní matice Z^{−1} je v¿dy toto¿ná s danou maticí Z.

Zkosení (kroucení, støih) zpùsobuje deformace tvarù. Výsledek transformace vyvolává dojem, jako kdyby objekty byly slo¿eny z mnoha vrstev, které jsou po sobì posouvány. Dvì základní transformace jsou zkosení ve smìru x a zkosení ve smìru y. Pro zkosení ve smìru x se pou¿ívá transformaèní matice:

SH_x = 1 0 0 SH_x 1 0 0 0 1 . Inverzní matice zkosení má tvar:

SH^{−1}_x =

1 0 0 −SH_x 1 0 0 0 1 . Za parametr SH_x mù¿eme volit jakákoliv reálná èísla. Transformace mìní pouze souøadnice x, souøadnice y zùstávají nezmìnìny. Ka¿dý bod objektu je posunut ve vodorovném smìru o vzdálenost úmìrnou souøadnici y.

Podobná matice mù¿e být pou¿ita pro zkosení ve smìru y:

SH_y = 1 SH_y 0 0 1 0 0 0 1 .

14 Geometrické modelování a základní transformace

7 Lineární prostorové transformace

Podobnì jako v dvojrozmìrném pøípadì umo¿òují tøídimenzionální (3D) transformace modi˛kovat objekty a mìnit jejich polohu a orientaci v prostoru. Pro transformaci objektù v prostoru lze pou¿ít obdobné transformace jako v rovinì. Transformace popíźeme pomocí matic 4 × 4 s vyu¿itím homogenních souøadnic. Ka¿dému bodu o souøadnicích (x, y, z) pøiøadíme ètveøici [x_w y_w z_w w], kde w je libovolné nenulové reálné èíslo. Tato ètveøice bude pøedstavovat homogenní souøadnice bodu.

Transformace posunutí zmìní polohu objektu beze zmìny tvaru a orientace objektu. Pomocí transformaèní matice

Pro ètvercovou matici posunutí se vzdálenostmi posunu T_x, T_y a T_z zavedeme oznaèení T (T_x, T_y, T_z):

T (T_x, T_y, T_z) =

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 T_x T_y T_z 1 .

Zavedeme také inverzní matici T^{−1} vyjadøující posunutí opaèným smìrem:

T^{−1}(T_x, T_y, T_z) =

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 −T_x −T_y −T_z 1 .

Pøi otáèení v rovinì staèí urèit støed otáèení a úhel otáèení. U prostorové transformace vźak musíme zadat osu otáèení a úhel otoèení okolo této osy nebo urèit otoèení jiným jednoznaèným zpùsobem.

Uva¿ujme nejprve jednoduźźí pøípad, kdy osa otáèení splývá s nìkterou ze souøadnicových os. Nejprve sestavíme transformaèní matici pro otoèení okolo osy z o úhel θ. Tato matice má tvar: Pro otáèení podle poèátku souøadnicové soustavy zavedeme transformaèní matici R(θ):

R_z(θ) = cos θ sin θ 0 0 − sin θ cos θ 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 .

Podobnì lze urèit i matice pro otoèení okolo osy x, resp. y:

R_x(θ) =

1 0 0 0 0 cos θ sin θ 0 0 − sin θ cos θ 0 0 0 0 1 , R_y(θ) = cos θ 0 sin θ 0 0 1 0 0 − sin θ 0 cos θ 0 0 0 0 1 .

7. LINEÁRNÍ PROSTOROVÉ TRANSFORMACE 15

Trransformaèní matice pro otoèení v prostoru okolo libovolné osy získáme slo¿ením jednoduźźích transformací.

Nechż je osa otáèení urèena body A = [x_1w, y_1w, z_1w, w] a B = [x_2w, y_2w, z_2w, w]. Nejprve vytvoøíme matici M, která pøemístí osu otáèení do nìkteré ze souøadnicových os (nechż je to napø. osa z). Libovolný bod p otáèeného objektu bude transformován do bodu pM. Potom provedeme transformaci R_z(θ) o úhel θ, bod p se pøemístí do bodu pMR_z(θ). Nakonec otoèený bod transformujeme zpìt (osa otáèení se z osy z pøemístí do pùvodní polohy) pomocí transformace M^{−1} na výsledný bod: pMR_z(θ)M^{−1}. Matici M mù¿eme zkonstruovat napø. takto:

1. Transformací posunutí T (T_{−x1} , T_{−y1} , T_{−z1} ) pøemístíme A = [x_1w, y_1w, z_1w, w] do poèátku.

2. Urèíme polární souøadnice druhého koncového bodu po posunutí tj. bodu B^′ = [(x_2−x_1)w, (y_2−y_1)w, (z_2−z_1)w, w]. Polární souøadnice bodu B^′ jsou B^′_{polar}[r, ω_1, ω_2].

3. Provedeme otoèení okolo souøadnicové osy z o úhel −ω_1. Odpovídající matici rotace oznaèíme R_z(−ω_1). Transformovaná osa otoèení le¿í nyní v rovinì xz.

4. Provedeme otoèení okolo souøadnicové osy y o úhel −ω_2. Odpovídající matici rotace oznaèíme R_y(−ω_2). Transformovaná osa otoèení splyne s osou z.

Matice M je tedy de˛nována:

M = T (T_{−x1} , T_{−y1} , T_{−z1} )R_z(−ω_1)R_y(−ω_2).

Inverzní matice odpovídá slo¿ení zpìtných transformací

M^{−1} = R_y(ω_2)R_z(ω_1)T (T_{x1} , T_{y1} , T_{z1} ).

Výsledná transformace R_{obecná}je dána maticí

R_{obecná} = MR_z(θ)M^{−1}.

Podobnì jako v dvojrozmìrném pøípadì vytvoøíme matici S(S_x, S_y, S_z) pro zmìnu mìøítka a matici S^{−1}(S_x, S_y, S_z) k ní inverzní:

S(S_x, S_y, S_z) = S_x 0 0 0 0 S_y 0 0 0 0 S_z 0 0 0 0 1 ,

16 Geometrické modelování a základní transformace

S^{−1}(S_x, S_y, S_z) = 1 Sx 0 0 0 0^1_{Sy} 0 0 0 0^1_{Sz} 0 0 0 0 1 .

Transformace zkosením deformuje transformovaný objekt. Jako pøíklad uvedeme zkosení ve smìru roviny xy. Transformaèní matice pro zkosení je:

SH_{xy} = 1 0 0 0 0 1 0 0 SH_x SH_y 1 0 0 0 0 1 .

Analogické matice platí i pro zkosení v jiných rovinách. Uvedené transformace lze libovolnì kombinovat a vytváøet transformace zrcadlení, soumìrnosti apod.

8 Promítací metody

Ideální zpùsob vytvoøení obrazu trojrozmìrného objektu na dvourozmìrné ploźe obrazovky èi výkresu není jednoznaènì stanoven. V technických odvìtvích dávají konstruktéøi pøednost vybraným pohledùm na objekty (pùdorys, nárys, bokorys), pro obecný pohled volí rùzné typy rovnobì¿ného promítání, které sice neodpovídá skuteènosti, ale je vhodné pro pøípadná odmìøování délek èi úhlù. Architekti naopak pou¿ívají témìø výluènì støedové promítání, ve kterém se vzdálenìjźí objekty jeví menźími tak, jak je tomu ve skuteènosti.

Pøipomeòme si, ¿e vyjádøíme-li bod o souøadnicích (x, y, z) pomocí homogenních souøadnic jako P = [x_h, y_h, z_h, h], mù¿eme jeho transformaci na bod P^′ = [x^′_h, y^′_h, z^′_h, h] maticovì vyjádøit jako:

P^′ = P A_{xx} A_{yx} A_{zx} P_x A_{xy} A_{yy} A_{zy} P_y A_{xz} A_{yz} A_{zz} P_z T_x T_y T_z 1 ,

kde koe˛cienty A_{ij} jsou pou¿ívány pro vyjádøení otáèení, zmìnu mìøítka a zkosení, koe˛cienty T_i vyjadøují posunutí a koe˛cienty P_i vyjadøují projekci.

Pojmem promítání (projekce) budeme oznaèovat transformaci, která pøevede body z trojrozmìrného prostoru do prostoru dvojrozmìrného. Prakticky to znamená, ¿e jedna ze souøadnic (nejèastìji z) nabyde konstantní (nulové) hodnoty, tak¿e ji bude mo¿no vynechat.

8. PROMÍTACÍ METODY 17

Pøipomeòme dále, ¿e promítací paprsek je pøímka vedená promítaným bodem, její¿ smìr závisí na zvolené promítací metodì. Prùmìtna je pak rovina v prostoru, na kterou dopadají promítací paprsky.

V následujícím budeme vìtźinou pøedpokládat, ¿e prùmìtna je shodná s rovinou xy, co¿ umo¿ní jednoduchým zpùsobem (zanedbáním souøadnice z) vykreslit výsledný obraz. Tento pøedpoklad není omezující - libovolnou prùmìtnu je mo¿no transformovat pomocí otoèení a posunutí tak, aby splynula s rovinou xy. Stejné transformace je pochopitelnì nutno pou¿ít i na vźechny promítané body v prostoru.

Uvedený postup je bì¿ný ve vìtźinì gra˛ckých systémù. Jednotná poloha prùmìtny toti¿ dovoluje zjednoduźit podstatným zpùsobem øadu algoritmù øeźících viditelnost a stínování.

Podle smìru promítacích paprskù se promítací metody rozdìlují na:

1. Rovnobì¿né promítání, pøi kterém jsou vźechny promítací paprsky rovnobì¿né.

Výsledkem je obraz, který zachovává relativní rozmìry prostorových objektù, ale nemá pøirozený vzhled.

2. Støedové promítání (perspektivní). Pøi nìm vźechny paprsky procházejí jedním bodem - støedem promítání. Ve výsledném obrazu se úseèky vzdálené více od støedu promítání zobrazí jako kratźí ne¿ stejnì dlouhé úseèky bli¿źí.

Støedové promítání

Uva¿me následující pøípad - projekci bodu P = (x, y, z) na bod P^′ = (x^′, y^′, z_0) v prùmìtnì π. Pøitom pozorovatel je v daném pøípadì v poèátku souøadného systému a projekèní rovina je kolmá na osu z. Na základì trojúhelníkové podobnosti vidíme, ¿e x^′ = x z_0 z , y^′ = y z_0 z . Vzdálené body za prùmìtnou jsou pøi zobrazení zmenźeny, objekty v prùmìtnì zachovávají velikost a objekty pøed prùmìtnou se na obraze zvìtźí. Transformaèní pøedpis v homogenních souøadnicích má tvar

[x^′, y^′, z^′, w^′] = [x, y, z, 1] 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1z_0 0 0 0 1 = [x, y, z, z z_0 ].

To znamená, ¿e mù¿eme vyjádøit støedové (perspektivní) promítání pomocí lineární transformace. Pokud uva¿ujeme umístìní pozorovatele v bodì z = z_0 a projekèní rovinu umístíme do poèátku souøadného systému (tj. ji ztoto¿níme s rovinou xy), pak

x^′ = x z_0 z + z_0 = x 1 +^z_{z0} , y^′ = y z_0 z + z_0 = y 1 +^z_{z0} .

18 Geometrické modelování a základní transformace

Maticový tvar této transformace je

[x^′, y^′, z^′, w^′] = [x, y, z, 1] 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1z_0 0 0 0 1 = [x, y, z, z z_0 ].

Pøitom 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1z_0 0 0 0 1 = 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1z_0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 ,

tj. P_{per} = T_{per}P_{par}.

Perspektivní projekci podle matice P_{per} mù¿eme chápat jako perspektivní transformaci objektù maticí T_{per} a následnou paralelní projekci do zvolené prùmìtny vyjádøenou maticí P_{par}. Transformace T_{per} zachovává body v rovinì z = 0 beze zmìny. To platí i pro obrazové body [1, 0, 0, 0] a [0, 1, 0, 0] na ose x nebo na ose y. Rovnobì¿ky ve smìru os x nebo y zùstanou rovnobì¿né. Bod v nekoneènu na ose z tj. [0, 0, 1, 0] je transformován do bodu [0, 0, 1, 1z_0 ] neboli [0, 0, z_0, 1]. To znamená, ¿e vźechny rovnobì¿ky s osou z procházejí po støedové (perspektivní) transformaci bodem [0, 0, z_0, 1]. Tento bod se nazývá úbì¿ník. Pokud projekèní rovina protíná 2 nebo 3 osy souøadného systému, pak odpovídající perspektivní transformace urèí 2 nebo 3 úbì¿níky na pøísluźných osách. V souladu s tím pou¿íváme pojmenování dvoubodová nebo tøíbodová perspektiva. Pokud protíná prùmìtna osy souøadného systému v úbì¿nících (−x_0, 0), (0, −y_0, 0), (0, 0, −z_0), perspektivní transformaci popíźeme maticí

T_{perxyz} = 1 0 0 1x_0 0 1 0 1y_0 0 0 0 1z_0 0 0 0 1 .

Rovnobì¿né promítání

Nejjednoduźźí typ rovnobì¿ného promítání je promítání do nìkteré z rovin x = x_0, y = y_0, z = z_0 ve smìru pøísluźné osy kolmé na zvolenou promítací rovinu - prùmìtnu. Velmi èasto budou x_0, y_0 nebo z_0 = 0, prùmìtnou bude nìkterá z rovin yz, xz nebo yz. Projekci popíźeme jednoduchou transformací v homogenních souøadnicích:

8. PROMÍTACÍ METODY 19

[x^′, y^′, z^′, w^′] = [x, y, z, 1] 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 z_0 1 .

Skupina projekcí ve smìru hlavních os do prùmìten v hlavních rovinách xy, xz a yz, která zahrnuje nárys a podle potøeby bokorysy, pùdorys (pohled shora), spodní pohled a pohled zezadu, se nazývá Mongeova projekce. Mongeovo promítání je speciálním pøíkladem kolmého promítání. Promítací paprsky jsou kolmé na prùmìtnu.

Axonometrie

Axonometrické kolmé promítání pou¿ívá projekèní roviny, které nejsou rovnobì¿né s hlavními osami, tj. prùmìtna protíná 2 nebo nejèastìji vźechny 3 hlavní osy. Axonometrické kolmé promítání zachovává rovnobì¿nost promítnutých hran, zmìní úhly mezi hranami. Pokud prùmìtna protne hlavní osy ve stejné vzdálenosti, pak v prùmìtu lze mìøit a porovnávat vzdálenosti { zkreslení vydáleností je toti¿ ve vźech smìrech promítnutých os stejné. Tato projekce se nazývá izometrie. Matice izometrického zobrazení má tvar:

M_{izo} =

− cos 30^∘ − sin 30^∘ 0 0 cos 30^∘ − sin 30^∘ 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 .

Kosoúhlé promítání

Kosoúhlý prùmìt získáme promítnutím bodù do prùmìtny ve smìru, který není kolmý k prùmìtnì. Uva¿me kosoúhlé promítání bodu (x_1, y_1, z_1) promítacím paprskem do polohy (x_2, y_2) v prùmìtnì. Kolmý prùmìt bodu je pøitom oznaèen jako (x_k, y_k). Promítací paprsek svírá úhel α s úseèkou v prùmìtnì, která je urèena body (x_2, y_2) a (x_k, y_k). Tato úseèka má délku L a svírá úhel θ s vodorovným smìrem v prùmìtnì. Pøi uvedeném znaèení vyjádøíme souøadnice bodu (x_2, y_2) pomocí x_k, y_k, L a θ jako

x_2 = x_k + L cos θ, y_2 = y_k + L sin θ.

Pro de˛nici smìru promítání staèí zvolit velikosti úhlù θ a α. Obvyklé hodnoty jsou 30^∘ a 45^∘, které umo¿òují kombinovaný pohled na pøední, boèní a vrchní stranu krychle, její¿ stìny jsou rovnobì¿né se souøadnicovými osami. Délku L vyjádøíme pomocí z_1 a úhlu α tan α = z L = 1 L_1 ,

20 Geometrické modelování a základní transformace

kde délka L_1 je þnormalizovanáß délka L pro pøípad z_1 = 1. Po úpravì L = z_1L_1 zapíźeme pøedchozí rovnice pro kosoúhlé promítání ve tvaru

x_2 = x_k + z_1(L_1 cos θ), y_2 = y_k + z_1(L_1 sin θ).

Odtud ji¿ snadno odvodíme tvar matice kosoúhlého promítání

M_{koso} =

1 0 0 0 0 1 0 0 L_1 cos θ L_1 sin θ 0 0 0 0 0 1 .

Tato matice vyjadøuje souèasnì i pravoúhlé promítání, pokud je L_1 = 0, co¿ nastává právì pøi velikosti úhlu α = 90^∘. Kosoúhlé promítání má tedy nenulové hodnoty L_1. Vźimnìme si, ¿e matice M_{koso} je podobná matici zkosení. Kosoúhlé promítání lze skuteènì provést jako zkosení (smyk) ve smìru roviny xy a kolmé promítnutí do této roviny. Proto¿e pøi zkosení je posun souøadnic x a y, le¿ících v té¿e rovinì rovnobì¿né s xy, úmìrný velikosti z, zachovává toto promítání úhly, vzdálenosti a rovnobì¿ky v dané rovinì. Úhel α lze sice volit libovolnì, v praxi se vźak nejèastìji pou¿ívají dvì základní hodnoty:

• Kavalírní promítání je charakterizováno hodnotou tan α = 1, tedy α = 45^∘.

Vźechny úseèky kolmé k prùmìtnì jsou promítány bez zkreslení.

• Kabinetní promítání má tan α = 2. To nastává pro úhel o pøibli¿né veli-

kosti α = 63, 4^∘. Vźechny úseèky kolmé k prùmìtnì jsou kráceny na polovinu a výsledný prùmìt vypadá pomìrnì pøirozenì. .

Kapitola 2 Bézierova metoda

Bézierovu metodu lze pøiøadit k diferenciálnì geometrickému modelování. Jsou takto navrhovovány hladké køivky, plochy a tìlesa reprezentované parametricky. Navr¿ené geometrické tvary jsou popsány pomocí polynomù. Pou¿ijeme vźak reprezentaci, kde Bernsteinovy polynomy tvoøí bázi. Koe˛cienty jsou pak geometricky odvoditelné parametry.

1 Køivky a plochy

Hladké tvary jako silueta vázy, karosérie automobilu nebo vybrouźený diamant lze matematicky popsat po,ocí køivek, ploch nebo tìles.

De˛nice. Parametrická reprezentace køivky v R^d: souøadnice bodù p køivky

jsou funkce jedné promìnné:

p = k(t), k : P → R^d, t ∈ P ⊆ R.

P je pøitom interval, napø. [0, 1] a nazývá se parametrický obor køivky.

Kruh je napø. v rovinì x − y popsán jako: x = cos t, y = sin t, t ∈ [0, 2π].

a źroubovice v prostoru jako: x = sin t, y = cos t, z = t, t ∈ R. Podobnì jako pro køivky, lze parametricky de˛novat plochu jako obraz dvoudimenzionálního intervalu:

22 Bézierova metoda

De˛nice. Parametrická reprezentace plochy v R^3: souøadnice x, y, z bodù p

plochy jsou funkce jedné promìnné: p = x y z = x(u, v) y(u, v) z(u, v) = f(u, v), (u, v) ∈ P ⊆ R^2, kde x, y, z : P → R, f : P → R^3, P je interval, napø. [0, 1] × [0, 1] a nazývá se parametrický obor plochy.

Pøíkladem plochy je x = u^2 + v^2 3u^2 + 2v^2 , y = u 3u^2 + 2v^2 , z = u · v 3u^2 + 2v^2 , (u, v) ∈ (0, 1] × (0, 1]. Køivky v R^2 resp. plochy v R^3 lze reprezentovat v mnoha pøípadech explicitnì:

De˛nice. Explicitní reprezentace køivky v R^2: y-ová souøadnice bodù p køivky

je funkce promìnné x: p = (x, y), y = f(x) s f : P → R, P ⊆ R. Explicitní reprezentace plochy v R^3: z-ová souøadnice bodù p plochy je funkce

promìnných x, y: p = (x, y, z), z = f(x, y) s f : P → R, P ⊆ R^2. 2 Bézierovy køivkové segmenty

Mno¿ství mo¿ností umo¿òující nám si vyjádøit køivky a plochy závisí na tøídì pou¿itých funkcí. Pøi volbì této tøídy je dùle¿itou vedlejźí podmínkou algoritmická manipulovatelnost s tìmito funkcemi. Jako dùle¿itá tøída se ukázaly polynomy:

De˛nice. Polynomiální køivkový segment v R^d má tvar:

p(t) :=^{n∑}_{i=0} a_it^i, t ∈ [0, 1], a_i ∈ R^d.

Tvar polynomiální køivky v této reprezentaci je urèen koe˛cienty a_i. Výpoètovì lze tento polynom reprezentovat tìmito koe˛cienty. Tyto koe˛cienty vźak nejsou vhodné pro pou¿ití v gra˛ckém systému. Souvislost mezi køivkou a koe˛cienty je málo intuitivní. To lze odstranit Bézierovou metodou.

Bézierova metoda pou¿ívá reprezentaci polynomù s vhodnìjźími øiditelnými parametry. Bézierovy køivky jsou zadány posloupností bodù b_i, i = 0, 1, . . . , n. Tyto body se nazývají Bézierovy kontrolní body. Spojení Bézierových bodù v daném poøadí de˛- nuje Bézierùv kontrolní polygon. Vycházeje z Bézierova polygonu, jsou køivkové body urèeny podle následujícího pøedpisu:

2. BÉZIEROVY KØIVKOVÉ SEGMENTY 23 Algoritmus. (de Casteljau)

Vstup: Bézierovy body b_0, b_1, . . . , b_n, parametrická hodnota t^∗ ∈ [0, 1]. Výstup: Bod køivky b(t^∗).

BEGIN

FOR i := 0 TO n DO b^0_i := b_i; FOR j := 1 TO n DO

FOR i := j TO n DO b^j_i := (1 − t^∗) · b^{j−1}_{i−1} + t^∗ · b^{j−1}_i ; b(t^∗) := b^n END.

Casteljauùv algoritmus nám poskytuje souvislost mezi kontrolním polygonem a výslednou køivkou. Abychom mohli urèit bod køivky urèený parametrem t^∗, budou hrany Bézierova polygonu rozdìleny v pomìru t^∗ : (1 − t^∗) a výsledné body spojeny tahem polygonem. S tímto o jeden bod kratźím tahem se postupuje obdobnì a¿ zbude pouze jeden bod. To je hledaný køivkový bod b(t^∗). Tímto Casteljauovým algoritmem de˛novaná køivka se dá popsat jako

b(t) :=^{n∑}_{i=0} b_iB^n_i (t), t ∈ [0, 1], b_i ∈ R^d,

kde B^n_i (t) jsou ní¿e de˛nované Bernsteinovy polynomy.

De˛nice. Bernsteinovy polynomy stupnì n jsou tvaru:

B^n_i (x) = ( n i ) x^i(1 − x)^{n−i}, i = 0, . . . , n. Køivky v této reprezentaci se nazývají Bézierovy køivkové segmenty.

De˛nice. Bézierùv køivkový segment v R^d je tvaru: b(t) :=^{n∑}_{i=0} b_iB^n_i (t), t ∈ [0, 1], b_i ∈ R^d.

Souvislost mezi Casteljauovým algoritmem a Bézierovými køivkovými segmenty lze formálnì zapsat následovnì: b^j_i (t) :=^{j∑}_{k=0} b_{i−j+k}B^j_k(t), j = 0, . . . , n, i = j, . . . , n, t ∈ [0, 1].

24 Bézierova metoda

Dùkaz lze provést indukcí. Toti¿

b^{j+1}_{i+1} (t)=(1 − t)b^j_i (t) + tb^j_{i+1}(t)

=(1 − t)^{∑j}_{k=0} b_{i−j+k}B^j_k(t) + t^{∑j}_{k=0} b_{i+1−j+k}B^j_k(t) =(1 − t)b_{i−j}B^j_0(t) +^{∑j}_{k=1}^((1 − t)b_{i−j+k}B^j_k(t) + tb_{i−j+k}B^j_{k−1}(t)^)+ tb_{i+1}B^j (t) =(1 − t)b_{i−j}B^j_0(t) +^{∑j}_{k=1} b_{i−j+k}B^{j+1}_k (t) + tb_{i+1}B^j (t)

=b_{i−j}B^{j+1}_0 (t) +^{∑j}_{k=1} b_{i−j+k}B^{j+1}_k (t) + b_{i+1}B^{j+1}_{j+1} (t)

=^{∑j+1}_{k=0} b_{i−j+k}B^{j+1}_k (t)

Vìta 2.1 Vlastnosti Bernsteinových polynomù

1. Rozklad jednotky: Souèet Bernsteinových polynomù stupnì n je 1: n∑ i=0 B^n_i (x) = n∑ i=0 ( n i ) x^i(1 − x)^{n−i} = (x + 1 − x)^n = 1.

2. Pozitivita: Bernsteinovy polynomy jsou v intervalu [0, 1] nezáporné: B^n_i (x) ≥ 0, i = 0, . . . , n, x ∈ [0, 1]. 3. Maximum: B^n_i (x) nabývá svého maxima v intervalu [0, 1] v bodì^i_n , i = 0, . . . , n. 4. Sumace:_n ∑ i=0 iB^n_i (x) = n · x. 5. Symetrie: B^n_i (x) = B^n_{−i}(1 − x), i = 0, . . . , n. 6. Rekurze: Pro i = 0, . . . , n platí

B^{n+1}_{i+1} (x) =

(n + 1)!

(i + 1)!(n − i)! x^{i+1}(1 − x)^{n−i} = [ n!(i + 1) (i + 1)!(n − i)! + n!(n − i) (i + 1)!(n − i − 1)!(n − i) ] x^{i+1}(1 − x)^{n−i} = xB^n_i (x) + (1 − x)B^n_{i+1}(x).

Je tedy Bernsteinùv polynom stupnì n + 1 konvexní kombinací dvou Bernsteinových polynomù stupnì n.

7. Derivace: Pro i = 1, . . . , n − 1 platí d dx B^n_i (x) = n(n − 1)! i!(n − i)! ( i · x^{i−1}(1 − x)^{n−i} − (n − i) · x^i(1 − x)^{n−1−i} ) = n ·^(B^{n−1}_{i−1} (x) − B^{n−1}_i (x)^) .

2. BÉZIEROVY KØIVKOVÉ SEGMENTY 25

8. Integrace: ∫ 1 0 B^n_i (x) = 1 n + 1 . Dukaz. Snadné cvièení.

Tøída vźech polynomù stupnì nejvýźe n nad reálnými èísly tvoøí vektorový podprostor dimenze n+1 s obvykle de˛novaným sèítáním polynomù a násobení polynomu skalárem. Pøi dané bázi sestávající z polynomù {e_0(x), . . . , e_n(x)} lze ka¿dý polynom zapsat jako lineární kombinaci n∑ i=0 λ_ie_i(x), kde λ_i jsou skaláry. Vedle známých bázé z monomù tj. z polynomù e_i(x) = x^i, i = 0, . . . , n tvoøí bázi i Bernsteinovy polynomy, pøièem¿ e_i(x) = B^n_i (x), i = 0, . . . , n. Máme tedy následující dùsledek:

Vìta 2.2 Bernstein-Bézierova reprezentace Ka¿dý polynomiální køivkový seg-

ment p(t) = ∑n i=0 a_it^i lze zapsat jako Bézierùv køivkový segment

b(t) =^{n∑}_{i=0} b_iB^n_i (t),

a to následovnì

b_i =^{i∑}_{k=0} ( i k )( n k )−1 a_k.

Dukaz. Dosazením za b_i do b(t). Toti¿

b(t) =^{∑n}_{i=0} b_iB^n_i (t) =^{∑n}_{i=0}^{∑i}_{k=0} ( i k )( n k )−1 a_kB^n_i (t)

=^{∑n}_{k=0} a_k^{∑n}_{i=k} ( i k )( n k )−1 B^n_i (t)

=^{∑n}_{k=0} a_k^{∑n}_{i=k} ( i k )( n k )−1( n i ) t^i(1 − t)^{n−i} =^{∑n}_{k=0} a_k^{∑n}_{i=k} ( n − k i − k ) t^i(1 − t)^{n−i} =^{∑n}_{k=0} a_kt^{k ∑n−k}_{j=0} ( n − k j ) t^j(1 − t)^{n−k−j} =^{∑n}_{k=0} a_kt^{k ∑n−k}_{j=0} B^{n−k}_j (t) =^{∑n}_{k=0} a_kt^k = p(t).

26 Bézierova metoda

Zároveò platí

Vìta 2.3 Vlastnosti Bézierových køivkových segmentù

1. Chování v koncových bodech: Kontrolní polygon a køivkový segment mají stejný poèáteèní a koncový bod. První a poslední segment kontrolního polygonu je teèný ke køivce. Ostatní Bézierovy bodu nejsou interpolovány, pouze aproximovány.

2. Vlastnost konvexního obalu: Køivkový segment le¿í v konvexním obalu Bézierových bodù. Zejména tedy le¿í i v konvexním obalu Bézierova polygoniálního tahu.

3. Vliv kontrolních bodù: b_i má nejvìtźí vliv na b(t) v pøípadì, ¿e t = i/n.

4. Omezené kolísání: őádná pøímka neprotíná Bézierùv køivkový segment èastìji ne¿ odpovídající Bézierùv polygoniální tah (variation diminishing property).

Dukaz. Chování koncových bodù a tvrzení o vlivu kontrolních bodù plyne bezpro-

støednì z geometrické podoby Bernsteinových polynomù. Vliv Bernsteinova polynomu v bodì je maximální právì tehdy, kdy¿ v nìm Bernsteinùv polynom nabývá maximum. Dùkaz vlastnosti konvexního obalu vyplývá okam¿itì z Casteljauova algoritmu výpoètu køivkového bodu b(t) ze zadaných kontrolních bodù. Konvexní obal mno¿iny bodù je nejmenźí konvexní mno¿ina ji obsahující. S ka¿dými dvìma Bézierovými body je zde obsa¿ena i jejich spojovací úseèka. To samé platí pro vźechny ostatní spojovací úseèky a zejména tedy pro výsledek b(t). Dùkaz vlastnosti omezeného kolísání bude proveden pozdìji.

Èasová nároènost Casteljauova algoritmu je O(n^2). Vyu¿itím vhodné reprezentace lze køivkové body spoèítat snadnou modi˛kací známého Hornerova schématu vyhodnocení hodnoty polynomu v èase O(n).

Proto¿e vźak Casteljauùv algoritmus je numericky opravdu stabilní (v dùsledku toho, ¿e pracujeme pouze s konvexními kombinacemi vstupních dat) a v urèitých situacích lze vyu¿ít mezivýpoètù, je jeho menźí efektivita relativizována.

Algoritmus. (Bézier-Horner)

Vstup: Bézierovy body b_0, b_1, . . . , b_n ∈ R^d, parametrická hodnota t^∗ ∈ [0, 1].

Výstup: Bod b(t^∗) Bézierova køivkového segmentu b.

BEGIN

IF t^∗ ≤^1_2 THEN

2. BÉZIEROVY KØIVKOVÉ SEGMENTY 27 BEGIN

b := b_n;

FOR i := 1 TO n DO b := b · (i/(n − i + 1)) · (t^∗/(1 − t^∗)) + b_{n−i}; b := (1 − t^∗)^n · b; END ELSE BEGIN

b := b_0;

FOR i := 0 TO n − 1 DO b := b · ((n − i)/(i + 1)) · ((1 − t^∗)/t^∗) + b_i; b := (t^∗)^n · b;

END;

b(t^∗) := b END.

Vìta 2.4 Korektnost Bézier-Hornerova algoritmu Bézier-Hornerùv algoritmus

je korektní tj. jeho výsledek splývá s výsledkem Casteljauova algoritmu.

Dukaz. Vìnujme se pøípadu t^∗ ≤^1_2 (pøípad t^∗ >^1_2 se uká¿e analogicky). Oznaème

výsledek v i-tém kroku pøíkazu FOR jako¿to b^i a zároveò polo¿me b^0 = b_n, pøièem¿ pro i = 1, . . . , n evidentnì platí

b^i = b_{n−i} +^{n∑}_{j=n−i+1} b_j ( t^∗ 1 − t^∗ )i+j−n (n + 1 − j) · . . . · i (n + 1 − i) · . . . · j . Toti¿ snadno vidíme, ¿e opravdu b^1 = b_{n−1} + b_n^{( t∗}_{1−t∗}^) 1n. Indukcí pak obdr¿íme b_{n−i−1} + b^{i ( t∗}_{1−t∗}^) i + 1n − i = b_{n−i−1} +^{∑n}_{j=n−i+1} b_j^{( t∗}_{1−t∗}^{)i+1+j−n} (n + 1 − j) · . . . · (i + 1) (n + 1 − i − 1) · . . . · j + b^{n−i} ( t^∗ 1−t^∗ ) i + 1 n − i = b_{n−i−1} +^{∑n}_{j=n−(i−1)+1} b_j^{( t∗}_{1−t∗}^{)(i+1)+j−n} (n + 1 − j) · . . . · (i + 1) (n + 1 − (i + 1)) · . . . · j = b^{i+1}.

28 Bézierova metoda

Vìta 2.5 Rozdìlení Bézierových køivkových segmentù Ka¿dý bod b(t^∗), t^∗ ∈

[0, 1], rozdìluje Bézierùv køivkový segment do dvou dílèích køivek. Tyto dílèí køivky jsou opìt Bézierovy køivkové segmenty stejného stupnì. Jejich Bézierovy body jsou urèeny pomocnými body

b^0, b^1, . . . , b^n

resp.

b^n, b^{n−1}_n , . . . , b^0_n

Casteljauova algoritmu pro bod t^∗.

Dukaz. Oznaème c(t) Bézierùv køivkový segment s Bézierovými body b^0, b^1, . . . , b^n

resp. d(t) Bézierùv køivkový segment s Bézierovými body b^n, b^{n−1}_n , . . . , b^0_n. Staèí zøejmì ovìøit, ¿e c(t) = b(tt^∗) a d(t) = b(t + (1 − t)t^∗) pro vźechna t ∈ [0, 1].

Pøitom máme

c(t) =^{∑n}_{i=0} b^iB^n_i (t) =^{∑n}_{i=0}^{∑i}_{k=0} b_kB^i_k(t^∗)B^n_i (t)

=^{∑n}_{k=0} b_k^{∑n}_{i=k} B^i_k(t^∗)B^n_i (t).

Doka¿me, ¿e pro vźechna k, 0 ≤ k ≤ n n∑ i=k B^i_k(t^∗)B^n_i (t) = B^n_k (tt^∗).

Zøejmì vźak ∑n i=k B^i_k(t^∗)B^n_i (t) = ∑n i=k ( i k ) (t^∗)^k(1 − t^∗)^{i−k} ( n i ) t^i(1 − t)^{n−i} = (t^∗)^k n!k!^{∑n}_{i=k} 1 (i − k)!(n − i)!(1 − t^∗)^{i−k}t^i(1 − t)^{n−i} = (tt^∗)^k n!k!(n − k)!^{∑n}_{i=k} (n − k)! (i − k)!(n − k − (i − k))!(1 − t^∗)^{i−k}t^{i−k}(1 − t)^{n−i} = (tt^∗)^k ( n k ) ∑n−k j=0 ( n − k j ) (t − tt^∗)^j(1 − t)^{(n−k)−j} = (tt^∗)^k ( n k ) (t − tt^∗ + 1 − t)^{n−k} = (tt^∗)^k ( n k ) (1 − tt^∗)^{n−k} = B^n_k (tt^∗).

Algoritmus na rozdìlení Bézierových køivkových segmentù lze obdr¿et snadnou modi˛kací Casteljauova algoritmu. Konvexní obaly kontrolních bodù obou dílèích segmentù nám vźeobecnì poskytují lepźí aproximaci ne¿ pùvodní konvexní obal. Iterujeme-li postupnì s t^∗ = 1/2, obdr¿íme postupnì jemnìjźí polygoniální tah z Bézierových segmentù. V limitním pøechodu pak obdr¿íme Bézierovu køivku.

2. BÉZIEROVY KØIVKOVÉ SEGMENTY 29

Geometrické modelování s Bézierovým segmenty se èasto dìje pomocí interaktivní manipulace s Bézierovými body. Za jistých podmínek se ukazuje, ¿e po¿adovaný tvar je se zvoleným poètem bodù nedosa¿itelný. Následující vìta nám ukazuje, jakým zpùsobem je mo¿no pøidat dalźí kontrolní body, ani¿ by se nám zmìnila ji¿ vytvoøená køivka.

Vìta 2.6 Zvýźení stupnì Bézierových køivkových segmentù Buï dáno n + 1

kontrolních bodù b_0, . . . , b_n ∈ R^d Bézierova køivkového segmentu. Bézierùv køivkový segment s n + 2 kontrolními body b^∗_0, . . . , b^∗_{n+1} tak, ¿e

b^∗_0 := b_0, b^∗_i := α_ib_{i−1} + (1 − α_i)b_i, α_i := i/(n + 1), i = 1, . . . , n, b^∗_{n+1} := b_n,

splývá s Bézierovým køivkovým segmentem o n + 1 kontrolních bodech, tj. platí n∑ i=0 b_iB^n_i (t) =^{n+1∑}_{i=0} b^∗_i B^{n+1}_i (t).

Dukaz. Zøejmì platí ∑n+1 i=0 b^∗_i B^{n+1}_i (t) = = b^∗_0B^{n+1}_0 (t) +^{∑n}_{i=1} B^{n+1}_i (t)[α_ib_{i−1} + (1 − α_i)b_i] + b^∗_nB^{n+1}_{n+1} (t) = b_0(1 − t)^{n+1} +^1_{n+1} b_0 ( n + 1 1 ) t(1 − t)^n+ ∑n−1 i=1 b_i^{[ i+1}_{n+1} B^{n+1}_{i+1} (t) + (1 −^i_{n+1} )B^{n+1}_i (t)^] + b_n^[t^{n+1} + (1 −^n_{n+1} )(n + 1)t^n(1 − t)^] = b_0(1 − t)^n [(1 − t) + t] + t^nb_n [t + (1 − t)] + ∑n−1 i=1 t^i(1 − t)^{n−i}b_i [( n i ) t + ( n i ) (1 − t) ]

=^{∑n}_{i=0} b_iB^n_i (t).

Algoritmus na zvýźení stupnì Bézierových køivkových segmentù se chová analogicky jako první krok Casteljauova algoritmu, ale s jinými, promìnnými dìlícími pomìry. Èasová nároènost zvýźení stupnì segmentu o n + 1 kontrolních bodech je O(n). Algoritmus na zvýźení stupnì Bézierových køivkových segmentù nám umo¿ní zjistit ohranièené kolísání Bézierových køivkových segmentù. Zvolíme-li toti¿ posloupnost míst dotyku na libovolné køivce, pak polygoniální tah, který tímto spojením vznikne, protíná libovolnou zadanou pøímku ne èastìji ne¿ daná køivka. V pøípadì Bézierových

30 Bézierova metoda

segmentù je kontrolní polygoniální tah právì zadaná køivka. Polygoniální tah vzniklý zvýźením stupnì protíná podle výźe zmínìného pozorování zadanou pøímku ne èastìji ne¿ pøedchozí polygoniální tah. Iterací obdr¿í posloupnost polygoniálních tahù, která konverguje k zadané køivce a pro kterou ka¿dý polygoniální tah neprotíná zadanou pøímku èastìji ne¿ jeho pøedchùdce.

Pomocné body vypoèítané Casteljauovým algoritmem se ukázaly pøi rozdìlení Bézierových segmentù jako u¿iteèné. Zejména platí

Vìta 2.7 Derivace Bézierových segmentù

1. Derivace: p-tá derivace Bézierova segmentu b(t) v bodì t^∗ je urèena vztahem d^p dt^p b (t^∗) = n! (n − p)! n−p∑ i=0 ´^pb_i · B^{n−p}_i (t^∗) = n! (n − p)! ´^pb^{n−p}_{n−p}, kde ´^0b_i := b_i, ´^pb_i := ´^{p−1}b_{i+1} − ´^{p−1}b_i, i = 0, . . . , n − p, ´^0b^j_i (t^∗) := b^j_i (t^∗), ´^pb^j_i (t^∗) := ´^{p−1}b^j_{i+1}(t^∗) − ´^{p−1}b^j_i (t^∗), i = j, . . . , n − p.

Pøitom jsou b^j_i (t^∗) pomocné body vypoèítané Casteljauovým algoritmem v bodì t^∗.

2. Vyźźí derivace v koncových bodech: p-té derivace v koncových bodech jsou zadány vztahy d^p dt^p b (0) = n! (n − p)! ´^pb_0, d^p dt^p b (0) = n! (n − p)! ´^pb_{n−p}, a závisí tímto pouze na b_0, . . . , b_p pøípadnì b_{n−p}, . . . , b_n.

3. Bézierovy body jako¿to funkce derivací v koncových bodech:

b_i =^{i∑}_{k=0} ( i k ) n! (n − p)! d^k dt^k b (0) = n−i∑ k=0 (−1)^k ( n − i k ) (n − k)! n! d^k dt^k b (1).

2. BÉZIEROVY KØIVKOVÉ SEGMENTY 31

Dukaz. Pro p = 0 máme

d^0 dt^0 b

(t) = b(t) = n∑ i=0 b_iB^n_i (t) = n∑ i=0 ´^0b_i · B^n_i (t).

Dùkaz pro derivace vyźźího stupnì plyne indukcí vùèi p. Druhou rovnost lze obdr¿et v dùsledku zámìnnosti ´^p se sumací.

Derivace v koncových bodech obdr¿íme po dosazení do bodu 1. Tøetí tvrzení lze obdr¿et po dosazení výrazù z bodu 1.

Dalźí výhodou je, ¿e mù¿eme z pomocných bodù b^j_i zjistit derivace v bodì t^∗. Platí napøíklad b^′(t^∗) = n · (b^{n−1}_n (t^∗) − b^{n−1}_{n−1}(t^∗)).

Vìta 2.8 Integrování Bézierových segmentù Integrál Bézierova segmentu je opìt

Bézierùv segment se stupnìm o jednotku vyźźím. Mù¿eme pøitom nové Bézierovy body psát jako lineární kombinaci pùvodních: ∫ b(t)dt =^∫ b_0B^n_0 (t) + . . . + b_nB^n (t)dt = b^∗_0B^{n+1}_0 (t) + . . . + b^∗_{n+1}B^{n+1}_{n+1} (t),

kde b^∗_0 je integraèní konstanta a platí

b^∗_i := 1n + 1 ·^{i−1∑}_{j=0} b_j + b^∗_0, i = 1, . . . , n + 1.

Urèitý integrál urèený celým segmentem je pak tì¿iźtì ∫ 1 0 b(t)dt = 1n + 1 (b_0 + b_1 + . . . + b_n)

Bézierových bodù.

Dukaz. Viz cvièení.

32 Bézierova metoda

3 Racionální køivky

Pøi modelování vzniká èasto nutnost aplikovat na køivky urèité transformace. Napøíklad jde o vzájemný posun dvou segmentù podle pøedem urèeného vzoru. Èasto pou¿ívané transformace jsou lineární nebo a˛nní zobrazení.

De˛nice. A˛nní zobrazení bodu p do bodu p je tvaru:

p = Ap + t,

pøièem¿ A je matice typu d × d, t ∈ R^d a p, p ∈ R^d.

Speciální pøípady v R^2:

• Translace: p = ( 1 0 0 1 ) · p + t,

• Zmìna mìøítka: p = ( a 0 0 b ) · p, • Rotace: p = ( cos ϕ − sin ϕ sin ϕ cos ϕ ) · p. A˛nní obraz k(t) køivky k(t) v a˛nním zobrazení p = Ap + t je de˛nován jako

k(t) = Ak(t) + t. Lze dokázat, ¿e, aplikujeme-li a˛nní zobrazení na kontrolní body

Bézierova køivkového segmentu a pak z nich sestrojím køivkový segment, dostaneme toté¿, jako kdy¿ na Bézierùv køivkový segment aplikujeme výźe uvedené a˛nní zobrazení.

Vìta 3.1 A˛nní transformace Bézierových køivkových segmentù Buï p = Ap + t a˛nní zobrazení, b(t) = b_0B^n_0 (t) + . . . + b_nB^n (t) Bézierùv køivkový segment, b(t) jeho a˛nní transformace v zadaném zobrazení. Pak je

b(t) = b_0B^n_0 (t) + . . . + b_nB^n (t), kde b_i = Ab_i + t

Dukaz. Dosazením.

3. RACIONÁLNÍ KØIVKY 33

Obtí¿nìjźí je ale pøípad projekce:

De˛nice. Perspektivistická projekce v normálním tvaru je zobrazení

p = ( 1 0 0 0 1 0 ) · p ( 0 0 1^) · p

, p ∈ R^3, p ∈ R^2,

to znamená, ¿e projekce je provedena vzhledem k poèátku jako dohlednému bodu na rovinu z = 1.

Vzhledem k projekci v normálním tvaru se tøírozmìrný Bézierùv køivkový segment

b(t) = b_0B^n_0 (t) + . . . + b_nB^n (t) zobrazí na b(t) =

^b_0B^n_0 (t) + . . . + ^b_nB^n (t)

^b_0Bn_0 (t) + . . . + ^b_nBn (t) , pøièem¿ ^b_i jsou utvoøeny z prvních dvou slo¿ek b_i a ^b_i z poslední slo¿ky. Tato køivka není obecnì polynomiální køivka a proto ji nelze reprezentovat jak Bézierùv køivkový segment. Pou¿ívání lomených racionálních funkcí místo polynomù nám dopomù¿e k nápravì.

De˛nice. Lomená racionální funkce d promìnných je de˛nována vztahem

r(x_1, x_2, . . . , x_d) = p(x_1, x_2, . . . , x_d) q(x_1, x_2, . . . , x_d) , pøièem¿ p a q jsou polynomy v d promìnných.

Mnoho výhodných vlastností polynomù platí rovnì¿ pro lomené racionální funkce. Obdr¿íme pak

De˛nice. Racionální køivkový segment v R^d je urèen vztahem r(t) = a^0t^0 + . . . + a^nt^n

α_0t^0 + . . . + α_nt^n

, a_i ∈ R^d, α_i ∈ R, t ∈ [0, 1].

Racionální Bézierùv køivkový segment v R^d je de˛nován pomocí vztahu b(t) = β^0b^0B^{n0} (t) + . . . + β^nb^nB^n (t)

β_0B^n_0 (t) + . . . + β_nB^n (t)

, b_i ∈ R^d, β_i ∈ R, β_i > 0, t ∈ [0, 1].

34 Bézierova metoda

Koe˛cienty b_i jsou opìt kontrolní body. Ka¿dému kontrolnímu bodu je navíc pøiøazena váha β_i. Váha β_i ovládá atraktivitu kontrolního bodu.

Mù¿eme racionální Bézierovy køivkové segmenty v R^d pova¿ovat za perspektivistickou projekci obyèejných Bézierových køivkových segmentù v R^{d+1}, pøièem¿ se bude promítat vzhledem k poèátku do roviny x_{d+1} = 1. Pro racionální Bézierùv køivkový segment b(t) de˛nujeme Bézierùv køivkový segment b^∗(t) jako¿to

b^∗(t) = ( ^b(t) β(t) ) := n∑ j=0 ( β_jb_j β_j ) B^n_j (t). b^∗(t) má tedy Bézierovy body ( β_jb_j β_j ) a pøechází vzhledem ke zmínìné perspek-

tivistické projekci do b(t).

Mno¿ina racionálních Bézierových segmentù je uzavøená vzhledem k perspektivistické projekci.

Mo¿nost reprezentace racionálních Bézierových segmentù jako projekce obyèejných Bézierových segmentù má za dùsledek, ¿e lze známé vlastnosti pro Bézierovy segmenty pøenést na racionální Bézierovy segmenty:

Vìta 3.2 Vlastnosti racionálních Bézierových køivkových segmentù

1. Chování v koncových bodech: Kontrolní polygon a køivkový segment mají stejný poèáteèní a koncový bod. První a poslední segment kontrolního polygonu je teèný ke køivce. Ostatní Bézierovy bodu nejsou interpolovány, pouze aproximovány.

2. Vlastnost konvexního obalu Køivkový segment le¿í v konvexním obalu Bézierových bodù. Zejména tedy le¿í i v konvexním obalu Bézierova polygoniálního tahu.

3. Vliv kontrolních bodù b_i má nejvìtźí vliv na b(t) v pøípadì, ¿e t = i/n.

4. Omezené kolísání Pro kladné váhy ¿ádná pøímka neprotíná racionální Bézierùv køivkový segment èastìji ne¿ odpovídající Bézierùv polygoniální tah (variation diminishing property).

Dukaz. Bezprostøednì projekcí Bézierova køivkového segmentu v R^{d+1}.

Pøipustíme-li i záporné váhy β_i, ztratíme èásteènì výźe uvedené vlastnosti. Zároveò lze bez problémù pøevést døívìjźí algoritmy pro racionální segmenty. Algoritmus se provede pro obyèejný Bézierùv segment v R^{d+1} a následnì se uskuteèní projekce. Tento postup je mo¿ný pro de-Casteljauùv algoritmus, dìlení, zvýźení stupnì a derivaci.

Stejnì jako u obyèejných Bézierových segmentù se racionální Bézierùv segment rozdìlí do dvou dílèích køivek bodem b(t^∗). Dílèí køivky jsou pak racionální Bézierovy

3. RACIONÁLNÍ KØIVKY 35

segmenty stejného stupnì. Bézierovy body a váhy získáme z vnitøních pomocných bodù Casteljauova algoritmu pro bod t = t^∗. Pro první dílèí køivku jsou to

b^0, b^1, . . . , b^n,

β^0_0 , β^1_1 , . . . , β^n_n , a pro druhou dílèí køivku jsou to

b^n, b^{n−1}_n , . . . , b^0_n, β^n_n , β^{n−1}_1 , . . . , β^0_n. Stejnì jako obyèejné Bézierovy segmenty lze reprezentovat racionální Bézierovy segmenty o n + 1 Bézierových bodech beze zmìny tvaru køivky jako racionální Bézierovy segmenty o n + 2 Bézierových bodech. Nové Bézierovy body a váhy lze získat jako konvexní kombinaci dvou starých Bézierových bodù popø. vah:

b(t) = β^0b^0B^{n0} (t) + . . . + β^nb^nB^n (t)

β_0B^n_0 (t) + . . . + β_nB^n (t) = β^∗_0 b^∗_0B^{n+1}_0 (t) + . . . + β^∗_{n+1}b_nB^{n+1}_{n+1} (t) β_0B^{n+1}_0 (t) + . . . + β^∗_nB^{n+1}_{n+1} (t) , s novými Bézierovy body a váhami

b^∗_i = b^1_i · ( n + 1 − i n + 1 ) , i = 1, . . . , n, b^∗_0 = b^0, b^∗_{n+1} = b^0_n,

β^∗_i = β^1_i · ( n + 1 − i n + 1 ) , i = 1, . . . , n, β^∗_0 = β^0_0 , β^∗_{n+1} = β^0_n, Racionální Bézierovy segmenty nám na rozdíl od obyèejných Bézierovových segmentu dovoluje modelovat ku¿elové øezy. Pøesná reprezentace takovýchto køivek s obyèejnými Bézierovými segmenty není mo¿né.

Vìta 3.3 Racionálních reprezentace ku¿elových øezù Buïte β_0 = β_1 = 1. Pak

racionální Bézieruv segment stupnì dva tvaru

b(t) = β^0b^0B^{20} (t) + β^1b^1B^{21} (t) + β^2b^2B^2 (t)

β_0B^2_0 (t) + β_1B^2_1 (t) + β_2B^2 (t) je • Elipsovitý segment, pokud β_1 < 1,

• Parabolický segment, pokud β_1 = 1,

• Hyperbolický segment, pokud β_1 > 1.

Dukaz. Cvièení.

36 Bézierova metoda

4 Plochy

Bézierovy techniky se dají jednoduźe pøenést na plochy. Namísto jednodimenzionálního kontrolního polygoniálního tahu se pou¿ívají dvoudimenzionální kontrolní sítì. Kontrolní síż je kombinatoricky vzato pravidelná møí¿, její¿ poèet bodù urèuje polynomiální stupeò výsledné plochy. Pøitom se pou¿ívají møí¿e s ohranièením o tøech resp. ètyøech vrcholech. V dalźím nejprve popíźeme ètyøúhelníkové Bézierovy segmenty, následovnì trojúhelníkové Bézierovy segmenty.

4.1 Ètyøúhelníkové Bézierovy segmenty

Kontrolní síż ètyøúhelníkového Bézierovova segmentu je urèena (n + 1) · (m + 1) Bézierovými kontrolními body b_{i,j}, i = 0, . . . , n, j = 0, . . . , m. Dva Bézierovy b_{i,j}, b_{k,l} body jsou spojeny hranou, pokud (i, j) = (k ± 1, l) nebo (i, j) = (k, l ± 1).

De˛nice. Ètyøúhelníkový Bézierùv segment v R^3 je tvaru:

b(u, v) :=^{n∑}_{i=0}^{m∑}_{j=0} b_{i,j} · B^n_i (u) · B^m_j (v), u, v ∈ [0, 1], b_{i,j} ∈ R^3.

Mnoho vlastností Bézierových køivkových segmentù lze pøenést na ètyøúhelníkové Bézierovy segmenty. Uvá¿íme-li vnitøní souèty

b_i(v) :=^{m∑}_{j=0} b_{i,j} · B^m_j (v), i = 0, . . . , n,

obdr¿íme systém Bézierovových segmentu v prostoru. Zejména pak

b(u, v) =^{n∑}_{i=0} b_i(v) · B^n_i (u).

Pro pevnou hodnotu v = v^∗ se opìt jedná o Bézieruv segment, který má kontrolní body b_i(v^∗), i = 0, . . . , n. Bod b(u^∗, v^∗) lze spoèítat tak, ¿e nejprve zjistíme pou¿itím Casteljauova algoritmu na kontrolní polygoniální tahy b_{i,j}, j = 0, . . . , m a v = v^∗

bod b_i(v^∗). Na kontrolní polygoniální tah b_i(v^∗), i = 0, . . . , n opìtovnì aplikujeme

Casteljauùv algoritmus pro u = u^∗. Výsledkem je hledaný bod roviny b(u^∗, v^∗).

Algoritmus. (de Casteljau, pro ètyøúhelníkové Bézierovy segmenty)

Vstup: (n + 1) · (m + 1) Bézierových kontrolních bodù b_{i,j}, i = 0, . . . , n, j = 0, . . . , m, u^∗, v^∗ ∈ [0, 1].

Výstup: Bod roviny b(u^∗, v^∗) urèený Bézierovými kontrolními body b_{i,j}, i = 0, . . . , n, j = 0, . . . , m. Postup:

4. PLOCHY 37

1. Spoètìme c_i :=^{∑m}_{j=0} b_{i,j} · B^m_j (v^∗), i = 0, . . . , n, podle Casteljauova algoritmu, i = 0, . . . , n. 2. Spoètìme b(u^∗, v^∗) =^{∑n}_{i=0} c_i · B^n_i (u^∗).

Z výźe uvedeného pak máme následující tvrzení:

Vìta 4.1 Vlastnosti ètyøúhelníkových Bézierových segmentù

1. Vlastnost konvexního obalu: Body b(u, v) le¿í v konvexním obalu de˛nujících Bézierových bodù.

2. Vliv kontrolních bodù: Bézieruv bod b_{i,j} má nejvìtźí vliv na segment b(u, v) v pøípadì, ¿e (u, v) = (i/n, j/n).

3. Chování v okrajových køivkách: Okrajové body kontrolní sítì jsou Bézierovy body hranièních køivek rovinného segmentu.

4. Planarita: Bézierova rovinná èást je rovina právì tehdy, kdy¿ Bézierova kontrolní èást tvoøí rovinnou møí¿ku.

5. Plochové køivky: Obraz pøímky v rovinì urèené u − v na ploźe je polynomiální køivka stupnì nejvýźe m + n.

Dukaz. Cvièení.

Tvrzení o omezeném kolísání nelze bezprostøednì pøevést z køivek na plochy. Není toti¿ obtí¿né zadat kontrolní síż a pøímku tak, ¿e rovina je pøímkou protnuta, nikoliv vźak kontrolní síż.

Èasová nároènost de Casteljauova algoritmu pro ètyøúhelníkové Bézierovy segmenty je O(m^2 · n + n^2), pokud postupujeme nejprve v m−smìru a pak v n−smìru. Pøirozenì lze vźak vyhodnocení provést pomocí Hornerova schematu. Èasová nároènost je pak O(m · n + n). Casteljauùv algoritmus pro ètyøúhelníkové Bézierovy segmenty lze pou¿ít stejnì jako pro køivky na rovinné rozdìlení:

Vìta 4.2 Rozdìlení ètyøúhelníkových Bézierových segmentù Buïte b^k_{i,j} body,

které obdr¿íme Casteljauovým algoritmem pro køivky b_i(v) := ∑n j=0 b_{i,j}B^m_j (v) pøi

volbì v = v^∗. Ètyøúhelníkové Bézierovy segmenty

b_l(u, v) :=^{n∑}_{i=0}^{m∑}_{j=0} b^j_{i,j} · B^n_i (u) · B^m_j (v), u, v ∈ [0, 1], b_r(u, v) :=^{n∑}_{i=0}^{m∑}_{j=0} b^{m−j}_{i,j} · B^n_i (u) · B^m_j (v), u, v ∈ [0, 1],

38 Bézierova metoda

rozkládají segment

b(u, v) :=^{n∑}_{i=0}^{m∑}_{j=0} b_{i,j} · B^n_i (u) · B^m_j (v)

do dvou dílèích segmentù podél køivky b(u, v^∗).

Dukaz. Plyne bezprostøednì z odpovídající vìty pro Bézierovy køivky.

Také zde vede iterativní dìlení k posloupnosti sítí, která konverguje k ploźe. Proto¿e pro dílèí segmenty platí rovnì¿ vlastnost konvexního obalu, lze konstruovat rozdìlení plochy s po¿adovanou pøesností.

Abychom získali jemnìjźí kontrolu Bézierovy plochy, lze zvýźit poèet kontrolních bodù, ani¿ se sama plocha zmìní. Tento postup je zalo¿en na zvýźení stupnì Bézierových køivkových segmentù. Abychom opìt získali kontrolní body ètyøúhelníkové sítì, musíme zvýźit poèet øádkù resp. poèet sloupcù o jednotku. Za tímto úèelem pro pevné i = i^∗ uva¿ujeme b_i∗_{,j} jako kontrolní body Bézierova segmentu a provedeme pro nì zvýźení stupnì. To postupnì provedeme pro i^∗ = 0, . . . , n. Hodnota m se pøitom zvýźí o jednotku.

Vìta 4.3 Zvýźení stupnì ètyøúhelníkových Bézierových segmentù Buï dáno

(n + 1) · (m + 1) kontrolních bodù b_{0,0}, . . . , b_{n,m} ∈ R^3 ètyøúhelníkového Bézierova segmentu. Ètyøúhelníkový Bézierùv segment s (n + 1) · (m + 2) kontrolními body

b^∗_{0,0}, . . . , b^∗_{n,m+1} tak, ¿e

b^∗_{i,0} := b_{i,0}, b^∗_{i,j} := α_jb_{i,j−1} + (1 − α_j)b_{i,j}, α_j := j/(m + 1), j = 1, . . . , m, b^∗_{i,m+1} := b_{i,m},

splývá s ètyøúhelníkovým Bézierovým segmentem o (n+1)·(m+1) kontrolních bodech, tj. platí, ¿e plocha

b(u, v) :=^{n∑}_{i=0}^{m∑}_{j=0} b_{i,j} · B^n_i (u) · B^m_j (v)

je toto¿ná s plochou

b^∗(u, v) :=^{n∑}_{i=0}^{m+1∑}_{j=0} b^∗_{i,j} · B^n_i (u) · B^{m+1}_j (v).

Dukaz. Plyne bezprostøednì z odpovídající vìty pro Bézierovy køivky.

4. PLOCHY 39

4.2 Trojúhelníkové Bézierovy segmenty

V praxi se èasto vyskytují rovinné èásti, které nelze pomocí kontrolních bodù ètyøúhelníkové sítì pøirozenì modelovat. V tìchto pøípadech lze pou¿ít rovinné èásti, které jsou de˛novány pomocí kontrolních bodù trojúhelníkové sítì. Kontrolní síż trojúhelníkových kontrolních segmentù je urèena pomocí (n + 1) · (n + 2)/2 Bézierových kontrolních bodù b_{i,j,k}, 0 ≤ i, j, k, i + j + k = n. Dva Bézierovy body b_{i,j,k}, b_{p,q,r} jsou spojeny hranou sítì, pokud (i, j, k) = (p ± 1, q ± 1, r) nebo (i, j, k) = (p, q ± 1, r ± 1) nebo (i, j, k) = (p ± 1, q, r ± 1). Pro n = 3 obdr¿íme napøíklad trojúhelník 030 021 120 012 111 210 003 102 201 300.

De˛nice. Trojúhelníkový Bézierùv segment v R^3 je tvaru:

b(u, v) :=^∑ i, j, k ≥ 0 i + j + k = n b_{i,j,k} · B^n_{i,j,k}(u, v, 1 − u − v),

u, v ∈ [0, 1], u + v ≤ 1, b_{i,j,k} ∈ R^3, kde B^n_{i,j,k}(x, y, z) jsou zobecnìné Bernsteionovy polynomy tvaru B^n_{i,j,k}(x, y, z) := n! i!j!k! x^iy^jz^k, 0 ≤ i, j, k, i + j + k = n, 0 ≤ x, y, z ≤ 1, x + y + z = 1. Trojúhelníkový tvar má rovnì¿ obor parametru (u, v): 0 ≤ u, v, u + v ≤ 1. Zobecnìné Bernsteinovy polynomy, které slou¿í jako váhové funkce pro Bézierovy body, mají nejdùle¿itìjźí vlastnosti obyèejných Bernsteinových polynomù:

Vìta 4.4 Vlastnosti Bernsteinových polynomù

1. Rozklad jednotky: Souèet zobecnìných Bernsteinových polynomù stupnì n je 1: n∑ i, j, k ≥ 0 i + j + k = n B^n_{i,j,k}(x, y, z) = 1.

pro 0 ≤ x, y, z ≤ 1, x + y + z = 1.

40 Bézierova metoda

2. Pozitivita: Zobecnìné Bernsteinovy polynomy jsou v mno¿inì S_3 = {(u, v, 1 − u − v) : 0 ≤ u, v, u + v ≤ 1} nezáporné: B^n_{i,j,k}(x, y, z) ≥ 0, (x, y, z) ∈ S_3. 3. Maximum: B^n_{i,j,k}(x, y, z) nabývá svého maxima v mno¿inì S_3 v bodì (^i_n ,^j_n ,^k_n ), i, j, k ≥ 0, i + j + k = n. 4. Rekurze: Pro i, j, k ≥ 0, i + j + k = n platí B^n_{i,j,k}(x, y, z) = xB^{n−1}_{i−1,j,k}(x, y, z) + yB^{n−1}_{i,j−1,k}(x, y, z) + zB^{n−1}_{i,j,k−1}(x, y, z). Je tedy Bernsteinùv polynom stupnì n konvexní kombinací tøí Bernsteinových polynomù stupnì n − 1.

Dukaz. Snadné cvièení.

Vìta 4.5 Vlastnosti trojúhelníkových Bézierových segmentù

1. Vlastnost konvexního obalu: Body b(u, v) le¿í v konvexním obalu de˛nujících Bézierových bodù, zejména tedy v konvexním obalu kontrolní sítì.

2. Chování v hranièních køivkách: Okrajové køivky rovinného segmentu jsou Bézierovy segmenty.

3. Plochové køivky: Obraz pøímky v rovinì urèené u − v na ploźe je polynomiální køivka stupnì nejvýźe n.

Dukaz. Cvièení.

Názornìjźí ne¿ formální de˛nice je Casteljauùv algoritmus pro trojúhelníkové Bézierovy segmenty. Ten pak poèítá stále se zmenźující trojúhelníkové sítì øádu n − 1, n − 2, . . . , 0. Poslední síż odpovídá bodu plochy. Korektnost algoritmu spoèívá stejnì jako pro Bézierovy segmenty na rekurzivitì zobecnìných Bernsteinových polynomù.

Algoritmus. (de Casteljau, pro trojúhelníkové Bézierovy segmenty)

Vstup: Bézierovy body b_{i,j,k}, i, j, k ≥ 0, i + j + k = n, parametrická hodnota (u^∗, v^∗).

Výstup: Bod køivky b(u^∗, v^∗). Postup:

BEGIN

4. PLOCHY 41

FOR i := 0 TO n DO b^0_i := b_i; FOR j := 1 TO n − i DO BEGIN k := n − i − j; b^0_{i,j,k} := b_{i,j,k} END;

FOR l := 1 TO n DO FOR i := 1 TO n − l DO FOR j := 1 TO n − l − i DO BEGIN k := n − l − i − j; b^l_{i,j,k} := u^∗ · b^{l−1}_{i+1,j,k} + v^∗ · b^{l−1}_{i,j+1,k} + (1 − u^∗ − v^∗) · b^{l−1}_{i,j,k+1} END b(u^∗, v^∗) := b^{0,0,0}_n END.

Pro pomocné body b^l_{i,j,k} platí b^l_{i,j,k} =^∑_{i∗+j∗+k∗=l} b^0_{i+i}∗_{,j+j}∗_{,k+k}∗ · B^l_i∗_{,j}∗_{,k}∗ (u^∗, v^∗, 1 − u^∗ − v^∗), co¿ se snadno uká¿e indukcí vzhledem l. V indukèním kroku se pou¿ije rekurentní formule pro zobecnìné Bernsteinovy polynomy. Pro l = n pak máme, ¿e b^n_{0,0,0} je hledaný bod plochy. Odtud pak dostáváme korektnost Casteljauova algoritmu. Èasová nároènost algoritmu je O(n^3). Pamìżová nároènost je omezena O(n^2), proto¿e pro pevnou hodnotu l musí být v pamìti obsa¿eny pouze pomocné body b^l_{i,j,k} a b^{l−1}_{i,j,k}. Nìkdy je vhodné pou¿ít Hornerovo schema.

Vìta 4.6 Rozdìlení trojúhelníkových Bézierových segmentù Mno¿inu u − v-

parametrù uva¿ovanou jako trojúhelník [(0, 0), (0, 1), (1, 0)] lze pomocí pevnì zvoleného parametru (u^∗, v^∗) rozlo¿it na tøi trojúhelníky tak, ¿e postupnì jej spojíme s vrcholy (0, 0), (0, 1), (1, 0). Èást plochy nad ka¿dým z tìchto trojúhelníkù lze opìt reprezentovat jako trojúhelníkový Bézieruv segment. Bézierovy body tìchto dílèích ploch vzniknou z pomocných bodù, je¿ lze spoèítat pou¿itím Casteljauova algoritmu na bod (u^∗, v^∗), a sice podle následujícího schématu.

• Pro trojúhelník [(0, 0), (u^∗, v^∗), (0, 1)] obdr¿íme kontrolní body b^i_{0,j,n−i−j}, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ n − i. • Pro trojúhelník [(0, 0), (u^∗, v^∗), (1, 0)] obdr¿íme kontrolní body b^i_{n−i−j,j,0}, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ n − i. • Pro trojúhelník [(0, 1), (u^∗, v^∗), (1, 0)] obdr¿íme kontrolní body b^i_{j,0,n−i−j}, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ n − i.

42 Bézierova metoda

Dukaz. Cvièení.

Vìta 4.7 Zvýźení stupnì trojúhelníkových Bézierových segmentù Buï dáno

(n + 1) · (n + 2)/2 kontrolních bodù b_{i,j,k} ∈ R^3, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ n − i, k = n − i − j trojúhelníkového Bézierova segmentu øádu n. Trojúhelníkový Bézierùv segment øádu n + 1 s novými (n + 2) · (n + 3)/2 kontrolními body b^∗_{i,j,k} ∈ R^3, 0 ≤ i ≤ n + 1, 0 ≤ j ≤ n + 1 − i, k = n + 1 − i − j tak, ¿e b^∗_{i,j,k} := 1n + 1 (i · b_{i−1,j,k} + j · b_{i,j−1,k} + k · b_{i,j,k−1}) , splývá s trojúhelníkovým Bézierovým segmentem o (n + 1) · (n + 2)/2 kontrolních bodech, tj. platí, ¿e plocha

b(u, v) :=^∑ i, j, k ≥ 0 i + j + k = n b_{i,j,k} · B^n_{i,j,k}(u, v, 1 − u − v)

je toto¿ná s plochou

b^∗(u, v) :=^∑ i, j, k ≥ 0 i + j + k = n + 1 b^∗_{i,j,k} · B^{n+1}_{i,j,k} (u, v, 1 − u − v).

Dukaz. Cvièení.

4.3 Racionální ploźné Bézierovy segmenty

Pøevedením racionální reprezentace køivek na pøípad ploch obdr¿íme

De˛nice. Racionální ètyøúhelníkový Bézierùv segment v R^3 je tvaru:

b(u, v) := ∑n i=0 ∑m j=0 β_{i,j}b_{i,j} · B^n_i (u) · B^m_j (v) ∑n i=0 ∑m j=0 β_{i,j} · B^n_i (u) · B^m_j (v) u, v ∈ [0, 1], β_{i,j} ≥ 0, b_{i,j} ∈ R^3. Kontrolní síż ètyøúhelníkového Bézierovova segmentu je urèena (n + 1) · (m + 1) Bézierovými kontrolními body b_{i,j} a jejich vahami β_{i,j} ≥ 0, i = 0, . . . , n, j = 0, . . . , m.

5. VYľľÍ DIMENZE 43

De˛nice. Racionální trojúhelníkový Bézierùv segment v R^3 je tvaru: b(u, v) := ∑ i+j+k=n βi,j,kbi,j,k · B n i,j,k(u, v, 1 − u − v) ∑ i+j+k=n βi,j,k · B n i,j,k(u, v, 1 − u − v) , β_{i,j,k} ≥ 0, u, v ∈ [0, 1], u + v ≤ 1, b_{i,j,k} ∈ R^3. Racionální Bézierùv segment lze chápat jako perspektivistickou projekci Bézierova segmentu v R^4 vzhledem ke kontrolním bodùm ( β_{i,j}b_{i,j} β_{i,j} ) na rovinu x_4 = 1. Známé vlastnosti Bézierových segmentù jako jsou vlastnost konvexního obalu a rovnì¿ ostatní obvyklé algoritmy lze proto pøímo pøevést na racionální Bézierovy ploźné segmenty. Pro záporné volby se tyto vlastnosti èásteènì nezachovávají.

5 Vyźźí dimenze

Jak ètyøúhelníková tak trojúhelníková konstrukce se dají zobecnit do vyźźích dimenzí:

De˛nice. d-dimenzionální ètyøúhelníkový Bézierùv segment v R^m je tvaru:

x(u_1, . . . , u_d) :=^{n1∑}_{i1=0}^{n2∑}_{i2=0} . . .^{nd∑}_{id=0} b_{i1,i2,...,id} · B^{n1}_{i1} (u_1) · B^{n2}_{i2} (u_2) . . . · B^{nd}_{id} (u_d),

u_1, u_2, . . . , u_d ∈ [0, 1], n_1, n_2, . . . , n_d ∈ N.

Kontrolní síż ètyøúhelníkového Bézierovova segmentu je urèena (n + 1) · (m + 1) Bézierovými kontrolními body b_{i,j} a jejich vahami β_{i,j} ≥ 0, i = 0, . . . , n, j = 0, . . . , m.

De˛nice. d-dimenzionální trojúhelníkový Bézierùv segment v R^m je tvaru: x(u_0, . . . , u_d) :=^∑_{i0+i1+...+id=n} b_{i0,i1,...,id} · B_{i0,i1,...,id} (u_0, u_1, . . . , u_d), u_0, u_1, . . . , u_d ∈ [0, 1], u_0 + u_1 + . . . + u_d = 1, b_{i,j,k} ∈ R^m, kde B_{i0,i1,...,id} (u_0, u_1, . . . , u_d) jsou zobecnìné Bernsteionovy polynomy tvaru B_{i0,i1,...,id} (u_0, u_1, . . . , u_d) := n! i_0!i_1! . . . i_d!

u^{i0}_0 u^{i1}_1 . . . u^{id}_d ,

0 ≤ i_0, i_1, . . . , i_d, i_0 + i_1 + . . . + i_d = n.

Algoritmy platné pro plochy lze dokázat podobnì dokázat také pro tyto formy. Mimoto lze navíc vytvoøit hybridní d−dimenzionální segmenty, kde namísto køivek lze pou¿ít d_i-dimenzionální trojúhelníkové Bézierovy segmenty.

44 Bézierova metoda

Kapitola 3

Kritéria kvality

Bézierova metoda pøedstavuje názorný a úèinný nástroj zejména pro interaktivní modelování køivek a ploch. Modelování takovýchto forem se dìje obecnì s estetickými nebo technickými zadanými úkoly. Technické zadané úkoly jsou napø. minimalizace odporu vzduchu nebo maximalizace tuhosti. Takovéto úkoly lze geometricky vyjádøit pomocí výrokù jako þkøivka nemá být rozkolísanáß, þplocha nemá být vyboulenáß. Tyto lze pak pøesnì vyjádøit pomocí pojmù diferenciální geometrie jako jsou køivost a torze. V následujícím zavedeme nejdùle¿itìjźí pojmy diferenciální geometrie. Dále uvedeme postupy slou¿ící ke gra˛ckému vyjádøení tìchto velièin, je¿ nám umo¿ní rychlé vizuální posouzení kvality navr¿eného tvaru.

1 Implicitní vyjádøení

V pøedcházející kapitole jsme uva¿ovali køivky a plochy v parametrické reprezentaci. Mimo to, diferenciální geometrie pou¿ívá jiný zpùsob vyjádøení, tzv. implicitní vyjádøení.

De˛nice. Implicitní vyjádøení køivky v R^2 (rovinné køivy) je nulová mno¿ina

funkce F , tj.

F (x, y) = 0 pro F : R^2 → R.

Implicitní vyjádøení plochy v R^3 je nulová mno¿ina funkce F , tj.

F (x, y, z) = 0 pro F : R^3 → R.

Implicitní vyjádøení køivky v R^3 je prùnik dvou implicitnì de˛novaných ploch

urèených funkcemi F a G, tj. F (x, y, z) = 0, G(x, y, z) = 0 pro F, G : R^3 → R.

46 Kritéria kvality

Pøíklad implicitnì de˛nované køivky v rovinì je x^3 − y^3 = 0.

Pøímka v prostoru je implicitnì prùnik dvou (rùzných) rovin, napø. y + 5x + 6 = 0, z + 8x + 7 = 0.

Jednotková koule má implicitní reprezentaci x^2 + y^2 + z^2 = 1.

Dùle¿itým pøípadem implicitnì reprezentovatelných køivek jsou ku¿eloseèky. Ku¿eloseèku obdr¿íme jako prùnik roviny s ku¿elem. Rozliźujeme tøi základní typy: elipsa, hyperbola a parabola. V normálním tvaru mají následující reprezentaci:

• elipsa x^2/a^2 + y^2/b^2 = 1, • hyperbola x^2/a^2 − y^2/b^2 = 1, • parabola y^2 = 2px.

Obecnì lze ku¿elové øezy popsat pomocí rovnic tvaru a · x^2 + b · y^2 + c · x · y + d · x + e · y + f. Koule je pøíklad kvadriky. Kvadriky jsou plochy v prostoru odpovídající ku¿elovým øezùm v rovinì. Získáme je jako nulové mno¿iny rovností tvaru a · x^2 + b · y^2 + c · z^2 + d · x · y + e · x · z + f · y · z + g · x + h · y + i · z + j = 0, tj. tyto se reprezentují pomocí kvadratické rovnosti, z èeho¿ vzniklo jejich jméno. Poèet typù je mnohonásobnì vìtźí ne¿ pro ku¿elové øezy:

• Ku¿el:

• Dvojdílný hyperboloid: • Jednodílný hyperboloid: • Elipsoid:

• Eliptická válcová plocha: • Eliptický paraboloid: • Hyperbolický paraboloid: • Hyperbolická válcová plocha: • Parabolická válcová plocha:

x^2/a^2 + y^2/b^2 − z^2 = 0 x^2/a^2 − y^2/b^2 − z^2 = 1 x^2/a^2 + y^2/b^2 − z^2 = 1 x^2/a^2 + y^2/b^2 + z^2 = 1 x^2/a^2 + y^2/b^2 = 1 x^2/a^2+y^2/b^2+2cz = 0 x^2/a^2−y^2/b^2+2cz = 0 x^2/a^2 − y^2/b^2 = 1 x^2/a^2 − 2by = 0

2. METODY ANALÝZY PROSTØEDNICTVÍM DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE 47

Bohatství tvarù implicitní reprezentace se zvýrazní pomocí geometrické interpretace. Køivku získáme pomocí prùniku formy z = F (x, y) v explicitním tvaru v tøídemenzionálním prostoru de˛nované plochy s rovinou x − y. V závislosti na tvaru plochy se mù¿e køivka rozpadnout do vícero dílèích køivek, dílèí køivky mohou jít do nekoneèna nebo mohou být uzavøené. Obecnì se zdá být souvislost mezi výslednou køivkou a matematicky formálním vyjádøením neprùhlednìjźí ne¿ pøi parametrickém vyjádøení. Nejsnáze ji mù¿eme obdr¿et analýzou plochy z = F (x, y).

Vhodnost zpùsobu vyjádøení závisí na zpùsobu aplikace. Explicitní a parametrické vyjádøení jsou vhodná, pokud má být køivka vykreslena. Implicitní vyjádøení køivky je snadno pochopitelnìjźí jako prùnik roviny a plochy. V tomto tvaru je zejména jednoduchý þtest incidence bod na køivceß, proto¿e staèí pouze dosadit souøadnice bodu a testovat na rovnost 0.

Vìtźina modelovacích technik pou¿ívá parametrické vyjádøení.

2 Metody analýzy prostøednictvím diferenciální geometrie

V této kapitole pøedstavíme elementární pojmy popisu a analýzy køivek a ploch. K popisu rovinné køivky v okolí pevnì zvoleného bodu uva¿ujeme lineární a kvadratické aproximace, co¿ vede k pojmùm jako jsou teèna, normála, zakøivení a polomìr zakøivení. Pro prostorové køivky vznikne doprovázející trojice skládající se z teèny, normál a binormál v daném bodì køivky.

Pova¿ujeme-li pro analýzu ploch lineární aproximace v okolí pevnì zvoleného bodu plochy, získáme teènou rovinu a normálový vektor. Pro mìøení vzdáleností na ploźe zavedeme první základní formu, zakøivení v ploźe probíhajících køivek mù¿e být studováno pomocí druhé normální formy. Plocha je urèena źesti funkcemi koe˛cientù prvního a druhého základního tvaru, a ty musí navíc splòovat jisté okrajové podmínky { Gaussovu rovnici a Mainardi-Codazziho rovnici { a¿ na shodnost. To je obsah hlavní vìty teorie ploch.

2.1 Køivky

Pøipomeòme, ¿e dvì køivky p_1 a p_2 tøídy C^r mají ve spoleèném bodì x styk øádu j, jestli¿e existují takové jejich lokální parametrizace k_1(t) a k_2(t) tak, ¿e k_1(t_0) =

k_2(t_0) = x a

d^ik_1 dt^i (t_0) = d^ik_2 dt^i (t_0)

pro vźechna i = 0, 1, . . . , j.

Pro zkoumání chování køivek þv malémß si zvolíme libovolný, ale pevný bod na køivce a uva¿ujeme aproximaci køivky v okolí bodu pomocí pøímek a kruhù. Základem

48 Kritéria kvality

aproximace je mìøení vzdálenosti pevnì zvoleného bodu podél køivky. To nás vede na pojem tzv. þdiferenciálu obloukuß.

De˛nice. Diferenciál oblouku je

• pøi explicitní reprezentaci y = f(x) rovinné køivky:

ds = 1 + ( df dx )2 dx,

• pøi parametrické reprezentaci k(t) = (x(t), y(t)) rovinné køivky: ds = √ x^{′2} + y^{′2}dt = ||k^′||, k^′(t) = (x^′, y^′) = ( dx dt , dy dt ). Délka oblouku je_{∫ b} a ds. Pøi parametrické reprezentaci pak dostaneme ∫ b a ds = ∫ b a √ x^{′2} + y^{′2}dt. To lze snadno dokázat tak, ¿e zvolíme rozdìlení (t_i) intervalu [a, b], uva¿ujeme aproximaci_∑ i √_{(x(ti+1)−x(ti))2+(y(ti+1)−y(ti))2} t_i+1−t_i · (ti+1 − ti) =^∑_i √( x(t_i+1)−x(t_i) t_i+1−t_i )2 +^{( y(ti+1)−y(ti)} t_i+1−t_i )2 · (t_{i+1} − t_i)

délky oblouku a limitu zjemnìní.

Danou køivku lze parametrizovat mnoha zpùsoby. Jednou ze snadno pochopitelných mo¿ností je vzít za parametr délku oblouku. Mluvíme pak o pøirozené parametrizaci:

De˛nice. Pøirozená parametrizace: Køivky vyjádøené pomocí parametrické re-

prezentace tak, ¿e jako parametr je brána délka køivky, tj. ka¿dému dílèímu intervalu odpovídá díl køivky té¿e délky. Derivace podle délky oblouku se oznaèuje teèkou nad znakem køivky: _k(s) := ddsk(s). Parametrizace pomocí délky oblouku je dùle¿itý teoretický pomocný prostøedek.

Platí napø.

2. METODY ANALÝZY PROSTØEDNICTVÍM DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE 49 Vìta 2.1 Pøirozenì parametrizované køivky Buï t parametr libovolné parame-

trizace, s parametr pøirozené parametrizace. Pak platí: 1.^{ds}_{dt} = ||k^′(t)||, 2. _k(s) = k^′(t)||k_′(t)||,

3. 1 = || _k(s)||,

4.^.k ⊥^{..}k.

Dukaz. První tvrzení plyne derivací funkce s(t) =^{∫ t}_{t0} ||k^′(x)||dx. Tvrzení 2 plyne

z 1. Toti¿ k^′(t) =^{dk}_{dt} =^{dk}_{ds}^{ds}_{dt} = _k(s) · ||k^′(t)||. Tvrzení 3 plyne bezprostøednì z 2 a tvrzení 4 obdr¿íme derivováním vztahu^.x (s)^2+^.y (s)^2 = 1 odvozeného z 3. Pak máme 2·^.x (s)·^{..}x (s) + 2·^.y (s)·^{..}y (s) = 0.

Parametrizace vzhledem k délce k oblouku není obvykle v praxi realizovatelná. Pou¿ívá se pak aproximace podle délky polygoniálního pøiblí¿ení køivky.

De˛nice. Teèna ke køivce k v R^d v bodì køivky p je limita seèny køivky k mezi

body p a q, q → p. Jinak øeèeno, teèna ke køivce k v R^d v bodì je pøímka, která má s køivkou v daném bodì styk 1. øádu.

Pro diferenciovatelnou funkci F : R^3 → R se de˛nuje gradient ∇F (nìkdy i δF ) jako ∇F := (F_x, F_y, F_z), F_x, F_y, F_z jsou parciální derivace F . Zejména jde spoèítat smìrnici tangenty prostorových køivek:

Vìta 2.2 Výpoèet smìrnicového vektoru teèny

• Pøi implicitní reprezentaci F (x, y, z) = 0, G(x, y, z) = 0 v prostoru platí: t = ∇F × ∇G = (| | | F_y F_z G_y G_z | | | | , − | | | | F_x F_z G_x G_z | | | | , | | | | F_x F_y G_x G_y | | | | ) , • Pøi parametrické reprezentaci x = x(t), y = y(t), z = z(t) v prostoru:

t = (x^′, y^′, z^′).

Dukaz. Pro odvození výpoètu smìrového vektoru teèny pro implicitní reprezentaci

køivky pøedpokládáme lokálnì existenci parametrické reprezentace g(t) køivky øezu. Platí pak

F (g(t)) = 0 ∇F · g^′ = 0, =⇒ G(g(t)) = 0 ∇G · g^′ = 0.

Teèný vektor g^′ je tedy kolmý jak k ∇F tak k ∇G a je tedy urèen a¿ na násobek jako¿to vektorový souèin ∇F × ∇G. Vztah pro teèný vektor pro parametrické vyjádøení plyne limitním pøechodem seèen k teènì.

50 Kritéria kvality

De˛nice. Køivost je odchylka køivky od pøímky, tj.

κ = lim ^pq→0 φ ^pq. ^pq pøitom oznaèuje délku èásti køivky urèené p a q, φ úhel mezi teènami v p a q. Oskulaèní kru¿nice v bodì p je limitou kru¿nic, urèenými tøemi body p, q, r

le¿ícími na køivce, pøièem¿ p le¿í mezi q a r, q → p a r → p. Jinak øeèeno, oskulaèní kru¿nice v bodì køivky je taková kru¿nice, která má s køivkou v daném bodì styk 2. øádu.

Vìta 2.3 Výpoèet køivosti a oskulaèní kru¿nice

1. Køivost:

• pøi implicitní reprezentaci F (x, y) = 0 v rovinì:

κ =

| | | | | | F_{xx} F_{xy} F_x F_{yx} F_{yy} F_y F_x F_y 0

| | | | | | (F^2_x + F^2_y )^32 ,

• pøi explicitním vyjádøení y = f(x) v rovinì: κ = f^{′′} (1 + (f^′)^2)^32 , • pøi parametrické reprezentaci x = x(t), y = y(t) v rovinì:

κ = | | | | x^′ y^′ x^{′′} y^{′′} | | | | (x^{′2} + y^{′2})^32 , • pøi parametrické reprezentaci x = x(t), y = y(t), z = z(t) v prostoru:

κ^2 =

(x^{′2} + y^{′2} + z^{′2}) · (x^{′′2} + y^{′′2} + z^{′′2}) − (x^′x^{′′} + y^′y^{′′} + z^′z^{′′})^2 (x^{′2} + y^{′2} + z^{′2})^3 . 2. Polomìr ρ oskulaèní kru¿nice: ρ = 1 κ . 3. Støed oskulaèní kru¿nice:

2. METODY ANALÝZY PROSTØEDNICTVÍM DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE 51

• pøi implicitní reprezentaci F (x, y) = 0 v rovinì: c = ( x y ) + (F^2_x + F^2_y ) | | | | | | F_{xx} F_{xy} F_x F_{yx} F_{yy} F_y F_x F_y 0

| | | | | | · ( F_x F_y )

• pøi explicitním vyjádøení y = f(x) v rovinì: c = ( x y ) + (1 + (f^′)^2) f^{′′} · ( −f^′ 1 ) , • pøi parametrické reprezentaci x = x(t), y = y(t) v rovinì: c = ( x y ) + (x^{′2} + y^{′2}) | | | | | x^′ y^′ x^{′′} y^{′′} | | | | | · ( −y^′ x^′ ) .

Dukaz. Uva¿me normované teèny t(t) o délce 1 na místech t a t + ´t. Pro úhel φ

sevøený tìmito teènami platí

sin( φ 2 ) = ||t(t + ´t) − t(t)|| 2 . Odtud pak plyne:

κ = lim^pq_{→0}^φ^pq

= lim_^pq_{→0} 2^φ_2 /(2 sin(^φ_2 )) ·^{||}t^{(t+Δt)−}t^{(t)||}_{Δt} ·^1_^pq_{/Δt} = 1 · ||t^′(t)|| · 1/s^′(t). Pro køivku k(t) = ( x y ) v parametrickém vyjádøení obdr¿íme s pomocí vztahù

t = k^′√

k^′∗k^′ , t^′ = − k^{′∗}k^{′′}(

k^′∗k^{′) 32}

+^1_(

k^′∗k^{′) 32} k^{′′}, ||t^′||^2 = ( k^′∗k^{′)(}k^{′′}∗k^{′′)}−^(k^′∗k^{′′)2} ( k^′∗k^{′)2} , s^′(t) = √ k^′ ∗ k^′

52 Kritéria kvality

vztah κ = √ (k^′ ∗ k^′) (k^{′′} ∗ k^{′′}) − (k^′ ∗ k^{′′})^2 (k^′ ∗ k^′)^{32}

pro zakøivení. Pro prostorové køivky lze pak pomocí vektorového souèinu psát κ = ||k^′ × k^{′′}|| (k^′ ∗ k^′)^{32} . Vztah pro støed oskulaèní kru¿nice je obecnì tvaru c = p + 1κ · 1||n|| · n, kde p je bod køivky, κ zakøivení a n normála.

V ka¿dém bodì p prostorové køivky lze a¿ na singulární vyjímky de˛novat tøi navzájem kolmé vektory. Ka¿dý z tìchto vektorù je normálou nìjaké roviny procházející bodem p.

De˛nice. Prùvodní trojhran (Frenetùv trojhran) prostorové køivky k je

pravostranný souøadný systém, který sestává z následujících jednotkových smìrových vektorù:

Normovaný teèný vektor t: Teèný vektor obdr¿íme jako limitu seèen. Zejména

platí

t =^.k .

Hlavní normála n: Hlavní normála je normovaný vektor ve smìru støedu oskulaèní

kru¿nice. Pøitom n = .. k ||^{..}k || . Binormála b: Binormála je kolmá na teèný vektor a na hlavní normálu. Zøejmì b = t × n.

De˛nice. Roviny k prùvodnímu trojhranu prostorové køivky: Normálová rovina: je kolmá k teènému vektoru. Má tedy rovnici t · x = a.

Rekti˛kaèní rovina: je kolmá k hlavní normále. Její rovnice je n · x = b.

2. METODY ANALÝZY PROSTØEDNICTVÍM DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE 53

Køivka zùstává (v nìjakém ϵ-okolí) v poloprostoru rekti˛kované roviny, a to v poloprostoru, který obsahuje støed oskulaèní kru¿nice. Hlavní normála smìøuje do tohoto poloprostoru.

Oskulaèní rovina b: je kolmá k binormále. Obdr¿íme ji jako limitu rovin procháze-

jících tøemi sousedními body køivky. Rovnice oskulaèní roviny má tvar

b · x = c.

Na rozdíl od rovinných køivek mají prostorové køivky k dispozici dalźí dimenzi. Zatímco zakøivení mìøí zmìnu odchylky od teèny, je torze míra pohybu køivky z roviny.

De˛nice. Torze jako¿to míra pro odchylky køivky od rovinné køivky je vyjádøena

jako

τ = lim ^pq→0 ||´b|| ^pq . Pøitom ´b je rozdíl binormál v bodech p a q.

Vìta 2.4 Výpoèet torze Pro køivku pøi parametrické reprezentaci x = x(t), y =

y(t), z = z(t) v prostoru platí

τ = ρ^2 (x^{′2} + y^{′2} + z^{′2})^3 · | | | | | x^′ y^′ z^′ x^{′′} y^{′′} z^{′′} x^{′′′} y^{′′′} z^{′′′}

| | | | | .

Dukaz. Vztah pro torzi pøi parametrickém vyjádøení k : R → R^3 plyne z τ = lim^_{Δs→0} ||´b́s || = ||^.b ||, b = t × n =^.k × .. k_{√ ..} k∗^{..}k , . b = − .. k∗^{...}k (_{..} k∗^{..}k^{) 32}

(^.k ×^{..}k) + 1^√_{..}

k∗^{..}k . k ×^{...}k .

Pøitom^.k ×^{...}k lze psát jako lineární kombinaci . k ×^{...}k = ... k∗(^.k×^{..}k)_{..}

k∗^{..}k .. k + ... k∗^{..}k ( . k×^{..}k)∗(^.k×^{..}k)

(^.k ×^{..}k) = ... k∗(^.k×^{..}k)_{..}

k∗^{..}k .. k + ... k∗^{..}k ( . k∗^{..}k)^2

(^.k ×^{..}k).

54 Kritéria kvality . k,^{..}k a^.k ×^{..}k. Zároveò lze vyu¿ít, ¿e^.k a^{..}k jsou navzájem kolmé a ||^.k || = 1. Obdr¿íme

tedy:_.

b = (^( . k×^{..}k)∗^{...}k ( .. k∗^{..}k)^32

)·^{..}k= |^.k,^{..}k,^{...}k | (_{..} k ( .. k∗^{..}k)^32 )

||^.b || =^| . k,^{..}k,^{...}k| (_{..} k∗^{..}k^) . Vyjdeme-li v poslední formuli z derivace podle délky oblouku k derivaci funkce k podle libovolného parametru t, obdr¿íme po nìkolika pøeformulováních hledaný vztah z τ = ||^.b ||.

Tyto tøi vektory doprovodné trojice t, n a b jsou navzájem kolmé a tedy generují celý prostor. Mù¿eme tedy zejména ka¿dý vektor, zejména pak i derivace^.t, n a b vyjádøit jako jejich lineární kombinace. To lze vyjádøit Frenetovými vzorci. Lze ukázat, ¿e tyto koe˛cienty závisí pouze na køivosti a torzi. K tomu je potøeba následujícího tvrzení:

Vìta 2.5 O ortonormálním repéru. Pøedpokládejme, ¿e pomocí vektorových funkcí

m_1 = m_1(t), m_2 = m_2(t), m_3 = m_3(t), t ∈ J

jsou pro ka¿dé t ∈ J de˛novány tøi jednotkové navzájem kolmé vektory (o nich øíkáme, ¿e tvoøí tzv. ortonormální repér). Vypoètìme funkce^.m_1=^.m_1 (t),^.m_2=

.m_2 (t),^.m_3=^.m_3 (t), t ∈ J a zapiźme je jako lineární kombinace funkcí m_1, m_2, m_3

takto:_.

m_1 = a_{11}m_1+a_{12}m_2+a_{13}m_3, .m_2 = a_{21}m_1+a_{22}m_2+a_{23}m_3, .m_3 = a_{31}m_1+a_{32}m_2+a_{33}m_3,

kde a_{ij} jsou reálné funkce de˛nované na intervalu J. Potom matice koe˛cientù a_{ij} je pro ka¿dé t ∈ J antisymetrická, tj. má tvar

0 a_{12} a_{13} a_{21} 0 a_{23} a_{31} a_{32} 0 . Dukaz. Pøipomeòme, ¿e pro ka¿dé t ∈ J tvoøí hodnoty vektorových funkcí m_1, m_2, m_3 bázi vektorového zamìøení prostoru R^3, a tedy výźe uvedené vyjádøení existuje a

je jednoznaèné.

Uká¿eme, ¿e a_{11} = 0. Evidentnì,

_m_1 · m_1 = a_{11} m_1 · m_1 = 1 2 _m_1 · m_1 = 0.

2. METODY ANALÝZY PROSTØEDNICTVÍM DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE 55

Zejména tedy a_{11} = 0. Analogicky, a_{22} = 0, a_{33} = 0.

Uká¿eme, ¿e a_{12} = −a_{21}. Platí,

_m_1 · m_2 = a_{12}, _m_2 · m_1 = a_{21}.

Zøejmì m_1 · m_2 = 0. Derivováním zjistíme, ¿e _m_1 · m_2 + _m_2 · m_1 = 0. Odtud ji¿ plyne, ¿e a_{12} = −a_{21}. Obecnì platí a_{ij} = −a_{ji}.

Frenetovy vzorce lze pova¿ovat za systém diferenciálních rovnic pro t, n a b:

Vìta 2.6 Frenetovy vzorce, Hlavní vìta teorie køivek.

_t = κ · n _n = −κ · t +τ · b _b = −τ · n ,

kde t je normovaný teèný vektor, n je normovaný normálový vektor, b je normovaný

binormálový vektor, κ je køivost a τ torze.

Dukaz. Víme, ¿e _t = κ · n a ¿e _b = −τ · n. Zbývající èást plyne z pøedchozí vìty.

Dùle¿itým výsledkem diferenciální geometrie je skuteènost, ¿e køivost a torze jsou charakteristické velièiny prostorové køivky a tato je jimi jednoznaènì popsaná:

Vìta 2.7 Hlavní vìta teorie køivek Zadáním funkcí κ a τ je prostorová køivka

urèena jednoznaènì a¿ na shodnost a lze ji vypoèíst jako¿to øeźení Frenetových diferenciálních rovnic.

Dukaz. Viz diferenciální geometrie.

Závìrem tohoto odstavce se budeme vìnovat rovinným køivkám. V rovinì si mù- ¿eme vyjádøit teèný smìr a normálový smìr následovnì:

Vìta 2.8 Teèna a normála pro rovinné køivky

1. Teèna má rovnici

• pøi implicitním vyjádøení F (x, y) = 0:

t = (−F_y, F_x),

• pøi explicitním vyjádøení y = f(x):

t = (1, f^′),

56 Kritéria kvality

• pøi parametrickém vyjádøení x = x(t), y = y(t) :

t = (x^′, y^′).

2. Normála má rovnici • pøi implicitním vyjádøení F (x, y) = 0:

n = (F_x, F_y),

• pøi explicitním vyjádøení y = f(x):

t = (−f^′, 1),

• pøi parametrickém vyjádøení x = x(t), y = y(t) :

t = (−y^′, x^′).

Dukaz. Teèný vektor obdr¿íme pøi parametrickém vyjádøení jako limitu vektorové

funkce_{( x(t+Δt)−x(t)} Δt y(t+Δt)−y(t) Δt ) , normálový vektor zámìnou slo¿ek a zmìnou jednoho znaménka. U implicitního vyjádøení se pøedpokládá existence lokálního parametrického vyjádøení x = x(t), y = y(t) tak, ¿e F (x(t), y(t)) = 0 a následnì derivováním F_xx^′(t)+F_yy^′(t)) = 0, je tedy (F_x, F_y) vektor kolmý na teèný vektor (x^′, y^′).

Pøipomeòme si následující pojmy:

De˛nice. In‚exní bod: bod køivky, ve kterém konkávnost pøechází z jedné strany

køivky na druhou tj. takový bod, ¿e jím procházející teèna ke køivce v nìm má s køivkou styk 2. øádu.

Vrchol: bod køivky, ve kterém køivost nabývá minima nebo maxima. Dvojnásobný bod: bod køivky, ve kterém se køivka sama protíná. Izolovaný bod: bod køivky, který vyhovuje rovnici køivky a zároveò le¿í þmimoß

køivku.

Bod obratu: bod køivky, ve kterém teèný vektor zmìní svou orientaci. Bod doteku: dvojnásobný bod køivky, se shodným teèným vektorem.

2. METODY ANALÝZY PROSTØEDNICTVÍM DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE 57 Bod lomu: bod nespojitosti teèného vektoru.

Bod zlomu: bod nespojitosti ka¿dého parametrického vyjádøení køivky.

Asymptotický bod : bod køivky, kolem kterého se køivka nekoneènìkrát obtáèí a

je libovolnì blízko.

Vìta 2.9 Nutné podmínky pro in‚exní body rovinných køivek

• pøi implicitním vyjádøení F (x, y) = 0: | | | | | | F_{xx} F_{xy} F_x F_{yx} F_{yy} F_y F_x F_y 0

| | | | | | = 0,

• pøi explicitním vyjádøení y = f(x):

f^{′′} = 0,

• pøi parametrickém vyjádøení x = x(t), y = y(t) : | | | | x^′ y^′ x^{′′} y^{′′} | | | | = 0. Dukaz. V udaném bodu má køivost nulový prùchod. To je nutná podmínka proto,

¿e støed oskulaèní kru¿nice mìní stranu køivky.

2.2 Plochy

Teèná rovina plochy v bodì je rovina, která nejlépe aproximuje plochu v okolí tohoto bodu. Normála v bodì plochy je normála teèné roviny. K jejich výpoètu je tøeba derivace prvního øádu:

Vìta 2.10 Výpoèet teèné roviny v bodì p = (x^∗, y^∗, z^∗):

• pøi implicitním vyjádøení F (x, y) = 0, x = (x, y, z) :

▽F (p) · (x − p) := (F_x(p), F_y(p), F_z(p)) · x − x^∗ y − y^∗ z − z^∗ = 0,

58 Kritéria kvality

• pøi explicitním vyjádøení z = f(x, y):

z − f(x^∗, y^∗) = (f_x(x^∗, y^∗), f_y(x^∗, y^∗)) · ( x − x^∗ y − y^∗ ) ,

• pøi parametrickém vyjádøení p = f(u, v), x = (x, y, z):

|x − f(u^∗, v^∗) f_u(u^∗, v^∗) f_v(u^∗, v^∗)| = 0.

Dukaz. Uva¿me køivky na ploźe, které jsou zadány jako zobrazení k z parametrického

oboru køivky (⊆ R) do parametrického oboru plochy (⊆ R^2). Zkoumejme teèny takovýchto køivek. V pøípadì implicitnì zadaných ploch máme

F (k(t)) = 0=⇒ ▽F · k^′ = 0.

Gradient ▽F je pak kolmý na teèné vektory køivek plochy a je tedy normálou teèné roviny.

U parametricky zadaných ploch lze tímto pøístupem zjistit, ¿e mù¿eme vyjádøit teèné vektory vźech køivek plochy jako lineární kombinaci parciálních derivací f_u(u^∗, v^∗) a f_v(u^∗, v^∗), a tedy tyto smìrové derivace generují teènou rovinu. Pro ka¿dý

bod x v teèné rovinì bodu p je x − p rovnì¿ lineárnì závislé na smìrových derivacích,

co¿ lze vyjádøit udanou podmínkou pro determinant.

Vìta 2.11 Výpoèet normálových vektorù

• Normála pøi implicitním vyjádøení F (x, y, z) = 0 :

n = ▽F = (F_x, F_y, F_z),

• normála pøi explicitním vyjádøení z = f(x, y):

n = (f_x, f_y, −1),

• normála pøi parametrickém vyjádøení x = f(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)):

n = f_u × f_v = (| | | | y_u z_u y_v z_v | | | | , − | | | | x_u z_u x_v z_v | | | | , | | | | x_u y_u x_v y_v | | | | , ) . Dukaz. Cvièení.

2. METODY ANALÝZY PROSTØEDNICTVÍM DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE 59

S pomocí tzv. první základní formy je mo¿né mìøit délky na plochách. Uva¿me plochu s parametrickým vyjádøením f : R^2 → R^3 a èást køivky k : [a, b] → R^2, tzn. zobrazení parametrického oboru plochy k(t) = (u(t), v(t)), u, v : [a, b] → R. Délka èásti køivky (k(t)), t ∈ [a, b] zadaného jako s = ∫ b a ||^d_{dt} f(k(t))||dt =^{∫ b}_a ||f_u · u^′ + f_v · v^′||dt =^{∫ b}_a √ f_u ∗ f_u · u^{′2} + 2f_u ∗ f_v · u^′ · v^′ + f_v ∗ f_v · v^{′2}dt.

Pro nekoneènì malou èást ds pak platí

ds^2 = f_u ∗ f_u · du^2 + 2f_u ∗ f_v · du · dv + f_v ∗ f_v · dv^2

Pravá strana rovnosti se nazývá první základní forma plochy.

De˛nice. První základní forma (1FF): pro plochu v parametrickém vyjádøení x = f(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) je první základní forma de˛novaná jako funkce R^4 → R, kde (u, v, du, dv) → E · du^2 + 2F · dudv + G · dv^2, s metrickými koe˛cienty

E := f_u ∗ f_u = x^2_u + y^2_u + z^2_u, F := f_u ∗ f_v = x_ux_v + y_uy_v + z_uz_v, G := f_v ∗ f_v = x^2_v + y^2_v + z^2_v .

Pro kouli f(u, v) = r sin u · cos v r sin u · sin v r cos u

napøíklad platí E = r^2, F = 0, G = r · sin^2 u.

Vìta 2.12 Délka oblouku Buï dána plocha f(u, v). Pro diferenciál oblouku ds

køivky na této ploźe ve smìrech du, dv platí ds^2 = E · du^2 + 2F · dudv + G · dv^2. Dukaz. Standardní tvrzení diferenciální geometrie.

60 Kritéria kvality

Za úèelem analýzy køivosti ploch se zkoumá køivost køivek probíhajících v ploźe. Uva¿ujeme-li napø. velkou kru¿nici probíhající na kouli, je pak støed koule také støedem oskulaèní kru¿nice køivky. Pro bod p této plochy ukazuje normála plochy do stejného smìru jako vektor køivosti køivky. Skalární souèin obou vektorù je roven polomìru køivosti této køivky. Pøi libovolných plochách a køivkách na ploźe to u¿ nebude tento pøípad { skalární souèin normály plochy a vektoru køivosti je roven køivosti pronásobené s kosinem úhlu sevøeného normálou plochy a vektorem zakøivení. Buïte

f(u, v) plocha v parametrickém vyjádøení, n_f (u, v) normála plochy, k(s) køivka v ploźe v parametrickém vyjádøení tak, ¿e k(s) je pøirozenì parametrizovatelná,

κ køivost ploźné køivky

κ · n_k =^{d2}_{ds2} f(k(s)) druhá derivace køivky, tj. køivostí vynásobená hlavní

normála, která ukazuje ve smìru støedu køivosti ˘ úhel sevøený normálou plochy a vektorem køivosti.

Aplikujeme-li

n_f f_u = (f_u × f_v)/||(f_u × f_v)|| · f_u = 0, n_f f_v = (f_u × f_v)/||(f_u × f_v)|| · f_v = 0,

obdr¿íme pak

κ cos ˘ = κ · nf nk =^{d2}_{ds2} nf f(u(s), v(s))

= n_f · (f_{uu}^.u^2 +2f_{uv}^.u^.v +f_{vv}^.v^2 +f_{uu}^{..}u +f_{vv}^{..}v) = n_f f_{uu}^.u^2 +2n_f f_{uv}^.u^.v +n_f f_{vv}^.v^2 .

Násobením ds^2 získáme

κ · n_f n_kds^2 = n_f f_{uu}^.u^2 du^2 + 2n_f f_{uv}^.u^.v dudv + n_f f_{vv}^.v^2 dv^2.

Výraz na pravé stranì, rovnì¿ funkce u, v, du, dv je tzv. druhá základní forma plochy:

De˛nice. Druhá základní forma (2FF): Pro plochu s parametrickým vyjádøením f(u, v) je druhá základní forma funkce R^4 → R s (u, v, du, dv) → L · du^2 + 2 · M · dudv + N · dv^2, pøièem¿ metrické koe˛cienty L, M, N jsou de˛novány následovnì:

L := nf_{uu}, M := nf_{uv}, N := nf_{vv}.

2. METODY ANALÝZY PROSTØEDNICTVÍM DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE 61

Pøitom n je normála plochy (f_u × f_v)/||(f_u × f_v)||.

Vìta 2.13 Geometrická interpretace druhé základní formy Druhá základní

forma urèuje odchylku dh sousedních bodù plochy f(u + du, v + dv) od teèné roviny v bodì roviny f(u, v): dh = 1 2 2FF + o(du^2 + dv^2).

Pøitom dh je slo¿ka odchylky ve smìru normály teèné roviny.

Dukaz. Pro odvození geometrické interpretace druhé základní formy budeme pova-

¿ovat druhou základní formu za souèin derivace druhého øádu ve smìru (du, dv) s normálami ploch:

2FF = n · f_{uu}du^2 + 2f_{uv}dudv + f_{vv}dv^2.

Provedeme-li Taylorùv rozvoj f v bodì (u, v), obdr¿íme

f(u + du, v + dv) = f(u, v) + (f_udu + f_vdv)

+^1_2 (f_{uu}du^2 + 2f_{uv}dudv + f_{vv}dv^2) +o(du^2 + dv^2).

Proto¿e máme nf_u = 0 = nf_v a dh = n · (f(u + du, v + dv) − f(u, v)), obdr¿íme bezprostøednì dokazované tvrzení.

Vìta 2.14 Výpoèet druhé fundamentální formy

Buï f(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)). Pak platí L =^{1√}_{EG−F 2} · | | | | | | x_{uu} y_{uu} z_{uu} x_u y_u z_u x_v y_v z_v

| | | | | | ,

M =^{1√}_{EG−F 2} · | | | | | | x_{uv} y_{uv} z_{uv} x_u y_u z_u x_v y_v z_v

| | | | | | ,

N =^{1√}_{EG−F 2} · | | | | | | x_{vv} y_{vv} z_{vv} x_u y_u z_u x_v y_v z_v

| | | | | | . Dukaz. Formule pro výpoèet druhé základní formy lze získat z koe˛cientù E, F, G

první základní formy

||n||^2 = ||f_u × f_v|| = (f_u ∗ f_u) · (f_v ∗ f_v) − (f_u ∗ f_v) · (f_u ∗ f_v) = EG − F^2.

62 Kritéria kvality

Prostorové køivky jsou urèeny dvìma funkcemi - køivostí a torzí - a to a¿ na shodnost. Køivku obdr¿íme jako øeźení systému diferenciálních rovnic - Frenetových rovnic, ve kterém jsou derivace prùvodního trojhranu vyjádøeny jako lineární kombinace trojhranu samého, pøièem¿ koe˛cienty lineární kombinace závisí na køivosti a torzi.

Podobná situace nastává u ploch. Roli køivosti a torze pøebírají koe˛cienty první a druhé základní formy. V rozporu s køivostí a torzí nelze tyto koe˛cienty zcela volnì zvolit, nýbr¿ musí splòovat jisté okrajové podmínky. K jejich splnìní uva¿ujme trojhran sestávající s smìrových derivací f_u, f_v a vnìjźí normály n = f_u × f_v/||f_u × f_v||, tzv. trojhran plochy. Ka¿dý vektor, zejména také derivace druhého øádu lze vyjádøit jako lineární kombinaci trojhranu plochy:

Vìta 2.15 Gaussovy formule Máme

f_{uu} = `^1_1f_u + `^2_{11}f_v + c_{11}n^∗, f_{uv} = `^1_2f_u + `^2_{12}f_v + c_{12}n^∗, f_{vv} = `^1_{22}f_u + `^2_2f_v + c_{22}n^∗,

kde `^k_{ij}, 1 ≤ i, j, k ≤ 2 jsou Christo¸elovy symboly druhého stupnì

`^1_1 = (E_uG − 2F F_u + E_vF )/(2g), `^1_2 = (E_vG − F G_u)/(2g), `^1_{22} = (−F G_v + 2F_vG − GG_u)/(2g), `^1_{21} = `^1_2, `^2_{11} = (E_uF − 2F F_u + EE_v)/(2g), `^2_{12} = (EG_u − E_uF )/(2g), `^2_2 = (EG_u − 2F F_v + F G_u)/(2g), `^2_1 = `^2_{12},

pøièem¿ g = EG − F^2, c_{11} = L, c_{12} = L, c_{22} = N.

Dukaz. Viz diferenciální geometrie.

Pøipomeòme, ¿e pøi vhodné indexaci jsou Christo¸elovy symboly prvního stupnì `_{ij,k} skalární souèin druhé a první derivace, napø. `_{12,1} = f_{uv} ∗ f_u.

Rovnì¿ parciální derivace normály plochy lze vyjádøit jako lineární kombinaci trojhranu plochy:

Vìta 2.16 Weingartenovy formule Máme

n^∗_u = r_1f_u + r_2f_v + r_3n^∗, n^∗_v = s_1f_u + s_2f_v + s_3n^∗,

2. METODY ANALÝZY PROSTØEDNICTVÍM DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE 63 kde r_1 = (F M − GL)/g, r_2 = (F L − EM)/g, r_3 = 0, s_1 = (F N − GM)/g, s_2 = (F M − EN)/g, s_3 = 0 a g = EG − F^2.

Dukaz. Viz diferenciální geometrie.

Na funkci f klademe po¿adavek trojnásobné spojité diferencovatelnosti. Pak z vìty o zámìnì poøadí derivování obdr¿íme, ¿e musí platit

f_{uuv} = f_{uvu} a f_{vvu} = f_{uvv}.

Dosadíme-li do Gaussových formulí, obdr¿íme dvì vektorové rovnice o promìnných

f_{uu}, f_{uv}, f_{vv}, n_u, n_v. Aplikujeme-li Gaussovy a Weingartenovy formule, získáme dvì

vektorové rovnice o promìnných f_u, f_v, n z trojhranu plochy,

α_{1k}f_u + α_{2k}f_v + α_{3k}n^∗ = 0, α_{ik}R, k ∈ {1, 2}.

Z lineární nezávislosti vektorù trojhranu plochy obdr¿íme α_{ik} = 0, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ k ≤ 2. Dostaneme pak následujících źest podmínek:

Vìta 2.17 Gaussovy rovnice Platí

α_{11}=0 ⇐⇒ F · b/g = (`^1_2)_u − (`^1_1)_v + `^1_2`^2_{12} − `^1_1`^1_{22}, α_{12}=0 ⇐⇒ −E · b/g = (`^2_{12})_u − (`^2_{11})_v + `^2_{12}(`^2_{12} − `^1_1) + `^1_2`^2_{11} − `^2_{11}`^2_2, α_{21}=0 ⇐⇒ G · b/g = (`^1_{22})_u − (`^1_2)_v + `^1_2(`^2_2 − `^1_2) − `^2_{12}`^1_{22} + `^1_1`^1_{22}, α_{22}=0 ⇐⇒ F · b/g = (`^2_2)_u − (`^2_{12})_v + `^1_2`^2_{12} − `^1_{22}`^2_{11},

kde g = EG − F^2 a b = LN − M^2.

Dukaz. Viz diferenciální geometrie.

Vìta 2.18 Mainardi-Codazziho rovnice Platí

α_{13} = 0 ⇐⇒ L_v − M_u = `^1_2L + (`^2_{12} − `^1_1)M − `^2_{11}N, α_{23} = 0 ⇐⇒ M_v − N_u = `^1_{22}L + (`^2_2 − `^1_2)M − `^2_{12}N.

Dukaz. Viz diferenciální geometrie.

Mù¿eme pak formulovat hlavní vìtu teorie ploch:

Vìta 2.19 Hlavní vìta teorie ploch - Bonnet Buïte dány tøi reálné funkce

E, F, G s druhými spojitými derivacemi de˛nované na nìjakém okolí v R^2 a tøi reálné funkce L, M, N s prvními spojitými derivacemi de˛nované na stejném okolí. Splòují-li tyto funkce Gaussovy a Mainardi-Codazziho rovnosti a platí-li EG − F^2 > 0, existuje a¿ na shodnost jednoznaènì urèená èást plochy, která má tøetí spojité derivace, tak, ¿e E, F, G, K, M, N jsou koe˛cienty obou základních forem.

Dukaz. Viz diferenciální geometrie.

64 Kritéria kvality

Z této vìty napøíklad plyne, ¿e nemù¿e existovat ¿ádné izometrické zobrazení koule do roviny, proto¿e první základní formy jsou odliźné. To je pak dùle¿itý výsledek napø. pro kartogra˛i.

Zároveò platí pro køivost κ rovinných køivek

κ cos ˘ = 2FF ds^2 = 2FF 1FF . Pro køivky na ploźe, jejich¿ vektor køivosti je rovnobì¿ný normálou plochy (˘ = 0), je pak køivost rovna κ = 2FF 1FF . Tato køivost se nazývá normálová køivost plochy. Ta závisí pouze na smìru teèny, de˛nované pomocí^{du}_{dv} . Zvolíme-li smìr teèen pevnì, ale povolíme-li libovolný úhel˘ mezi vektorem køivosti køivky a normálou plochy, platí pro polomìry zakøivení, ¿e

ρ = ρ cos ˘, ρ = 1 κ . Proto¿e støed oskulaèní kru¿nice køivky na ploźe obdr¿íme ze vztahu

f + ρn_k,

máme pak, ¿e oskulaèní kru¿nice na kouli má støed

f + ρn^∗_f ,

a polomìr ρ. To je obsa¿eno v Meusnierovì vìtì:

Vìta 2.20 Meusnierova vìta Oskulaèní kru¿nice ploźné køivky f(k(s)) se stejným

teèným smìrem t le¿í na kouli se støedem f + ρn^∗f , a polomìrem ρ = 2FF1FF.

Dukaz. Viz diferenciální geometrie.

Proto¿e normálovou køivost závisí pouze na smìru teèny t, lze se omezit pro zkoumání normálové køivosti na þjednoduchéß køivky na ploźe s tímto smìrem teèny. Vybereme tzv. normální køivky øezu, které vzniknou prùsekem roviny urèené teèným vektorem t a normálami plochy nf s plochou. Její vektor køivosti ukazuje ve smìru normál plochy. Pro køivost κ platí

κ = 2FF1FF = L · du^2 + 2 · M · dudv + N · dv^2 E · du^2 + 2F · dudv + G · dv^2 = L· . u^2 +2 · M·^.u^.v +N·^.v^2 E·^.u^2 +2F ·^.u^.v +G·^.v^2 .

2. METODY ANALÝZY PROSTØEDNICTVÍM DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE 65

Abychom mohli zjistit normálovou køivost, provedeme parciální derivace podle^.u a^.v: κ_. u = 0 ⇐⇒ (L − κE) . u +(M − κF )^.v = 0 κ_. v = 0 ⇐⇒ (M − κF ) . u +(N − κG)^.v = 0. Proto¿e vźak κ závisí pouze na smìru^.u /^.v, extrém nastává i pro λ · (^.u,^.v), pokud nastává v bodì (^.u,^.v). Výźe uvedená lineární rovnice nemá tedy jediné øeźení, tj. | | | | L − κE M − κF M − κF N − κG | | | | = 0. De˛nice. Gaussova køivost K je urèena vztahem

K := L · N − M^2 E · G − F^2 . Støední køivost H je urèena vztahem

H := −2 · F · M + (E · N + G · L) 2 · (E · G − F^2) . Pak lze poslední podmínku z 2.20 zapsat jako

κ^2 − 2 · H · κ + K = 0.

Diskriminant této kvadratické rovnice je v¿dy vìtźí nebo roven nule. Rovnice má v¿dy dva rùzné nebo jeden dvojitý reálný koøen. Má-li dva rùzné reálné koøeny, jedná se o minimální a maximální køivost v bodì plochy. Má-li jeden dvojnásobný reálný koøen, jedná se o støedový bod, ve kterém jsou vźechny køivosti stejné. Øeźení kvadratické rovnice nám dává

Vìta 2.21 Hlavní køivosti Tzv. hlavní køivosti, extrémy normálové køivosti κ, jsou

urèeny vztahem κ_{max} := H + √ H^2 − K, κ_{min} := H − √ H^2 − K. Hlavní køivosti nám urèují urèité smìry teèny køivky normálového øezu. Oznaèujeme je jako smìry hlavních køivostí. Ploźné køivky, jejich¿ køivost v ka¿dém bodì køivky je rovna κ_{max} resp. κ_{min}, se nazývají èáry køivosti. Èáry køivosti pro κ_{max} resp. κ_{min} tvoøí dva systémy ortogonálních ploźných køivek.

66 Kritéria kvality

Kapitola 4

Metoda B-splinù

Bézierova metoda má alespoò dvì nevýhody:

• ¿ádná lokální kontrolovatelnost: Zmìna Bézierova bodu nebo váhy u racionálního tvaru zmìní celý segment. To ztí¿í jemné zharmonizování návrhu.

• vysoký stupeò polynomu: Pøi komplexních tvarech je potøeba vìtźí poèet Bézierových bodù. S ka¿dým Bézierovovým bodem se zvýźí stupeò polynomu o jeden stupeò. Polynomy vyźźích stupòù zvyźují poèetní nároènost a poèet numerických nepøesností.

Øeźení, které je nasnadì, sestává z toho, ¿e komplexní tvary slo¿íme z jednoduźźích dílù, tj. z tìch s ni¿źím stupnìm. Tento postup je základem metody B-splinù. Ukazuje se dokonce, ¿e Bézierova metoda je zvláźtním pøípadem metody B-splinù. Prakticky vźechny výhodné vlastnosti Bézierovy metody v geometrickém modelování se pøenáźí na její zobecnìní. Navíc se zbavíme jmenovaných nevýhod Bézierovy metody.

1 Splinové a B-splinové funkce

Funkce, které jsou po èástech slo¿ené z polynomù a ve spoleèných bodech jsou dostateènì mnohokrát diferencovatelné, oznaèujeme jako polynomiální spliny:

De˛nice. Polynomiální splinová funkce:

Buïte x_0 ≤ x_1 ≤ . . . ≤ x_k, x_i ∈ R. Funkce S se nazývá splinová funkce stupnì d ∈ N resp. øádu d + 1, jsou-li splnìny následující podmínky:

1. S je polynom stupnì d v ka¿dém dílèím intervalu [x_i, x_{i+1}], 0 ≤ i < k.

2. S ∈ C^{(d−1)}[x_0, x_k].

68 Metoda B-splinù

Vektor ξ := (x_0, x_1, . . . , x_k) se nazývá uzlový vektor B-spline funkce. Funkce slo¿ené po èástech z polynomù, které nesplòují druhou podmínku, se nazývají také subspline funkce. Pøi pou¿ití B-spline metody se Bernsteinovy polynomy B^n_i nahradí speciálními B-spline funkcemi N^m_i .

De˛nice. Buï ξ = (x_0, x_1, . . . , x_k) uzlový vektor. B-spline funkce je de˛nována

jako

N^0_i (x) := { 1 pro x ∈ [x_i, x_{i+1}), 0 jinak, i = 0, . . . , k − 1. N^n_i (x) := x − x^i x_{i+n} − x_i · N^{n−1i} (x) + x_{i+n+1} − x x_{i+n+1} − x_{i+1} · N^{n−1i+1} (x),

0 ≤ i ≤ k − n − 1, 1 ≤ n ≤ k − 1,^0 := 0.

Od komponent uzlového vektoru je po¿adována pouze monotonie, nikoliv silná monotonie. Pro pøípad, ¿e x_{i+n} − x_i = 0 de˛nujeme výsledek dìlení 0 jako 0.

Spoètìme B-spline funkce pro uzlový vektor ξ = (0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 4, 4). Výpoèet lze provést následovnì:

N^0_0 (x) = 0

N^0_1 (x) = 0

N^0_2 (x) = { 1, x ∈ [0, 1] 0, jinak

N^0_3 (x) = { 1, x ∈ [1, 2] 0, jinak

N^0_4 (x) = { 1, x ∈ [2, 3] 0, jinak

N^0_5 (x) = { 1, x ∈ [3, 4] 0, jinak

N^0_6 (x) = 0

N^0_7 (x) = 0

1. SPLINOVÉ A B-SPLINOVÉ FUNKCE 69

N^1_0 (x) = 0

N^1_1 (x) = { 1 − x, x ∈ [0, 1] 0, jinak

N^1_2 (x) = x, x ∈ [0, 1] 2 − x, x ∈ [1, 2] 0, jinak

N^1_3 (x) = x − 1, x ∈ [1, 2] 3 − x, x ∈ [2, 3] 0, jinak

N^1_4 (x) = x − 2, x ∈ [2, 3] 4 − x, x ∈ [3, 4] 0, jinak

N^1_5 (x) = { x − 3, x ∈ [3, 4] 0, jinak

N^1_6 (x) = 0

N^2_0 (x) = { (1 − x)^2, x ∈ [0, 1] 0, jinak

N^2_1 (x) =

(2x · (1 − x) + x · (2 − x))/2, x ∈ [0, 1] (2 − x)^2/2, x ∈ [1, 2] 0, jinak

N^2_2 (x) = x^2/2, x ∈ [0, 1] (x · (2 − x) + (3 − x) · (x − 1))/2, x ∈ [1, 2] (3 − x)^2/2, x ∈ [2, 3] 0, jinak

N^2_3 (x) =

(x − 1)^2/2, x ∈ [1, 2] ((x − 1) · (3 − x) + (4 − x) · (x − 2))/2, x ∈ [2, 3] (4 − x)^2/2, x ∈ [3, 4] 0, jinak

N^2_4 (x) =

(x − 2)^2/2, x ∈ [2, 3] (4 − x) · (3x − 8)/2, x ∈ [3, 4] 0, jinak

N^2_5 (x) = { (x − 3)^2, x ∈ [3, 4] 0, jinak

70 Metoda B-splinù

Pro uzlový vektor sestávající ze dvou hodnot, 0 a 1, je¿ mají stejný poèet výskytù, tj. τ = (0, 0, . . . , 0, 1, 1, . . . , 1), kde 0 se vyskytuje (n+1)−krát a 1 se vyskytuje rovnì¿ (n+1)−krát, splývají B-spline funkce v intervalu [0, 1] s Bernsteinovými polynomy: N^n_i = B^n_i .

Pro n = 2 platí N^0_0 (x) = 0 N^0_1 (x) = 0

N^0_2 (x) = { 1, x ∈ [0, 1] 0, jinak N^0_3 (x) = 0 N^0_4 (x) = 0 N^1_0 (x) = 0

N^1_1 (x) = { 1 − x, x ∈ [0, 1] 0, jinak

N^1_2 (x) = { x, x ∈ [0, 1] 0, jinak N^1_3 (x) = 0

N^2_0 (x) = { (1 − x)^2, x ∈ [0, 1] 0, jinak

N^2_1 (x) = { 2x · (1 − x) x ∈ [0, 1] 0, jinak

N^2_2 (x) = { x^2, x ∈ [0, 1] 0, jinak

2. B-SPLINE KØIVKY 71 Vìta 1.1 Vlastnosti B-spline funkcí

1. Nosné intervaly: Nosný interval N^n_i je [x_i, x_{i+n+1}), tj. N^n_i (x) = 0 pro x ∉ [x_i, x_{i+n+1}).

2. Rozklad jednotky: Souèet B-spline funkcí stupnì n je 1: k−n−1 ∑ i=0 N^n_i (x) = 1, x ∈ [x_n, x_{k−n}).

3. Pozitivita: B-spline funkce jsou v intervalu [x_i, x_{i+n+1}] nezáporné: N^n_i (x) ≥ 0, 0 ≤ i ≤ k − n − 1, 1 ≤ n ≤ k − 1, x ∈ [x_i, x_{i+n+1}]. 4. Ekvidistantní uzlový vektor: Pro ekvidistantní uzlový vektor τ = (0, 1, . . . , k) jsou funkce N^m_i (x) a¿ na posun podél osy parametrù identické: N^n_i (x) = N^{n+1}_i (x + 1), i = 0, 1, . . . , k − n − 2.

5. Derivace: Jsou-li uzly x_i navzájem rùzné, pak N^n_i ∈ C^{n−1}, je tedy (n − 1)-krát spojitì diferencovatelná. Vyskytne-li se uzel x_i s násobností l_j, zmenźí se stupeò derivovatelnosti B-spline funkce v bodì x_i, platí tedy N^n_i ∈ C^{n−lj} .

6. Výpoèet derivací: Buï f(x) = ∑k−n−1 i=0 a_i · N^n_i . Pak pro derivace platí:

f^{(j)}(x) = ∑k−n−1 i=0 a^{(j)}_i · N^{n−j}_i , kde a^{(j)}_i = { a_i j = 0 (n − j) · (a^{(j−1)}_i − a^{(j−1)}_{i−1} )/(x_{i+n−j} − x_i) j > 0, i ≥ 0, a^{(j)}_{−1} = 0 pro j ≥ 0.

Dukaz. Snadné cvièení.

2 B-spline køivky

B-spline køivky se formálnì reprezentují podobnì jako Bézierovy segmenty, pøièem¿ Bernsteinovy polynomy nahradíme B-spline funkcemi daného stupnì. Abychom zachovali chování podobné Bézierovým køivkovým segmentùm, je tøeba speciální volby uzlového vektoru. De˛nujeme pak dvì varianty, otevøené B-spline køivky s libovolnými koneènými body a uzavøené B-spline køivky, pro které splývají poèáteèní a koncový bod.

72 Metoda B-splinù

De˛nice. Otevøená B-spline køivka má tvar

b(t) :=^{m∑}_{i=0} d_iN^n_i (t), t ∈ [t_0, t_{m+1}], d_i ∈ R^d,

kde N^n_i (t) jsou B-spline funkce pøísluźející k uzlovému vektoru tvaru τ = (t_0, . . . , t_{n+m+1}), t_0 = . . . = t_n, t_{m+1} = . . . = t_{n+m+1} a kontrolními body d_i ∈ R^d.

Uzavøená B-spline køivka má tvar

b(t) :=^{m∑}_{i=0} d_iN^n_i (t), t ∈ [t_0, t_{m+1}], d_i ∈ R^d,

N^n_i (t) := { N^n_i (t), t ∈ [t_i, t_{m+1}], N^n_i (t − t_0 + t_{m+1}), t ∈ [t_0, t_i], i = 0, . . . , m, kde N^n_i (t) jsou B-spline funkce pøísluźející k uzlovému vektoru tvaru τ = (t_0, . . . , t_{n+m+1}), t_{m+2} := t_{m+1} +(t_1 −t_0), . . ., t_{n+m+1} := t_{n+m} +(t_n −t_{n−1}), a kontrolními body d_i ∈ R^d. Kontrolní body d_i ∈ R^d se rovnì¿ nazývají de Boorovy body. Spojení skrz de Boorovy body se nazývá de Boorùv polygoniální tah.

Vìta 2.1 Vlastnosti B-spline køivek

1. Chování v koncových bodech: Volba uzlù v pøípadì otevøené B-spline køivky zaruèuje, ¿e kontrolní polygon a køivka mají stejný poèáteèní a koncový bod.

2. Vlastnost konvexního obalu: B-spline køivka le¿í v konvexním obalu de Boorových bodù. Zejména tedy le¿í i v konvexním obalu de Boorova polygoniálního tahu.

3. Omezené kolísání: őádná pøímka neprotíná B-spline køivku èastìji ne¿ odpovídající B-spline polygoniální tah (variation diminishing property).

4. Lokálnost: Zmìna jednoho kontrolního bodu zmìní køivku nejvýźe lokálnì, tj. pøi zmìnì kontrolního bodu d_i se zmìní b(t) pouze pro t ∈ [t_i, t_{i+n+1}).

5. Vícenásobné podpùrné body pøitahují køivku. Diferencovatelnost v takovýchto bodech se sni¿uje, a podle velikosti násobku lze vytvoøit dokonce hroty.

6. Èásti pøímek jsou vytvoøeny pomocí kolineárních podpùrných bodù.

Dukaz. Chování B-spline køivek v koncových bodech lze získat z tvaru B-splinù pøi

dané volbì kontrolních vektorù. Stejnì jako pro Bernsteinovy polynomy je nenulová hodnota nabývána pouze prvním a posledním v koncích intervalù. Vlasnost lokálnosti plyne z omezeného nosného intervalu B-splinù, tzn. oboru, ve kterém jsou nenulové. Zhruba lze øíci, ¿e obor køivky, který se zmìní pøi manipulaci s jedním de Boorovým

2. B-SPLINE KØIVKY 73

bodem, je tím menźí, èím vìtźí je rozdíl mezi stupnìm n a poètem m kontrolních bodù.

Dùkaz vlastnosti konvexního obalu vyplývá okam¿itì z de Boorova algoritmu výpoètu bodù le¿ících na nìjaké B-spline køivce. De Boorùv algoritmus se podobá Casteljauovu algoritmu výpoètu køivkového bodu b(t) ze zadaných kontrolních bodù. Tento pak spoèíval na rekurentním vztahu pro Bernsteinovy polynomy. De Boorùv algoritmus je zalo¿en na odpovídajícím vztahu pro B-spline funkce.

Algoritmus. (de Boor)

Vstup: m + 1 kontrolních bodù d_0, d_1, . . . , d_m, spline stupeò n, uzlový vektor τ pro otevøenou (uzavøenou) B-spline køivku, parametrická hodnota t^∗ ∈ [t_0, t_{m+1}]. Výstup: Bod køivky b(t^∗).

Postup pro otevøené B-spline køivky

BEGIN

vypoètìte index i tak, ¿e t_i ≤ t^∗ < t_{i+1}, 0 ≤ i ≤ m

FOR j := 0 TO n DO

FOR l := i − n + j TO i DO

IF j = 0 THEN d^0_l := d_l ELSE BEGIN

t^j_l := (t^∗ − t_l)/(t_{l+n+1−j} − t_l);

d^j_l := (1 − t^j_l ) · d^{j−1}_{l−1} + t^j_l · d^{j−1}_l END;

b(t^∗) := d^n_i

END.

Postup pro uzavøené B-spline køivky

BEGIN

vypoètìte index i tak, ¿e t_i ≤ t^∗ < t_{i+1}, 0 ≤ i ≤ m

FOR j := 0 TO n DO

BEGIN

74 Metoda B-splinù

l := i − n + j − 1;

REPEAT

IF l < 0 THEN

BEGIN l := l + m + 1; t^∗ := t^∗ − t_0 + t_{m+1} END

ELSE

IF l ≥ m + 1 THEN

BEGIN l := l − m − 1; t^∗ := t^∗ + t_0 − t_{m+1} END;

IF j = 0 THEN d^0_l := d_l

ELSE BEGIN

t^j_l := (t^∗ − t_l)/(t_{l+n+1−j} − t_l);

d^j_l := (1 − t^j_l ) · d^{j−1}_{(l−1)mod(m+1)} + t^j_l · d^{j−1}_l END;

UNTIL l = i;

END;

b(t^∗) := d^n_i

END.

Èasová nároènost de Boorova algoritmu je O(n^2 + m). Závisí tedy kvadraticky jen na obvykle malém B-spline stupni n a lineárnì na poètu (m + 1) de Boorových kontrolních bodù. To je výhodnìjźí, ne¿ pøi de Casteljauovì algoritmu, jeho¿ èasová nároènost závisí kvadraticky na poètu kontrolních bodù.

Také v pøípadì B-spline køivek je relativnì jednoduźe mo¿mé vsunout nové kontrolní de Boorovy body bez zmìny podoby køivky. Abychom mohli pøidat nový uzel násobnosti r a tím odpovídajícnì zvýźit poèet kontrolních bodù, doplníme nejprve uzlový vektor o r-násobný uzel t^∗. Buïte t_l, t_{l+1} uzly, mezi které vsuneme t^∗. Pou¿itím pomocných bodù d^j_i , je¿ vzniknou provedením de Boorova algoritmu pro hodnotu t = t^∗, obdr¿íme nový kontrolní polygon nahrazením dílèího kontrolního polygonu d_{l−n}, d_{l−n+1}, . . . , d_l

3. B-SPLINE PLOCHY 75

starého kontrolního polygonu dílèím polygonem d_{l−n} = d^0_{l−n}, d^1_{l−n+1}, . . . , d^r_{l−n+r}, . . . , d^r_l , . . . , d^0_l . Vìta 2.2 Vlo¿ení kontrolních bodù v B-spline køivkách

Buï τ = (t_0, . . . , t_{n+m+1}) uzlový vektor nìjaké B-spline køivky, t^∗ ∈ [t_l, t_{l+1}), d_0, . . . , d_m kontrolní de Boorovy body B-spline køivky b(t). Buï τ = (t_0, . . . , t_{n+m+r+1}), r ≤ n de˛nován jako t_j := t_j, j = 0, . . . , l, t_{l+j} := t^∗, j = 1, . . . , r, t_{l+j+r} := t_{l+j}, j = 1, . . . , n + m − l + 1, a kontrolní de Boorovy body d_0, d_1, . . . , d_{m+r} jako¿to

d_j := d_j, j = 0, . . . , l − n − 1, d_{l−n+j} := d^j_{l−n+j}, j = 0, . . . , r, d_{l−n+r+j} := d^r_{l−n+r+j}, j = 1, . . . , n − r, d_{l+j} := d^{r−j}_l , j = 1, . . . , r, d_{l+r+j} := d_{l+j}, j = 1, . . . , m − l. Pak splývá B-spline køivka b(t) pro uzlový vektor τ se zadanou køivkou b(t).

Dukaz. Cvièení.

Algoritmus pro vlo¿ení kontrolních bodù v B-spline køivkách lze snadno odvodit z pøedchozí vìty. Èasová nároènost vlo¿ení jednoho kontrolního bodu násobnosti r je O(rn + m). 3 B-spline plochy

Techniku B-splinù lze stejnou konstrukcí jako u ètyøúhelníkových Bézierových segmentù rozźíøit na plochy.

De˛nice. Zadáno: Kontrolní de Boorova síż ètyøúhelníkové B-spline plochy je ur-

èena (k+1)·(l+1) de Boorovými kontrolními body d_{i,j} ∈ R^3, i = 0, . . . , k, j = 0, . . . , l, stupnì m a n, uzlové vektory μ = (u_0, . . . , u_{m+k+1}), ν = (v_0, . . . , v_{m+k+1}), je¿ splòují stejná kriteria jako pro otevøené nebo uzavøené køivky.

B-spline plocha v R^3 je tvaru:

x(u, v) :=^{k∑}_{i=0}^{l∑}_{j=0} d_{i,j} · N^m_i (u) · N^n_j (v), u, v ∈ [u_0, u_{k+1}) × [v_0, v_{l+1}).

76 Metoda B-splinù

Stejnì jako pro ètyøúhelníkové Bézierovy segmenty lze vypoèítat body na ploźe vícenásobnou aplikací algoritmu pro výpoèet bodù na køivkách odpovídajícího typu:

Algoritmus. (de Boorùv algoritmus pro B-spline plochy) Vstup: Kontrolní de Boorova síż ètyøúhelníkové B-spline plochy urèená (k +1)·(l+1)

de Boorovými kontrolními body d_{i,j} ∈ R^3, i = 0, . . . , k, j = 0, . . . , l, stupni m a n, uzlovými vektory μ = (u_0, . . . , u_{m+k+1}), ν = (v_0, . . . , v_{m+k+1}) a parametrické hodnoty u^∗ a v^∗.

Výstup: bod x(u^∗, v^∗) na ploźe. Postup:

1. Vypoètìte d_j :=^{∑k}_{i=0} d_{i,j} · N^m_i (u^∗) podle de Boorova algoritmu pro køivky, j = p − n, . . . , p, v_p ≤ v^∗ < v_{p+1}. 2. Vypoètìte x(u^∗, v^∗) :=^{∑l}_{j=0} d_j ·N^n_j (u^∗) podle de Boorova algoritmu pro køivky.

Èasová nároènost de Boorova algoritmu pro B-spline plochy je O(n·m^2+n^2+k+l).

Vìta 3.1 Vlastnosti B-spline ploch

1. Parametrické linie: Parametrické linie (u=const. resp. v =const.) jsou B-spline køivky s de Boorovými kontrolními body

d_j :=^{k∑}_{i=0} d_{i,j} · N^m_i (u) resp. d_i :=^{l∑}_{j=0} d_{i,j} · N^n_j (v)

2. Lokálnost: Zmìna jednoho kontrolního de Boorova bodu d_{i,j} zmìní plochu nejvýźe lokálnì, tj. pøi zmìnì kontrolního bodu d_{i,j} se zmìní x(u, v) pouze pro (u, v) ∈ [u_i,_{i+m+1} ) × [v_j,_{j+n+1} ). Zejména tedy èást plochy parametrizovatelná (u, v) ∈ [u_i,_{i+m+1} ) × [v_j,_{j+n+1} ) je ovlivnitelná pouze kontrolními de Boorovými body d_{i−m,j−n}, . . . , d_{i,j}.

3. Zjemnìní kontrolní sítì: nové uzlové linie lze vytvoøit tak, ¿e se aplikuje algoritmus pro vlo¿ení nových uzlù do køivek na ka¿dý øádek resp. sloupec de Boorovy kontrolní sítì.

4. Konvergence ke ploźe: pøi iteraci algoritmu pro vlo¿ení nových uzlù jsou vytváøeny de Boorovy kontrolní sítì, které konvergují k ploźe.

Dukaz. Pøenesením odpovídajících tvrzení pro køivky.

4. B-SPLINE METODA A BÉZIEROVA METODA 77

4 B-spline metoda a Bézierova metoda

Køivka, která je po èástech slo¿ená z Bézierových segmentù, se oznaèuje jako Bézierova køivka. Bézierovy segmenty se pøitom vhodnì pøeparametrizuje, abychom mohli obdr¿et jednotnì prùchozí parametrický interval výsledné køivky. Zmìna parametrizace nezmìní nic na vlastnostech Bézierových segmentù. Pøi pou¿ití Casteljauova algoritmu se namísto s pomìrem t : (1 − t) pracuje s pomìrem t − t_k t_{k+1} − t_k : 1 − (t − t_k) t_{k+1} − t_k . De˛nice. Zadáno: Kontrolní body b_{k,i} ∈ R^d, k = 0, . . . , m, i = 0, . . . , n, uzlový

vektor τ = (t_0, . . . , t_{m+1}).

Bézierova køivka R^d je tvaru:

b(u) :=^{n∑}_{i=0} b_{k,i} · B^n_i ( t − t^kt_{k+1} − t_k ), t ∈ [t_k, t_{k+1}), k = 0, . . . , m

tj. skládá se po èástech z Bézierových køivkových segmentù.

Proto¿e se B-spline køivky skládají po èástech z polynomiálních køivek a tyto lze vyjádøit jako Bézierovy køivkové segmenty, lze B-spline køivky vyjádøit jako¿to Bézierovy køivky. Následující vìta nám ukazuje mo¿nost urèení Bézierových bodù z de Boorových kontrolních bodù.

Vìta 4.1 Reprezentace B-spline køivek jako¿to Bézierových køivek Buï dána

otevøená B-spline køivka

b(t) :=^{m∑}_{i=0} d_iN^n_i (t), t ∈ [t_0, t_{m+1}], d_i ∈ R^d,

s uzlovým vektorem tvaru τ = (t_0, . . . , t_{n+m+1}), t_0 = . . . = t_n, t_{m+1} = . . . = t_{n+m+1}. Buï τ uzlový vektor, který vznikne vlo¿ením uzlù tak, ¿e ka¿dý uzel má násobnost n + 1, tj. τ = (t_0, . . . , t_{(m−n+2)(n+1)−1}), kde

t_j := t_j, j = 0, . . . , n, t_{l(n+1)+j} := t_{n+l}, l = 1, . . . , m − n, j = 0, . . . , n, t_{(m−n+1)(n+1)+j} := t_{m+j+j}, j = 0, . . . , n, Dále buïte d_j ∈ R^d, j = 0, . . . , (m − n + 1) · (n + 1) − 1, de Boorovy kontrolní body, vytvoøené algoritmem pro vlo¿ení kontrolních bodù v B-spline køivkách, a b_{k,i} := d_{k(n+1)+i}, k = 1, . . . , m − n, i = 0, . . . , n.

78 Metoda B-splinù

Pak platí

b(t) :=^{n∑}_{i=0} b_{k,i} · B^n_i ( t − t^{n+k} t_{n+k+1} − t_{n+k} ), t ∈ [t_{n+k}, t_{n+k+1})], k = 0, . . . , m − n, tj. B-spline køivku lze vyjádøit jako¿to Bézierovu køivku.

Dukaz. V dùkazu se pou¿ije, ¿e Bernsteinovy polynomy jsou reprezentovatelné jako

B-spline funkce nad nìjakým uzlovým vektorem, jeho¿ uzly nabývají pouze dvou hodnot, a to stejnì èasto. Zvýźením násobnosti ka¿dého uzlu uzlového vektoru dané B-spline køivky na n + 1 pomocí algoritmu na vlo¿ení se pøevedou ty dané B-spline funkce, které le¿í v dané køivce, na Bernsteinovy polynomy na odpovídajících nosných intervalech. Proto¿e tvar køivky se pøitom nezmìní, obdr¿íme vyjádøení B-spline køivky jako¿to Bézierovy køivky.

Algoritmicky lze transformaci provést pou¿itím de Boorova algoritmu. Algoritmus na reprezentaci B-spline køivky jako¿to Bézierovy køivky plyne bezprostøednì z pøedchozí vìty.

Rozklad B-spline køivky na Bézierovy segmenty nám poskytuje hladký pøechod odpovídající B-spline køivce mezi Bézierovými segmenty a rovnì¿ odpovídajícími Bézierovými køivkovými segmenty. Bézierovy body navzájem proti sobì pùsobících køivkových segmentù nejsou proto nezávislé. Pro C^p-pøechod lze tuto souvislost vyjádøit následovnì:

Vìta 4.2 C^p-pøechod mezi Bézierovými segmenty Bézierova køivka

b(t) :=^{n∑}_{i=0} b_{k,i} · B^n_i ( t − t^kt_{k+1} − t_k ), t ∈ [t_k, t_{k+1})], k = 0, . . . , m

je právì tehdy p-krát spojitì diferencovatelná, kdy¿ (t_{k+1} − t_k)^{−r}´^rb_{k,n−r} = (t_{k+2} − t_{k+1})^{−r}´^rb_{k,n−r}, r = 0, . . . , m, pøièem¿ ´^0b_{k,i} := b_{k,i}, ´^jb_{k,i} := ´^{j−1}b_{k,i+1} − ´^{j−1}b_{k,i}, j ≥ 1.

Dukaz. Tvrzení plyne bezprostøednì z vìty o reprezentaci derivací Bézierových køiv-

kových segmentù v druhé kapitole.

Jsou-li Bézierovy body k-tého segmentu dány, je pak urèeno prvních p+1 Bézierových bodù okrajovými podmínkami jednoznaènì. Lze je pak spoèítat Casteljauovým algoritmem pro t = (t_{k+2} − t_{k+1})/(t_{k+1} − t_k). Bézierovy body mimo okruh vlivu okrajových podmínek lze volnì volit.

Ka¿dou Bézierovu køivku lze pak obrácenì reprezentovat jako B-spline køivku. Uzly mù¿eme získat jako¿to odpovídající znásobení hranic intervalu, de Boorovy body odpovídají Bézierovým bodùm. Pøi derivaci vyźźího øádu lze zadat úspornìjźí reprezentaci Bézierovy køivky jako¿to B-spline køivky. Pro kubické Bézierovy køivky platí:

4. B-SPLINE METODA A BÉZIEROVA METODA 79

Vìta 4.3 (Transformace kubických Bézierových køivek do B-spline vyjádøení) Buï

b(t) =^{3∑}_{i=0} b_{k,i} · B^n_i ( t − t^kt_{k+1} − t_k ), t ∈ [t_k, t_{k+1})], k = 0, . . . , m

kubická C^2-Bézierova køivka. Pak splývají de Boorovy body

d_0 := b_{0,0}, d_1 := b_{0,1}, d_{j+1} := b_{j−1,2} + (t^{j+1} − t^j)

(t_j − t_{j−1}) · (b^{j−1,2} − b^{j−1,1})

= b_{j,2} +^{(tj −tj−1)} (t_j+1−t_j ) · (bj,1 − bj,2), j = 1, . . . , m, d_{m+2} := b_{m,2}, d_{m+3} := b_{m,3},

s Bézierovou køivkou pro danou kubickou B-spline køivku s uzlovým vektoerm τ := (t_0, t_1, . . . , t_{m+7}, ), kde

t_j := t_0, j = 0, . . . , 3, t_{3+j} := t_j, j = 0, . . . , m, t_{m+4+j} := t_{m+1}, j = 0, . . . , 3.

Dukaz. Cvièení.

Analogicky jako pro køivky lze skládat Bézierovy ploźné segmenty. Vzájemné spojení dvou ploźných segmentù se provádí podél spoleèné okrajové køivky. Jak pro trojúhelníkové tak pro ètyøúhelníkové segmenty jsou tøi resp. ètyøi hranièní køivky Bézierovy køivkové segmenty, které jsou urèeny tøemi resp. ètyømi okrajovými polygoniálními tahy kontrolní sítì. Spojitý pøechod mezi obìma plochami se dosáhne právì tehdy, kdy¿ oba odpovídající okrajové polygoniální tahy splývají. Tento okrajový polygoniální tah je kontrolní polygoniální tah spoleèné okrajové køivky.

Po¿adavek C^p-pøechodu lze pro ètyøúhelníkové Bézierovy ploźné èásti redukovat na po¿adavek pro C^p-pøechod mezi Bézierovými segmenty:

Vìta 4.4 C^p-pøechod mezi ètyøúhelníkovými Bézierovými segmenty Nechż

je dána èást plochy pøísluźející k b_{i,j}, i = −n, . . . , 0, j = 0, . . . , m parametrizovaná pøes [u_0, u_1] × [v_0, v_1] a èást plochy pøísluźející k b_{i,j}, i = 0, . . . , n, j = 0, . . . , m parametrizovaná pøes [u_1, u_2] × [v_0, v_1] tak, ¿e obì jsou slo¿eny podél parametru u = u_1. Výsledná plocha je v dané parametrické reprezentaci právì tehdy p-krát spojitì diferencovatelná, jestli¿e vźechny Bézierovy køivkové segmenty pro kontrolní body b_{i,j}∗ , i = −n, . . . , 0, a b_{i,j}∗ , i = 0, . . . , n, vykazují C^p-pøechod pro u = u_1, j^∗ = 0, . . . , m.

80 Metoda B-splinù

Dukaz. Vyu¿itím odpovídajících tvrzení pro Bézierovy køivkové segmenty.

5 Racionální B-spline metoda (NURBS)

Stejnì jako Bézierovy køivky lze B-spline køivky zobecnit na racionální B-spline køivky, které lze rovnì¿ opìt pojímat jako projekce obyèejných B-spline køivek z prostoru dimenze o jednotku vìtźího. Formálnì de˛nujeme:

De˛nice. Zadáno: m + 1 kontrolních bodù d_0, d_1, . . . , d_m ∈ R^3, (m + 1) vah δ_i > 0,

i = 0, . . . , m, spline stupeò n, uzlový vektor τ = (τ_0, τ_1, . . . , τ_{n+m+1}) pro otevøenou (uzavøenou) B-spline køivku.

Racionální B-spline køivka (NURBS-køivka): má tvar

b(t) := ∑m i=0 δ_id_iN^n_i (t) ∑m i=0 δ_iN^n_i (t)

, t ∈ [t_0, t_{m+1}].

Zkratka NURBS znamená Non Uniform Rational B-Splines. Non Uniform znamená, ¿e uzlový vektor je jako doposud libovolnì volitelný. Racionální B-spline køivku pro d−dimenzionální de Boorovy body d_i lze uva¿ovat jako perspektivní projekci vzhledem k poèátku na rovinu x_d = 1 obyèejné B-spline køivky

b^∗(t) = ( ^b(t) δ(t) ) := m∑ i=0 ( δ_id_i δ_i ) N^n_i (t)

k d + 1-dimenzionálním de Boorovým bodùm ( δ_id_i δ_i ) . Vìta 5.1 Vlastnosti racionálních B-spline køivek

1. Lokálnost: Zmìna jednoho kontrolního bodu zmìní køivku nejvýźe lokálnì, tj. pøi zmìnì kontrolního bodu d_i se zmìní b(t) pouze pro t ∈ [t_i, t_{i+n+1}).

2. Vlastnost konvexního obalu: B-spline køivka b(t) le¿í v konvexním obalu de Boorových bodù d_i.

3. Omezené kolísání: őádná pøímka neprotíná B-spline køivku èastìji ne¿ odpovídající B-spline polygoniální tah (variation diminishing property).

4. Výpoèet køivkových bodù: Aplikací de Boorova algoritmu na projektivní tvar a následnou projekcí.

Dukaz. Bezprostøední.

6. PØEHLED K B-SPLINE METODÌ 81

Rovnì¿ u B-spline ploch s tøídimenzionálními kontrolními body lze racionální formu pova¿ovat jako perspektivní projekci þobyèejného tvaruß s ètyødimenzionálními kontrolními body:

De˛nice. Zadáno: Uzlové vektory μ = (u_0, u_1, . . . , u_{m+k+1}) pro B-spline funkce

N^m_i (u) a ν = (v_0, v_1, . . . , v_{n+l+1}) pro B-spline funkce N^n_j (u), (k + 1) · (l + 1) kontrolních bodù d_{i,j} ∈ R^3, váhy δ_{i,j} > 0, i = 0, . . . , k, j = 0, . . . , l, stupnì m a n.

Racionální B-spline plocha: má tvar

b(t) := ∑k i=0 ∑l j=0 δ_{ij}d_{ij}N^n_i (u)N^m_j (v) ∑k i=0 ∑l j=0 δ_{ij}N^n_i (u)N^m_j (v)

, (u, v) ∈ [u_0, u_{k+1}) × [v_0, v_{l+1}).

Platí:

Vìta 5.2 Vlastnosti racionálních B-spline ploch

1. Vlastnost konvexního obalu: B-spline plocha b(u, v) le¿í v konvexním obalu de Boorových bodù d_{ij}.

2. Výpoèet bodù plochy: Aplikací de Boorova algoritmu na smìr u- a v- v R^4 a následnou projekcí.

Dukaz. Analogicky jako u racionálních Bézierových segmentù a racionálních B-spline

køivek.

6 Pøehled k B-spline metodì

Spline funkce se pou¿ívají zejména v numerické matematice. Tedy obvykle uèebnice numerické matematiky obsahují úvod do teorie splinù. B-spline køivky a plochy patøí ke standardní látce diferenciálnì geometrického modelování a vìnují se jim vźechny uèebnice z této oblasti.

Jeden z mo¿ných pohledù na B-spline funkce, který umo¿ní tento pojem dále zobecnit je pova¿ovat je za prùmìty (stíny) transparentního polyedru. Mù¿eme tedy reprezentovat B-spline funkci N^m_i jako¿to transparentní stín simplexu v R^{m+1}v jednodimenzionálním podprostoru. Pøitom bod v jednodimenzionálním podprostoru patøí ke stínu, pokud jím procházející nadrovina protíná simplex. Síla stínu je pak objem øezu nadroviny a simplexu. Pro m = 1 jsou nadroviny pøímky. Projekce pak odpovídá obvyklé rovnobì¿né projekci, síla stínu délky èásti pøímky obsa¿ené v simplexu.

Místo jednodimenzionálního podprostoru lze rovnì¿ vybrat dvoudimenzionální podprostor. Simplexy lze nahradit jinými polyedry.

82 Metoda B-splinù

Jiný pøístup k Bézierovì metodì a metodì B-splinù je polární reprezentace polynomù. Ke ka¿dé polynomiální køivce p : R → R^d, p(t) = ∑n i=0 a_it^i, existuje jedno-

znaènì urèené symetrické multia˛nní zobrazení ^p : R^n → R^d tak, ¿e p = ^p(t, . . . , t), toti¿

^p(x_1, . . . , x_n) =^{n∑}_{i=0} a_i ( n i )−1 σ_i(x_1, . . . , x_n) kde σ_i(x_1, . . . , x_n) jsou elementární symetrické polynomy tvaru

σ_i(x_1, . . . , x_n) := ∑ 1≤k1<...<k_i≤n x_{k1} · . . . · x_{ki} , i = 0, . . . , n. Zobrazení f : R → R^d se nazývá a˛nní, jestli¿e

f(^{m∑}_{i=1} a_ix^i) =^{m∑}_{i=1} a_if(x^i)

pro vźechna x_1, . . . , x_n ∈ R a pro vźechna a_1, . . . , a_n ∈ R taková, ¿e^{∑m}_{i=1} a_i = 1. Zobrazení f : R^m → R^d se nazývá multia˛nní, jestli¿e zobrazení f(c_1, . . . , c_{j−1}, ., c_{j+1}, . . . , c_n) :

R → R^d je a˛nní pro vźechna c_1, . . . , c_{j−1}, c_{j+1}, . . . , c_n ∈ R, tj. je ve vźch komponen-

tách a˛nní. Lze pak dokázat, ¿e lze i-tý Bézierùv bod b_i reprezentovat pomocí køivky

p jako¿to b_i = ^p(0, . . . , 0, 1, . . . , 1),

pøièem¿ prvních n − i argumentù je rovno 0, zbývající argumenty jsou rovny 1. Pro B-spline køivky p(t) =^{∑m}_{i=0} d_iN^n_i (t) nad uzlovým vektorem (t_0, . . . , t_{m+n+1}) buï

^b_j(t) polární tvar polynomiální køivky, která vznikne omezením na neprázdný interval

[t_j, t_{j+1}). Pak mù¿eme l-tý kontrolní bod d_l, j − n ≤ l ≤ j, reprezentovat jako d_l = ^b_j(t_{l+1}, . . . , t_{l+n}), l = j − n, . . . , j. Polární reprezentace nám umo¿ní uniformní pohled na Bézierovu metodu a Bspline metodu spoleènì s dalźími omezeními.

Kapitola 5

Interpolace a aproximace

U interpolace se jedná o to, abychom z pøedem zadaných èástí jistého tvaru doplnili celkový tvar. Napøíklad mohou být zadány jednotlivé body, které se mají spojit (prolo¿it) køivkou. Pøi aproximaci se pøedpokládá, ¿e zadané èásti nemusí patøit nutnì pouze ke konstruovanému tvaru. Mìly by vźak mu být co nejvíce mo¿no pøiblí¿eny.

Aplikací je interaktivní geometrické modelování. Køivka je pak jednoznaènì urèena posloupností zadaných opìrných bodù a interpolaèním postupem. Manipulací bodù lze køivku pøevést do po¿adovaného tvaru. To odpovídá postupu pøi Bézierovì a Bspline technikám, s tím rozdílem, ¿e pøi interpolaci jsou kontrolní body místa dotyku a tím le¿í na køivce.

Jinou podstatnou aplikaci v souvislosti s geometrickým modelováním nachází interpolaèní a aproximaèní metody pøi shroma¿ïování dat. Siluetu výrobku lze pøevzít do modelovacího systému, který þohmatánímß zjistí posloupnost signi˛kantních bodù a pøevezme ji do poèítaèe. Z tìchto bodù se pak vypoète úplná silueta interpolací nebo aproximací.

1 Interpolace s køivkami

Buï dána posloupnost bodù p_0, p_1, . . . , p_m ∈ R^d. Hledáme køivku spojující výźe uvedené body. Body se rovnì¿ nazývají místa dotyku. Proto¿e by mìly tyto body le¿et libovolnì, je vhodné pracovat s køivkou v parametrické reprezentaci.

Abychom mohli provést interpolaci v parametrické reprezentaci, pøiøadíme ka¿- dému bodu køivky p_i hodnotu parametru t_i. Parametrické hodnoty musí splòovat podmínku t_i < t_{i+1}, i = 0, . . . , m − 1. Hodnota t_0 de˛nuje zaèátek po¿adovaného parametrického intervalu, t_m jeho konec. Jinak lze body t_i zvolit zcela libovolnì.

De˛nice. Zadáno: Opìrné body (t_j, p_j), t_j ∈ R, p_j ∈ R^d, j = 0, . . . , m, t_j < t_{j+1}. Interpolaèní køivka v parametrické reprezentaci: je køivka k(t), k : R → R^d, t ∈ [t_0, t_m],

84 Interpolace a aproximace kde k(t_i) = p_i

pro vźechna i.

Pøíkladem takovéto interpolace je interpolace pomocí tahù úseèkou, tj.

k(t) = p_i + t − t^it_{i+1} − t_i · (p_{i+1} − p_i), t ∈ [t_i, t_{i+1}], i = 0, . . . , m − 1.

Køivka je sice spojitá, ale v místech dotyku není hladká.

1.1 Interpolace pomocí polynomù

Polynomiální køivky nám dovolí hladkou interpolaci daných opìrných míst. Lze je v názorné formì vytvoøit pomocí Lagrangeových polynomù.

De˛nice. Zadáno: Body x_j ∈ R, j = 0, . . . , m, x_j < x_{j+1}. Lagrangeùv polynom stupnì m: je tvaru

L^m_i (x) = ∏ j=0,...,m,j≠i(x − xj) ∏ j=0,...,m,j≠i(xi − xj) , i = 0, . . . , m. Lagrangeovy polynomy jsou spoleènì s momomiálními polynomy a Bernsteinovými polynomy dalźí známý pøíklad pro polynomiální bázi. Obdr¿íme pak

Vìta 1.1 Polynomiální interpolace, Lagrangeùv interpolaèní vzorec Buï dáno

m + 1 opìrných míst p_0, p_1, . . . , p_m ∈ R^d, parametr t_i ∈ R pro p_i, i=0, . . . , m, t_i < t_{i+1}. Polynomiální køivka

p(t) =^{m∑}_{i=0} p_iL^m_i (t),

kde L^m_i (x) jsou Lagrangeovy polynomy stupnì m pøísluźející bodu t_i, i = 0, . . . , m, interpoluje zadanou posloupnost bodù. Je jednoznaènì urèena, tzn. jediná polynomiální køivka s touto vlastností.

Dukaz. p(t) je zøejmì polynomiální køivka stupnì m. p(t) interpoluje zadanou po-

sloupnost bodù, proto¿e

L^m_i (t) = δ_{ij} = { 1, i = j, 0, i ≠ j i, j = 0, . . . , m. Kdyby tato interpolace nebyla jednoznaèná, byl by rozdíl dvou polynomiálních køivek polynomiální køivka maximálního stupnì m. Proto¿e rozdíl má alespoò m + 1 koøenù t_0, . . . , t_m, je roven identicky 0, tj. odtud plyne jednoznaènost.

1. INTERPOLACE S KØIVKAMI 85

Dalźí práce s takto interpolovanou køivkou v geometrickém modelovacím systému vy¿aduje obvykle pøechod k jiné bázi, napø. monomiální bázi x^i nebo Bernsteinovì bázi B^n_i (x).

Vìta 1.2 Transformace Lagrangeova vyjádøení do monomiálního vyjádøení

Buï p(x) := ∑m i=0 p_iL^m_i (x) polynom v Lagrangeovì reprezentaci, L^m_i (x) jsou Lagrangeovy polynomy stupnì m pøísluźející bodu x_i, i = 0, . . . , m. Pak je p(x) := ∑m i=0 a_ix^i, kde a_0 a_1 . . . a_m := 1 x_0 x^1_0 . . . x^m_0 1 x_1 x^1 . . . x^m_1 . . . . . . . . . . . . 1 x_m x^1_m . . . x^m

−1 p_0 p_1 . . . p_m . Dukaz. Plyne bezprostøednì z interpolaèní podmínky.

U køivek je tuto transformaci aplikovat na ka¿dou souøadnici. Transformaèní matice v neinvertovaném tvaru se nazývá Vandermondova matice.

Casteljauùv algoritmus slou¿í u Bézierovy metody k tomu, abychom vypoèetli k zadané parametrické hodnotì odpovídající køivkový bod. Analogický algoritmus podobného tvaru platí také pro Lagrangeovo vyjádøení:

Algoritmus. (Aitkenova polynomiální interpolace) Vstup: Opìrné body (t_j, p_j), t_j ∈ R, p_j ∈ R^d, j = 0, . . . , m, t_j < t_{j+1}, parametrická

hodnota t^∗ ∈ [t_0, t_m].

Výstup: Bod køivky p(t^∗).

BEGIN

FOR i := 0 TO m DO p^0_i := p_i;

FOR j := 1 TO m DO

FOR i := j TO m DO

p^j_i := t^i − t^∗ t_i − t^{i−j} · p^{j−1}_{i−1} + t^∗ − t^{i−j} t_i − t^{i−j} · p^{j−1}_i ;

p(t^∗) := p^m

END.

Èasová nároènost Aitkenova algoritmu je O(m^2). Následující algoritmus podle Newtona má tu výhodu, ¿e po pøedzpracovávající dobì O(m^2) lze spoèítat bod køivky pro libovolnou hodnotu parametru v èase O(m).

86 Interpolace a aproximace Algoritmus. (Newtonova polynomiální interpolace) Vstup: Opìrné body (t_j, p_j), t_j ∈ R, p_j ∈ R^d, j = 0, . . . , m, t_j < t_{j+1}. Výstup: (m + 1) koe˛cientù p^i, i = 0, . . . , m, z kterých lze pro libovolnou paramet-

rickou hodnotu t^∗ ∈ [t_0, t_m] vypoèíst bod køivky p(t^∗).

Pøedzpracování: BEGIN

FOR i := 0 TO m DO p^0_i := p_i; FOR j := 1 TO m DO

FOR i := j TO m DO p^j_i := (p^{j−1}_i − p^{j−1}_{i−1} )/(t_i − t^{i−j}) END;

Vyhodnocení: BEGIN

FOR j := m − 1 TO 0 DO

p^j := p^{j+1}_{j+1} · (t^∗ − t_j) + p^j; p(t^∗) := p^0 END.

Vektory p^j_i se rovnì¿ oznaèují jako dìlené diference.

Èastým zámìrem pøi interpolaci je zachycení zadané køivky, její¿ podoba je je dána geometricky, ale ne formálním popisem. Interpolaèní køivka splývá v kontrolních bodech se zadanou køivkou, obecnì ne vźak vźude. Následující vìta nám charakterizuje kvalitu aproximace pro polynomiální interpolaci:

Vìta 1.3 Aproximaèní chování polynomiální interpolace Buïte dány body

(x_i, p_i), i = 0, . . . , m, p_i ∈ R, p(x) =^{∑m}_{i=0} p_iL^m_i odpovídající interpolaèní polynom. Dále buï f ∈ C^n[x_0, x_n], f(x_i) = p_i, i = 0, . . . , m, funkce s omezenou (n + 1)-ní derivací:

|f^{n+1}(x)| ≤ M pro x ∈ [x_0, x_n].

1. INTERPOLACE S KØIVKAMI 87

Pak platí |f(x) − p(x)| ≤ M (n + 1 )! · |(x − x_0) · . . . · (x − x_n)|. Dukaz. Jedná se o standardní tvrzení z numerické matematiky.

Zjemnìní dìlení opìrných bodù nemusí nutnì vést k lepźí aproximaci. Pøi neobratné volbì posloupnosti opìrných bodù není zaruèena stejnomìrná konvergence k aproximované funkci. Ke ka¿dé dané posloupnosti opìrných bodù v intervalu [a, b] existuje f ∈ [a, b] tak, ¿e pøísluźná posloupnost {p_n} polynomù nekonverguje stejnomìrnì na [a, b] k f.

Opaènì lze vźak dosáhnout pøi vhodné volbì opìrných bodù stejnomìrnou konvergenci. Ke ka¿dé funkci f ∈ C[a, b] existuje posloupnost opìrných bodù v intervalu [a, b] tak, ¿e pøísluźná posloupnost {p_n} interpolaèních polynomù konverguje stejnomìrnì na intervalu [a, b] k f.

Na zaèátku této kapitoly zùstala konkrétní volba parametru pro opìrné body otevøená. Køivka vzniklá pøi interpolaci závisí na parametrizaci, tj. na volbì hodnot parametrù t_i v opìrných bodech p_i. Jednou mo¿ností je stejnomìrné rozdìlení intervalu parametrù, tedy pro interval parametrù [0, 1] pomocí hodnot t_i = i/m, i = 0, . . . , m. Nevýhodné na této volbì je, ¿e èásti køivek s co mo¿ná silnì rozdílnou délkou jsou de- ˛novány na intervalech parametrù stejné délky. To pak mù¿e vést k silnì kolísajícím køivkám. Proto také je vidìt na interpolaèních polynomech s vìtźím poètem opìrných bodù, tzn. o nìco více ne¿ 5, charakter vlnìní. Køivka obsahuje zmìny, které neodpovídají citem hladké interpolaci zadaných bodù.

Vhodnìjźí je parametrizace vzhledem ke délce køivky. To lze odùvodnit tím, ¿e ve vzorci κ = √ (k^′ ∗ k^′) (k^{′′} ∗ k^{′′}) − (k^′ ∗ k^{′′})^2 (k^′ ∗ k^′)^{32}

pro zakøivení je jmenovatel = 1, tak¿e malé nebo velké hodnoty derivace, které by mohly vyvolat kolísání zakøivení, jsou vylouèeny.

Pro odhad délky køivky je obvyklé pou¿ít euklidovskou vzdálenost dvou za sebou následujících bodù. Pak obdr¿íme

t_0 = 0, t_i = ∑i−1 j=0 ||p_{j+1} − p_j|| ∑m−1 j=0 ||p_{j+1} − p_j|| , i > 0. Na základì takto obdr¿ené vhodnìjźí interpolaèní køivky lze provést odhad vyźźího øádu, abychom iterativnì jeźtì lépe pøiblí¿ili parametrizaci dle délky køivky.

Dalźí mo¿ností oládání interpolaèního chování je zvá¿ení dodateèné informace. Pøi Hermiteovské interpolaci máme k dispozici derivace v opìrných bodech, tedy pro parametrické vyjádøení máme teèné vektory:

88 Interpolace a aproximace

Vìta 1.4 Hermiteovská interpolace Buï dáno m + 1 opìrných míst p_0, p_1, . . . , p_m ∈ R^d s derivacemi p^′_0, p^′_1, . . . , p^′_m ∈ R^d, parametr t_i ∈ R pro p_i, i=0, . . . , m,

t_i < t_{i+1}. Polynomiální køivka

p(t) =^{m∑}_{i=0} p_iA^m_i (t) + p^′_iB^m_i (t), kde A^m_i (t) := (1 − 2 · L^m_i^′(t_i)(t − t_i)) · L^m_i (t)^2, B^m_i (t) := (t − t_i) · L^m_i (t)^2,

L^m_i (t) jsou Lagrangeovy polynomy stupnì m pøísluźející bodu t_i, i = 0, . . . , m, interpoluje zadanou posloupnost bodù a derivací.

Dukaz. Viz numerická matematika.

Hermiteovskou interpolaci lze pova¿ovat za zobecnìní Lagrangeovy interpolace: v obou pøípadech se k interpolované informaci vhodnì vá¿enì pøièítá. Váhové funkce se neprojeví ve vźech opìrných místech a v 0-té a 1-ní derivaci mimo pøísluźné opìrné místo, kde nabývají hodnotu 1, tedy

A^m_i (x_j) = δ_{ij}, B^m_i (x_j) = 0, A^m_i^′(x_j) = 0, B^m_i (x_j) = δ_{ij}, 0 ≤ i, j ≤ m.

Pøi vhodné volbì teèných vektorù lze køivku zlepźit. Køivka vźak reaguje opravdu citlivì.

1.2 Interpolace pomocí spline-køivek

Abychom zamezili zvlnìní interpolaèních polynomù, pøejdeme k pouze po èástech polynomiální interpolaci, pøièem¿ jsou po¿adovány hladké pøechody mezi rùznými polynomy, tzn. pou¿ijeme spliny. Dále se sna¿íme zamezit obtí¿ím pøi numerickém vyhodnocení v pøípadì mnoha opìrných bodù.

De˛nice. Otevøená interpolující splinová køivka:

Buïte dáno n + 1 bodù p_i ∈ R^d s hodnotami parametrù t_i ∈ R, t_0 ≤ t_1 ≤ . . . ≤ t_n, i = 0, . . . , n, t_0 ≤ t_1 ≤ . . . ≤ t_n. Køivka p(t), t ∈ [t_0, t_n], p : [t_0, t_n] → R^d, se nazývá otevøená interpolující splinová køivka stupnì m ∈ N, jsou-li splnìny následující podmínky:

1. p(t) je polynom stupnì m v ka¿dém dílèím intervalu [t_i, t_{i+1}], 0 ≤ i < n.

2. p(t) ∈ C^{(m−1)}[t_0, t_k].

1. INTERPOLACE S KØIVKAMI 89

3. p(t_i) = p_i, i = 0, . . . , n.

Uzavøená interpolující splinová køivka:

Buïte dáno n + 1 bodù p_i ∈ R^d s hodnotami parametrù t_i ∈ R, t_0 ≤ t_1 ≤ . . . ≤ t_n, i = 0, . . . , n, t_0 ≤ t_1 ≤ . . . ≤ t_n. Køivka p(t), t ∈ [t_0, t_n], p : [t_0, t_n] → R^d, se nazývá uzavøená interpolující splinová køivka stupnì m ∈ N, jsou-li splnìny následující podmínky:

1. p(t) je polynom stupnì m v ka¿dém dílèím intervalu [t_i, t_{i+1}], 0 ≤ i < n. 2. p(t) ∈ C^{(m−1)}[t_0, t_k]. 3. p(t_i) = p_i, i = 0, . . . , n.

4. p^′(t_0) = p^′(t_n), . . . , p^{(m−1)}(t_0) = p^{(m−1)}(t_n).

Otevøená interpolující køivka není jednoznaèná. Pro d · (nm + n) koe˛cientù polynomiálních segmentù spline køivky existuje pouze d·((n−1)m+n+1) lineárních rovnic, které obdr¿íme z de˛nic 2 a 3, tak¿e nám zbude jeźtì d · (m − 1) stupòù volnosti.

Pøi interpolujících kubických spline-køivkách se pou¿ívají polynomy stupnì 3, je¿ interpolují n + 1 opìrných bodù (t_i, p_i). Podle poznámky z posledního odstavce odstavce zùstanou jeźtì dva stupnì volnosti. Ty jsou obvykle svázány zadáním hodnot

p_0^′, p_n^′ pro derivaci v hranicích intervalu.

Vìta 1.5 Koe˛cienty kubických spline-køivek. Buï

p_i := a_i + b_i(t − t_i) + c_i(t − t_i)^2 + d_i(t − t_i)^3, t ∈ [t_i, t_{i+1}],

i-tý polynomiální køivkový segment interpolující kubické spline-køivky p(t), ´_i := t_i − t_{i−1}, i = 1, . . . , n. Pak lze koe˛cienty a_i, b_i, c_i, d_i vypoèítat následovnì:

1. a_i := p_i, i = 0, 1, . . . , n.

2. Koe˛cienty c_i získáme jako øeźení lineárního systému rovnic

pro otevøené interpolující spline-køivky:

A

c_0 c_1 c_2 . . . c_{n−1} c_n

=

3^(p^{1−}p^{2)}_{Δ1} − 3p_0^′ 3^(p^{2−}p^{1)}_{Δ2} − 3p^{1−}p^0_{Δ1} 3^(p^{3−}p^{2)}_{Δ3} − 3^(p^{2−}p^{2)}_{Δ2} . . . 3^(p^{n−}p^{n−1)}

Δn − 3^(p^{n−1−}p^{n−2)}

Δ_{n−}1

3(p^′ − 3p_n − p_{n−1}) Δn

,

90 Interpolace a aproximace

A =

2´_1 ´_1 0 0 ´_1 2(´_1 + ´_2) ´_2 0 ´_2 2(´_2 + ´_3) ´_3

´_{n−1} 2(´_{n−1} + ´_n) ´_n 0 0 ´_n 2´_n

,

pro uzavøené interpolující spline-køivky:

A

c_0 c_1 c_2 . . . c_{n−2} c_{n−1}

=

3^(p^{1−}p^{2)}_{Δ1} − 3^(p^{n−}p^{n−1)}_{Δn} 3^(p^{2−}p^{1)}_{Δ2} − 3p^{1−}p^0_{Δ1} 3^(p^{3−}p^{2)}_{Δ3} − 3^(p^{2−}p^{2)}_{Δ2} . . . 3^(p^{n−1−}p^{n−2)}

Δ_{n−}1 − 3

(p_{n−2}−p_{n−3})

Δ_{n−}2

3^(p^{n−}p^{n−1)}

Δn − 3^(p^{n−1−}p^{n−2)}

Δ_{n−}1

,

A =

2(´_1 + ´_n) ´_1 0 ´_n ´_1 2(´_1 + ´_2) ´_2 0 ´_2 2(´_2 + ´_3) ´_3 0 . . . . . . 0 ´_{n−2} 2(´_{n−2} + ´_{n−1}) ´_{n−1} ´_n 0 ´_{n−1} 2(´_{n−1} + ´_n)

.

3. b_i := p^{i+1−}p^i_{Δi+1} −^{Δi+13}_( c_{i+1} + 2c_i), i = 0, . . . , n − 1.

4. d_i := c^{i+1−}c^i_{3Δi+1} , i = 0, . . . , n − 1.

Dukaz. Z po¿adavku interpolace body (t_i, p_i) a dvojité spojité diferencovatelnosti

pøechodù v hranièních bodech t_i obdr¿íme

1. INTERPOLACE S KØIVKAMI 91

p_i(t_i) = p_i p_i(t_i) = p_{i−1}(t_i) p^,_i(t_i) = p^,_{i−1}(t_i) p^{,,}_i (t_i) = p^{,,}_{i−1}(t_i)

Zejména tedy obdr¿íme

a_i = p_i(t_i) = p_i.

Koe˛cienty a_i lze tedy bezprostøednì spoèítat, koe˛cienty b_i a d_i lze urèit jako¿to funkci koe˛cientù c_i. Koe˛cienty c_i obdr¿íme øeźením lineárního systému rovnic s tridiagonální maticí. Dosazením z výźe uvedených rovností obdr¿íme

p_i = p_{i−1} + b_{i−1} · ´_i + c_{i−1} · ´^2_i + d_{i−1} · ´^3_i .

Zderivujeme-li p_i, obdr¿íme

b_i = b_{i−1} + 2c_{i−1} · ´_i + 3d_{i−1} · ´^2_i .

Zderivujeme-li p_i dvakrát, obdr¿íme

2c_i = 2c_{i−1} + 6d_{i−1} · ´_i, d_{i−1} = c^{i−}c^{i−1}_{3Δi} ,

tj. koe˛cienty d_i závisí na koe˛cientech c_i.

Máme tedy

p_i = p_{i−1} + b_{i−1} · ´_i + c_{i−1} · ´^2_i + c^{i−}c^{i−1}_{3Δi} · ´^3_i .

Výźe uvedené lze psát jako

b_i = p^{i+1−}p^i_{Δi+1} −^{Δi+1}_3 (c_{i+1} + 2c_i),

a tedy koe˛cienty b_i závisí na koe˛cientech c_i.

Podobnì obdr¿íme

b_i − b_{i−1} = ´_i · (c_{i−1} + c_i).

Dosadíme-li pak do této rovnice za b_i a b_{i−1}, obdr¿íme

´_ic_{i−1} + 2(´_i + ´_{i+1})c_i + ´_{i+1}c_{i+1} = 3p^{i+1−}p^i_{Δi+1} − 3p^{i−}p-1^i_{Δi} .

V posledním pøípadì se jedná o systém d · (n + 1) lineárních rovnic o d · (n + 1) neznámých c_0, . . . , c_n.

Obì chybìjící rovnice obd¿íme z okrajových podmínek pro hranièní body. V pøípadì otevøených spline-køivek plyne z

92 Interpolace a aproximace

p^,_0(t_0) = p^,_0, p^,_{n−1}(t_n) = p^,_n

první výźe uvedený systém rovnic.

V pøípadì uzavøených spline-køivek plyne z

p_0(t_0) = p_n(t_n), p^,_0(t_0) = p^,_n(t_n), p^{,,}_0(t_0) = p^{,,}_n(t_n)

druhý výźe uvedený systém rovnic.

V obou pøípadech je matice systému rovnic pro c_i tridiagonální a diagonálnì dominantní. Proto lze tento systém rovnic vyøeźit pomocí Gaussova algoritmu bez hledání pivota se slo¿itostí O(n) na spotøebu èasu a pamìti.

Zároveò lze dokázat, ¿e kubické spline-køivky mají po¿adovaný charakter zvlnìnosti:

Vìta 1.6 Interpolaèní chování spline-køivek Ze vźech køivek k ∈ C^2[t_0, t_n], je¿

splòují interpolaèní podmínku

k(t_j) = p_j, j = 0, 1, . . . , n, k^′(t_0) = p^′_0, k^′(t_n) = p^′_n,

kubická spline-køivka minimalizuje hodnotu integrálu tn∫ t0 k^{′′}(t) ∗ k^{′′}(t)dt. Dukaz. Plyne bezprostøednì zobecnìním odpovídajícího tvrzení pro jednodimenzio-

nální pøípad z numerické matematiky.

Tato minimalizaèní vlastnost se nazvývá þMinimum Norm Propertyß. Pøi parametrizaci podle délky oblouku platí pro køivost κ køivky κ = √ k^{′′} ∗ k^{′′}. Hodnota integrálu v pøedchozí vìtì odpovídá v tomto pøípadì støední kvadratické køivosti, která se minimalizuje kubickou spline-køivkou.

Podobnì jako hermiteovská interpolace pomocí polynomù, lze splinovou interpolaci provést pro pøedem zadané hodnoty derivací:

1. INTERPOLACE S KØIVKAMI 93

De˛nice. Buïte dáno 2(n + 1) bodù p_i, p^′_i ∈ R^d s hodnotami parametrù t_i ∈ R, t_0 ≤ t_1 ≤ . . . ≤ t_n, i = 0, . . . , n. Interpolující hermiteovská splinová køivka: interpoluje body (t_i, p_i, p^′_i), je ote-

vøená nebo uzavøená spline-køivka 5. stupnì, pro ni¿ navíc platí

otevøená hermiteovská splinová køivka: p^{′′}(t_0) = 0, p^{′′}(t_n) = 0, uzavøená hermiteovská splinová køivka: p(t_0) = p(t_n), p^′(t_0) = p^′(t_n), p^{′′}(t_0) = p^{′′}(t_n), p^{′′′}(t_0) = p^{′′′}(t_n).

Pro výpoèet hermiteovských splinových køivek je potøeba urèit 6dn koe˛cientù. Tím, ¿e jsou zadány funkèní hodnoty a hodnoty prvních derivacích v bodech dotyku, obdr¿íme 2d(n+1) lineárních rovnic v koe˛cientech. Z po¿adavku spojitého pøechodu první a¿ ètvrté derivace ve vnitøních bodech dotyku t_1, . . . , t_{n−1} obdr¿íme 4d(n − 1) rovnic, tak¿e nám zbude jeźtì 2d stupòù volnosti, které je nutno omezit dodateènými podmínkami.

Vìta 1.7 Výpoèet hermiteovských spline-køivek. Buï p_i := a_i + b_i(t − t_i) + c_i(t − t_i)^2 + d_i(t − t_i)^3 + e_i(t − t_i)^4 + f_i(t − t_i)^5, t ∈ [t_i, t_{i+1}],

i-tý polynomiální køivkový segment interpolující hermiteovské spline-køivky p(t), ´_i := t_i − t_{i−1}, i = 1, . . . , n, ´_{n+1} = ´_1. Pak platí: pro otevøené hermiteovské spline-køivky:

1. a_i := p_i, i = 0, 1, . . . , n. 2. b_i := p^′_i, i = 0, 1, . . . , n.

3. Koe˛cienty c_i získáme jako øeźení lineárního systému rovnic

c_0 = c_n = 0, −ci−1_{Δi} + 3(´−1_i + ´−1_{i+1})c_i − ci+1_{Δi+1} = 10 ( ai+1−ai_{Δ3i+1} − ai−ai−1_{Δ3i}^)+4^( bi−1_{Δ2i} − 3_2 (´−2_{i+1} + ´−2_i )b_i − bi+1_{Δ2i+1}^) s ´_i = t_i − t_{i−1}, i = 1, . . . , n − 1. 4. d_i := 10a^{i+1−}a^i_Δ3_{i+1} − 22b^{i+1+}3b^i_Δ2_{i+1} + c^{i+1−}3c^i_Δ1_{i+1} , i = 0, . . . , n − 1.

94 Interpolace a aproximace 5. e_i := b^{i+1−}b^i2_{Δ3i+1} − c^i_Δ2_{i+1} + d^{i+1+}5d^i4_{Δ1i+1} , i = 0, . . . , n − 1. 6. f_i := c^{i+1−}c^i10_{Δ3i+1} − 3d^i10_{Δ2i+1} − 3e^i5_{Δ1i+1} , i = 0, . . . , n − 1.

pro uzavøené hermiteovské spline-køivky:

1. a_i := p_i, i = 0, 1, . . . , n, a_{n+1} := a_1. 2. b_i := p^′_i, i = 0, 1, . . . , n, b_{n+1} := b_1.

3. Koe˛cienty c_i získáme jako øeźení lineárního systému rovnic

c_n := c_0, c_{n+1} := c_1, − c2_{Δ2} + 3(´−1_1 + ´−1_2 )c_1 − cn_{Δ1} =

10^(a^{2−}a^1_Δ3_2 − a^{1−}a^0_Δ3_1^)+4 ( b0_{Δ31} − 3_2 (´−2_2 + ´−2_1 )b_1 − b2_{Δ2}^) , − c1_{Δ1} + 3(´−1_n + ´−1_1 )c_n − cn−1_{Δn} =

10^(a^{1−}a^n_Δ3_1 − a^{n−}a^{n−1}_{Δ3n}^)+4 ( bn−1_{Δ3n} − 3_2 (´−2_1 + ´−2_n )b_n − b_{1Δ21}^) , −ci−1_{Δi} + 3(´−1_i + ´−1_{i+1})c_i − ci+1_{Δi+1} = 10 ( ai+1−ai_{Δ3i+1} − ai−ai−1_{Δ3i}^)+4^( bi−1_{Δ3i} − 3_2 (´−2_{i+1} + ´−2_i )b_i − bi+1_{Δ2i+1}^),

i = 1, . . . , n − 2. 4. d_i := 10a^{i+1−}a^i_Δ3_{i+1} − 22b^{i+1+}3b^i_Δ2_{i+1} + c^{i+1−}3c^i_Δ1_{i+1} , i = 0, . . . , n − 1, d_n := d_{n−1} − 2b^{n−}b^{n−1}_{Δ2n} + 2c^{n+}c^{n−1}_{Δ1n} .

5. e_i := b^{i+1−}b^i2_{Δ3i+1} − c^i_Δ2_{i+1} + d^{i+1+}5d^i4_{Δ1i+1} , i = 0, . . . , n − 1. 6. f_i := c^{i+1−}c^i10_{Δ3i+1} − 3d^i10_{Δ2i+1} − 3e^i5_{Δ1i+1} , i = 0, . . . , n − 1.

Dukaz. Engeln-Müllges, Reutter (1990).

1. INTERPOLACE S KØIVKAMI 95

1.3 Geometrické spline-køivky

U doposud uva¿ovaných spline-køivek byla po¿adována pro hladké pøechody mezi èástí køivek shoda derivací a¿ k jistému øádu n, tedy C^n-spojitost celkové køivky. Hodnoty derivace jsou závislé na konkrétní parametrizaci køivky a tedy se nejedná o geometrické velièiny. Pro charakterizaci hladkosti nabídneme v následujícím dvì dalźí mo¿nosti { vizuální spojitost n-tého stupnì (øádu) a spojitost geometrických invariantù jako jsou zakøivení a torze. Ty jsou pak nezávislé na parametrizaci - jedná se tedy o geometrické velièiny.

De˛nice. Øekneme, ¿e køivka má vizuální spojitost n-tého stupnì (øádu),

jestli¿e existuje C^n-spojitá parametrizace køivky.

Dále øekneme, ¿e køivka má spojitou køivost (spojitou torzi), jestli¿e κ (τ) je spojitá funkce.

Platí pak

Vìta 1.8 Vizuální spojitost, køivost a torze. Pro køivku v R^3 je vizuální spojitost

stupnì n ekvivalentní s tím, ¿e κ ∈ C^{n−2} a τ ∈ C^{n−3}.

Dukaz. Pottmann (1988).

Geometrické spline-køivky vznikají slo¿ením z polynomiálních dílèích køivek tak, ¿e výsledná køivka je spojitá odpovídajícnì výźe de˛novaným pojmùm. Pro urèení geometrických spline-køivek musíme odvodit stejnì jako u obyèejných spline-køivek podmínky v bodech spojení.

Uvaøujeme-li køivku k ve dvou parametrizacích k(t) a k ( t) = k(ϕ(t)) v okolí bodu

t_0 tak, ¿e k ( t_0) = k(ϕ(t_0)), pak platí

k(t_0) = k(ϕ(t_0)), k^′(t_0) = ϕ^′(t_0)k^′(ϕ(t_0)), k^{′′}(t_0) = ϕ^{′′}(t_0)k^′(ϕ(t_0)) + ϕ^{′2}(t_0)k^{′′}(ϕ(t_0)).

Po¿adavek vizuální spojitosti druhého øádu v bodì spojení t_i mezi dvìma dílèími polynomy lze psát jako

k(t_i−) = k(t_i+), k^′(t_i−) = β_1k^′(t_i+), k^{′′}(t_i−) = β_2k^′(t_i+) + β^2_1 k^{′′}(t_i+).

96 Interpolace a aproximace

Tyto vztahy pou¿ijeme v následujícím pøíkladu interpolující geometrické splinekøivky { tzv. ν-splinu. Pro ν-spline-køivky po¿adujeme shodu prvních derivací v bodech dotyku mezi dílèími polynomy (β_1 = 1) a vytváøí odpovídající geometrický po¿adavek druhého øádu.

De˛nice. ν-spline-køivka Buï dáno n + 1 bodù p_i ∈ R^d s hodnotami parametrù

t_i ∈ R, t_0 ≤ t_1 ≤ . . . ≤ t_n spolu hodnotami napìtí ν_i, i = 0, . . . , n. Køivka p(t), t ∈ [t_0, t_n], p : [t_0, t_n] → R^d se nazývá ν-spline-køivka, jestli¿e platí:

1. p(t) je kubický polynom v ka¿dém dílèím intervalu [t_i, t_{i+1}], 0 ≤ i < n.

2. p_i(t_{i+1}) = p_{i+1}(t_{i+1}), i = 0, . . . , n − 1.

3. p^′_i(t_{i+1}) = p^′_{i+1}(t_{i+1}), i = 0, . . . , n − 1, tj. p ∈ C^1[t_0, t_n].

4. p^{′′}_i (t_{i+1}−) = p^{′′}_{i+1}(t_{i+1}+) − ν_{i+1}p^′_i(t_{i+1}), i = 0, . . . , n − 1.

Dále je potøeba, aby byla splnìna jedna z následujících okrajových podmínek:

• Okrajová podmínka pro otevøené ν-spline-køivky:

p^′(t_0) = p_0^′, p^′(t_n) = p_n^′, (5.1)

• Okrajová podmínka pro pøirozené ν-spline-køivky:

ν_0p^′(t_0) − p^{′′}(t_n+) = 0, ν_np^′(t_n) + p^′(t_n−) = 0, (5.2)

• Okrajová podmínka pro uzavøené ν-spline-køivky:

p(t_0) = p(t_n), p^′(t_0) = p^′(t_n), p^{′′}(t_0+) − p^{′′}(t_n−) = (ν_0 + ν_n)p^′(t_0) = 0. (5.3)

Poznamenejme, ¿e ν_i jsou dodateèné stupnì volnosti pro ovlivnìní køivky, tzv. parametry pnutí. Jsou-li vźechny parametry pnutí rovny 0, obdr¿íme obvyklé kubické interpolující spline-køivky. Necháme-li pnutí ν_i a ν_{i+1} sousedních kontrolních bodù rùst do nekoneèna, konverguje pak spline k pøímkovému segmentu, který spojuje spolu sousední kontrolní body. Necháme-li pnutí vźech kontrolních bodù rùst do nekoneèna, konverguje pak spline k polygoniálnímu tahu, který spojuje kontrolní body.

Vìta 1.9 Spojitost køivosti ν-spline-køivek ν-spline-køivky mají spojitou køivost.

1. INTERPOLACE S KØIVKAMI 97

Dukaz. Pro d = 3 plyne tvrzení z vìty 1.8. Pro libovolné d plyne tvrzení, kde a^− := p_i^′(t_{i+1}−), b^− := p_i^{′′}(t_{i+1}−), a^+ := p_i^′(t_{i+1}+), b^+ := p_i^{′′}(t_{i+1}+), (5.4)

z výpoètu κ_{ti+1−} = √ (a^−∗a^−)^(b^−∗k^{−)}−^(a^−∗b^{−)2}

(a^−∗a^−)^{32} = √ (a^+∗a^+)^((b^+−ν·a^+)∗(b^+−ν·a^+)^)−^(a^+∗b^{+)2} (a^−∗a^−)^{32} = √( (a^+∗a^+)^(b^+∗b^{+)}−^(a^+∗b^{+)2)}

(a^−∗a^−)^{32}

= κ_{ti+1+}.

(5.5)

Pro výpoèet koe˛cientù ν-spline-køivek je úèelné reprezentovat dílèí polynomy

p_j(t) nad hermiteovskou bází. Hermiteovská báze je tvoøena Hermiteovými polynomy.

De˛nice. Hermiteovy polynomy jsou tvaru:

H_0(x) := 2x^3 − 3x^2 + 1, H_1(x) := −2x^3 + 3x^2, H_0(x) := x^3 − 2x^2 + 1, H_1(x) := x^3 − x^2. (5.6)

Tyto polynomy mají tu vhodnou vlastnost, ¿e ony zrovna tak jejich derivace nabývají v krajních bodech intervalu [0, 1] hodnot 0, 1:

H_0(0) = 1, H_0(1) := 0, H_0^′(0) = 0, H_0(1) := 0, H_1(0) = 0, H_1(1) := 1, H_1^′(0) = 0, H_1(1) := 0, H_0(0) = 0, H_0(1) := 0, H_0^′(0) = 1, H_0^′(1) := 0, H_1(0) = 0, H_1(1) := 0, H_1^′(0) = 0, H_1^′(1) := 1.

(5.7)

Hermiteovy polynomy obdr¿íme hermiteovskou interpolací výźe uvedených bodù.

Vìta 1.10 Výpoèet ν-spline-køivek. Buï dány body dotyku (t_i, p_i), p_i ∈ R^d a

body pnutí ν_i, i = 0, . . . , n. Dále buï

´_i := t_i − t_{i−1}, a_i := ´^{−1}_{i+1},

d_i := 3^(p_{i−1}(−a^2_{i−1}) + p_i(a^2_{i−1} − a^2_i ) + p_{i+1}(a^2_i )^) .

(5.8)

98 Interpolace a aproximace

Pak lze j-tý dílèí polynom p_j(t) interpolující ν−spline-køivky reprezentovat následovnì:

p_j(t) = H_0(s) · p_j + H_1(s) · p_{j+1} + h_jH_0(s) · p^′_j + h_jH_1(s) · p^′_{j+1}, (5.9) kde s := t − t_j ´_{j+1} , pøièem¿ mù¿eme neznámé p^′_0, p^′_1, . . . , p^′_n získat jako¿to øeźení systému lineárních rovnic:

1. Okrajové podmínky 5.1:

A p^′_1 p^′_2 . . . p^′_{n−2} p_{n−1} = d_1 − a_0p^′_1

d_2 . . . d_{n−2} d_{n−1} − a_0p^′_n ,

A = a_0 + a_1 + ν^02 a_1 a_1 a_1 + a_2 + ν^12 a_2

a_{n−3}a_{n−3} + a_{n−2} + ν^{n−2}2 a_{n−2} a_{n−2} a_{n−2} + a_{n−1} + ν^{n−1}2

,

pro uzavøené interpolující spline-køivky:

A

c_0 c_1 c_2 . . . c_{n−2} c_{n−1}

=

3^(p^{1−}p^{2)}_{Δ1} − 3^(p^{n−}p^{n−1)}_{Δn} 3^(p^{2−}p^{1)}_{Δ2} − 3p^{1−}p^0_{Δ1} 3^(p^{3−}p^{2)}_{Δ3} − 3^(p^{2−}p^{2)}_{Δ2} . . . 3^(p^{n−1−}p^{n−2)}

Δ_{n−}1 − 3

(p_{n−2}−p_{n−3})

Δ_{n−}2

3^(p^{n−}p^{n−1)}

Δn − 3^(p^{n−1−}p^{n−2)}

Δ_{n−}1

,

1. INTERPOLACE S KØIVKAMI 99

A =

2(´_1 + ´_n) ´_1 0 ´_n ´_1 2(´_1 + ´_2) ´_2 0 ´_2 2(´_2 + ´_3) ´_3 0 . . . . . . 0 ´_{n−2} 2(´_{n−2} + ´_{n−1}) ´_{n−1} ´_n 0 ´_{n−1} 2(´_{n−1} + ´_n)

.

2. b_i := p^{i+1−}p^i_{Δi+1} −^{Δi+13}_( c_{i+1} + 2c_i), i = 0, . . . , n − 1. 3. d_i := c^{i+1−}c^i_{3Δi+1} , i = 0, . . . , n − 1.

Dukaz. Zøejmé.