Kódování

Jan Paseka 12. kvìtna 1999

Pøedmluva

Teorie kódování je interdisciplinární teorie, která v sobì spojuje metody a postupy informatiky, matematiky a spojovací techniky. Teorie kódování pøitom stále více a více nachází bezprostøední aplikaci v praxi vlivem nových technologických zmìn.

To, co je na teorii kódování tak strhující, je z jedné strany tìsná souvislost teorie s praxí a ze strany druhé pak mnohostranost pou¿ívaných matematických metod.

Úlohou teorie kódování je tvorba postupù a metod, které nám zajistí bezpeèný pøenos zpráv komunikaèním systémem. Z dùvodù technické realizovatelnosti se zprávy pøevedou nejprve do øady znakù nad nìjakou koneènou abecedou (nejlépe nad koneèným tìlesem). Tato øada znakù se pak rozlo¿í do blokù pokud mo¿no stejné délky k. Kódovací zaøízení nám pak utvoøí z ka¿dého bloku délky k blok délky n,kde n ≥ k. Redundance získaná v pøípadì kdy n > k slou¿í pozdìji k rozpoznání a pøípadné opravì pokud mo¿no co nejvíce pøenosových chyb. Pøenos blokù délky n pomocí spojovacího systému, které reprezentují kódované zprávy a které se jako celek oznaèují blokové kódy délky n, si lze pøedstavit buï prostorovì (pøes satelit, telefonem, televizí, rádiem atd.) nebo také v èase (CD, gramodeska, magnetofonová páska atd.). Podíl k/n se nazývá míra informace blokového kódu a reprezentuje mno¿ství energie potøebné k pøenosu kódovaných zpráv.

V ruźeném spojovém kanálu se mohou pøi pøenosu kódovaných zpráv vyskytnout chyby dvojího typu. Nejprve je myslitelné, ¿e nìkteré z vysílaných zpráv nedojdou vùbec k pøíjemci nebo ¿e je pøíjemce obdr¿í neúplné. Druhou mo¿ností je, ¿e se mohou vyskytnout rovnì¿ pøenosové chyby, tj. vyslaný znak 0 se napø. pøijme jako 1; v teorii kódování se zabýváme zejména s druhým pøípadem.

Pro opravu eventuálnì se vyskytujících se pøenosových chyb jsou rozhodující dvì velièiny:

• míra opravitelnosti chyb, která nám udává v ka¿dé kódované zprávì podíl opravitelných chyb, a

• komplexita dekóderu, který má za úlohu pro pøijatou kódovanou zprávu zjistit vyslanou zprávu.

Hlavním cílem teorie kódování je tvorba kódu s pokud mo¿no co nejvìtźí mírou informace a s co mo¿ná nejvìtźí mírou opravitelnosti chyb pøi souèasnì co mo¿ná nejmenźí komplexitì dekódéru.

Shannonova vìta o kapacitì kanálu nám zaruèuje existenci blokových kódù s mírou informace libovolnì blízce pod kapacitou kanálu, tzn. s mírou informace, která je tak vysoká jak nám to pou¿ívaný kanál vùbec dovolí a s libovolnì velkou mírou opravitelnosti chyb. Nekonstruktivní charakter této skuteènosti byl zrodem teorie kódování.

V mnoha pøípadech je vźak èasová nároènost pro dekódování kódu tak velká, ¿e neúplné vyu¿ití kapacity kanálu má mnohem menźí dùle¿itost ne¿ pøíliź komplikovaný dekódovací postup. Z tohoto dùvodu se v teorii kódování zkoumají znaènì kódy s relativnì jednoduchým realizovatelným dekódovacím algoritmem.

Pro urèení vlastností opravujících se chyb daného kódu se ukázala dùle¿itá dodateèná znalost jeho struktury. Proto se v teorii kódování zkoumají blokové kódy opatøené dodateènou algebraickou strukturou, u kterých lze doufat, ¿e budou mít v praxi pou¿itelné teoretické vlastnosti.

Lineární kódy reprezentují jistou tøídu blokových kódù a jsou opatøeny dodateènou algebraickou strukturou { strukturou vektorového prostoru. Pak lineární kód nad koneèným tìlesem K je reprezentován jako k-rozmìrný podprostor n-rozmìrného vektorového prostoru nad K. Strukturu lineárních kódù lze pak analyzovat prostøedky a metodami lineární algebry. K nejznámìjźím pøíkladùm praktického pou¿ití lineárních kódù patøí

• binární Reed-Mullerovy kódy { vesmírná sonda þMarinerß pou¿ila binární Reed- Mullerùv kód prvního øádu délky 32 pro pøenos datového materiálu fotodokumentace planety Mars, a rovnì¿

• Reed-Solomonovy kódy { napø. se pou¿ívají pro ukládání opticky kódovaných zvukových signálù na CD dva lineární kódy, které byly odvozeny zkrácením Reed-Solomonova kódu délky 255 nad tìlesem GF(2^8).

Tento uèební text je zalo¿en na monogra˛i þCodes and Cryptographyß D. Welshe. Zároveò vyu¿ívá texty èeských autorù jako je napø. þKódováníß Jiøího Adámka. Text je zpøístupnìn vźem studentùm (a u¿ivatelùm INTERNETu) pomocí anonymního FTP pøístupu na poèítaè ftp.muni.cz. Adresáø /pub/math.muni.cz je jeden z diskù poèítaèe king.math.muni.cz. Tento adresáø obsahuje adresáøe lectures, papers, software. Na poèítaèi v adresáøi lectures je zøízen adresáø pro ukládání materiálu pro pøednáźky/semináøe.

Obsah

1 Entropie = neurèitost = nejistota = informace 7

1 Nejistota . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 2 Entropie a její vlastnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 3 Podmínìná entropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 4 Informace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 5 Závìr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2 Vìta o kódování bez źumu pro zdroje bez pamìti 23

1 Zdroje bez pamìti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 2 Pre˛xové a jednoznaènì dekódovatelné kódy . . . . . . . . . . . . . . 24 3 Kraftova a McMillanova nerovnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 4 Vìta o kódování bez źumu pro zdroje bez pamìti . . . . . . . . . . . 28 5 Konstruování kompaktních kódování . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3 Komunikace kanály se źumem 37

1 Komunikaèní systém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 2 Diskrétní kanál bez pamìti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 3 Spojení zdroje s kanálem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 4 Kódování a dekódovací pravidla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 5 Kapacita kanálu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 6 Vìta o kódování se źumem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 7 Kapacita jako hranice spolehlivé komunikace . . . . . . . . . . . . . . 55

4 Kódy opravující chyby 59

1 Kódování a odhady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 2 Ekvivalence kódù a konstrukce nových kódù . . . . . . . . . . . . . . 66 3 Hlavní problém teorie kódování . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 4 Dolní a horní hranice A_q(n, d); perfektní kódy . . . . . . . . . . . . . 71 5 Lineární kódy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 6 Pou¿ití lineárních kódù . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 7 Pravidlo minimální vzdálenosti pro lineární kódy . . . . . . . . . . . 79

6 OBSAH

8 Binární Hammingovy kódy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 9 Cyklické kódy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 10 Marinerùv kód a Reed-Mullerovy kódy . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 10.1 Hadamardovy kódy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 10.2 Reed-Mullerovo kódování . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

A Náhodné jevy a náhodné velièiny 93

1 Mìøitelný prostor a vztahy mezi náhodnými jevy . . . . . . . . . . . . 93 2 Pravdìpodobnostní prostor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 3 Klasická pravdìpodobnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 4 Podmínìná pravdìpodobnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 5 Stochasticky nezávislé náhodné jevy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 6 Borelovské mno¿iny a náhodné velièiny . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 7 Náhodné vektory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 8 Støední hodnota, rozptyl, kovariance a koe˛cient korelace náhodných velièin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 9 Cauchy-Schwarz-Buòakovského nerovnost, Markovova a Èebyźevova nerovnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

Kapitola 1

Entropie = neurèitost = nejistota = informace

1 Nejistota

Uva¿me následující tvrzení.

A Výsledek bìhu mezi dvìma si rovnými závodníky je ménì nejistý ne¿ výsledek bìhu mezi źesti si rovnými závodníky.

B Výsledek rulety je více nejistý ne¿ vrh kostkou.

C Výsledek vrhu ideální kostkou je více nejistý ne¿ výsledek vrhu faleźnou kostkou.

Zøejmì s výźe uvedenými tvrzeními lze okam¿itì souhlasit. Obtí¿né vźak bude de˛novat, co je to vlastnì nejistota. Podívejme se na dvì rùzné náhodné velièiny X a Y . Nechż P (X = 0) = p, P (X = 1) = 1 − p, a P (Y = 100) = p, P (Y = 200) = 1 − p,

pøièm¿ 0 < p < 1.

Zøejmì by nám de˛nice nejistoty mìla zajistit, ¿e X a Y jsou stejnì nejisté. Tedy nejistota X a tedy i Y by mìla být funkcí pouze pravdìpodobnosti p. Tato vlastnost nejistoty musí být rozźiøitelná i na náhodné promìnné, které nabývají více ne¿ dvou hodnot. Tedy:

Nejistota náhodné promìnné Z, která nabývá hodnoty a_i s pravdìpodobností p_i, (1 ≤ i ≤ n), je funkcí pouze pravdìpodobností p_1, . . . , p_n.

Proto znaèíme takovouto funkci jako H(p_1, . . . , p_n), pøièem¿ pøedpokládáme splnìní následujících pøirozených podmínek:

8 KAPITOLA 1. ENTROPIE = NEURÈITOST = NEJISTOTA = INFORMACE

(A1) H(p_1, . . . , p_n) je maximální, kdy¿ p_1 = p_2 = . . . = p_n = 1/n.

(A2) Pro ka¿dou permutaci π na {1, . . . , n} platí H(p_1, . . . , p_n) = H(p_{π(1)}, . . . , p_{π(n)}). Tedy H je symetrická funkce svých argumentù tj. její výsledek nezávisí na poøadí.

(A3) H(p_1, . . . , p_n) ≥ 0 a rovnost nastává právì tehdy, kdy¿ p_i = 1 pro nìjaké i.

Nejistota má tedy v¿dy nezápornou hodnotu a je nulová právì tehdy, kdy¿ je jakákoliv náhoda vylouèena.

(A4) H(p_1, . . . , p_n, 0) = H(p_1, . . . , p_n). Nejistota vrhu źestibokou ideální kostkou je tatá¿ jako nejistota vrhu sedmibokou kostkou, u které je nemo¿né aby padla 7 ale ostatní pøípady jsou si rovnocenné.

(A5) H(1/n, . . . , 1/n) ≤ H(1/n + 1, . . . , 1/n + 1). Výsledek bìhu mezi dvìma závodníky je ménì nejistý ne¿ výsledek bìhu mezi více závodníky.

(A6) H(p_1, . . . , p_n) je spojitá funkce svých parametrù. Malé zmìny na vstupu dají

malé zmìny na výstupu.

(A7) Jsou-li m, n ∈ N, pak H(1/m · n, . . . , 1/m · n) = H(1/m, . . . , 1/m) + H(1/n, . . . , 1/n). Tato podmínka øíká, ¿e nejistota vrhu m · n−stranné kostky je obsa¿ena ve vrhu m-stranné kostky následovaná vrhem n-stranné kostky, a je rovna souètu individuálních nejistot.

(A8) Nechż p = p_1 + . . . + p_m a q = q_1 + . . . + q_n, p_i, q_j jsou neznámé. Jsou-li p a q

kladná èísla, p + q = 1, pak platí H(p_1, ..., p_m, q_1, . . . , q_n) = H(p, q)+ p · H(p_1/p, . . . , p_m/p)+ q · H(q_1/q, . . . , q_n/q). Pøedstavme si, ¿e máme n + m uchazeèù na místo v konkurzu - z toho je m mu¿ù a n ¿en, s pravdìpodobnostmí p_i, q_j vítìzství v konkurzu. Pak nejistota výsledku konkurzu je nejistota, ¿e vyhraje mu¿ nebo ¿ena plus vá¿ený souèet, nejistot výhry mezi mu¿i a ¿enami.

1. NEJISTOTA 9 Vìta 1.1 Buï H(p_1, . . . , p_n) funkce de˛novaná pro ka¿dé pøirozené èíslo n a pro

vźechny hodnoty p_1, . . . , p_n tak, ¿e p_i ≥ 0 a n∑ i=1 p_i = 1.

Pokud H splòuje axiómy (A1)-(A8), pak platí H(p_1, p_2, . . . , p_n) = −λ ∑ k p_k · log p_k, (1.1)

kde λ je libovolná kladná konstanta a sumuje se pøes vźechna k taková,¿e p_k > 0.

Dukaz. Nechż H splòuje axiómy (A1)-(A8). De˛nujme (1) g(n) = H(1/n, . . . , 1/n) pro n ∈ N. Z (A7) pak

g(n^k) = g(n) + g(n^{k−1}) a tedy

(2) g(n^k) = k · g(n). Buï dále r, s ∈ N − {1}, n ∈ N a m = m(n, r, s) ∈ N tak, ¿e (3) r^m ≤ s^n ≤ r^{m+1}; pak dle (2) a monotonie g (dle (A5)) máme g(r^m) ≤ g(s^n) ≤ g(r^{m+1}), tedy m · g(r) ≤ n · g(s) ≤ (m + 1) · g(r). Z (3) pak máme m · ln(r) ≤ n · ln(s) ≤ (m + 1) · ln(r) a tedy | | | | g(s) g(r) − ln(s) ln(r) | | | | ≤ 2 n . Proto¿e n bylo libovolnou pøirozené èíslo, je g(s) ln(s) = g(r) ln(r) = A, kde A je nìjaká konstanta. Tedy

10 KAPITOLA 1. ENTROPIE = NEURÈITOST = NEJISTOTA = INFORMACE (5) g(s) = A · ln(s). Buï 0 < p < 1 racionální, p = t/n, t, n ∈ N. Polo¿me q = (n − t)/n. Z (A8) pak g(n) = H( 1 n , . . . , 1 n ) = H( t n , n − t n ) + t n · g(t) + n − t n · g(n − t). Z (5) pak jednoduchou úpravou H( t n , n − t n ) = A · ( t n ) · ln t n + A · ( n − t n ) · ln n − t n . Zejména pak (6) H(p, 1 − p) = A · p · ln p + A · (1 − p) · ln(1 − p), a to pro ka¿dé racionální èíslo p mezi 0 a 1. Ze spojitosti H platí (6) pro vźechna 0 < p < 1. Doka¿me, ¿e pro ka¿dé N ∈ N platí (7) H(p_1, . . . , p_N ) = A · N∑ i=1 p_i · ln p_i,

pøièem¿ p_i > 0 a p_1 + . . .+ p_N = 1, a to indukcí podle N. Z (6) víme, ¿e (7) platí pro N = 2. Pøedpokládejme, ¿e (7) platí pro N a uva¿ujme H(p_1, . . . , p_{N+1}). Polo¿me p = p_1 + . . . + p_N , q = p_{N+1}, a pou¿ijme (A8). Máme pak H(p_1, . . . , p_{N+1}) = H(p, q) + p · H( p_1 p , . . . , p_N p ) + q · H(1) = A · p · ln p + A · q · ln q + p · A · N∑ i=1 p_i p ln p_i p , z indukèního pøedpokladu. Upravíme-li poslední rovnost na tvar

H(p_1, . . . , p_{N+1}) = A · p · ln p + A · p_{N+1} · ln p_{N+1} + A · N∑ i=1 p_i · (ln p_i − ln p),

a vzpomeneme-li si, ¿e ∑N i=1 p_i = p, obdr¿íme hledanou rovnost H(p_1, . . . , p_{N+1}) = A · N+1∑ i=1 p_i · ln p_i.

Na základì výźe uvedené vìty pak de˛nujeme

2. ENTROPIE A JEJÍ VLASTNOSTI 11 De˛nice. Buï X náhodná promìnná s koneèným oborem hodnot s odpovídajícími

pravdìpodobnostmi p_1, p_2, . . . , p_n. Pak de˛nujeme nejistotu neboli entropii náhodné velièiny X jako H(X) = − ∑ k p_k · log_2 p_k, (1.2) kde suma se bere pouze pøes ta k, pro která je p_k > 0.

Poznámka 1.2 Nadále budeme v¿dy (bez újmy na obecnosti) pøedpokládat, ¿e pro

vźechny èleny pravé strany (1.2) jsou pravdìpodobnosti p_k nenulové.

Poznámka 1.3 Podmínky (A1)-(A8) odpovídají axiomùm pro entropii navr¿eným

Shannonem.

Cvièení 1.4

1. Který dostih má vìtźí entropii: handikap, ve kterém je sedm ¿okejù, tøi z nich vyhrají s pravdìpodobností^1_6 a ètyøi z nich s pravdìpodobností^1_8 nebo dostih, v nìm¿ musí být vítìz prodán za pøedem stanovenou cenu a ve kterém je 8 ¿okejù s dvìma koni s pravdìpodobností výhry^1_4 a źest koní s pravdìpodobností výhry 1 12 ?

2. Ovìøte, ¿e výźe de˛novaná funkce entropie splòuje podmínky (A1)-(A8).

2 Entropie a její vlastnosti

Øekli jsme, ¿e pro náhodnou promìnnou X s koneèným oborem hodnot a s pravdìpodobnostmi p_1, . . . , p_n tak, ¿e ∑ p_i = 1 a p_i > 0(1 ≤ i ≤ n), de˛nujeme entropii X jako H(X) = − n∑ k=1 p_k · log_2 p_k.

Analogicky pak pro náhodný vektor X, který nabývá pouze koneènì mnoha hodnot

u_1, . . . , u_m, de˛mujeme jeho entropii náhodného velktoru jako H(X) = −^{m∑}_{k=1} p(u_k) · log_2 p(u_k). (1.3)

Je-li napøíklad X 2-dimenzionální náhodný vektor, X = (U, V ) s p_{ij} = P (U = a_i, V = b_j),

12 KAPITOLA 1. ENTROPIE = NEURÈITOST = NEJISTOTA = INFORMACE

budeme èasto psát

H(X) = H(U, V ) = −^∑ p_{ij} · log_2 p_{ij.}

Zcela obecnì, jsou-li X_1, . . . , X_m náhodné promìnné tak, ¿e ka¿dá z nich nabývá pouze koneènì mnoha hodnot, lze pak pova¿ovat X = (X_1, . . . , X_m) za náhodný vektor a de˛novat souhrnou entropii X_1, . . . , X_m jako

H(X_1, . . . , X_m) = H(X) = − ∑ (x1,...,xm) p(x_1, . . . , x_m) · log_2 p(x_1, . . . , x_m), (1.4)

kde p(x_1, . . . , x_m) = P (X_1 = x_1, X_2 = x_2, . . . , X_m = x_m). Snadno se ovìøí, ¿e:

H(X) = 0 právì tehdy, kdy¿ X je konstantní. (1.5)

Horní hranice pro H je urèena následující vìtou:

Vìta 2.1 Pro ka¿dé pøirozené èíslo n máme

H(p_1, . . . , p_n) ≤ log_2 n, pøièem¿ rovnost nastává právì tehdy, kdy¿ p_1 = p_2 = . . . = p_n = n^{−1}.

Dukaz. Zøejmì

log_2 x = log_2 e log_e x.

Proto¿e logaritmus je konvexní funkce tj. le¿í celá pod teènou, máme log_e x ≤ x − 1, pøièem¿ rovnost nastává právì tehdy, kdy¿ x = 1. Tedy, je-li (q_1, . . . , q_n) libovolné pravdìpodobnostní rozdìlení, pak máme log_e(q_k/p_k) ≤ (q_k/p_k) − 1, s rovností právì tehdy, kdy¿ q_k = p_k. Tudí¿, ∑ p_i · log_e(q_i/p_i) ≤ ∑ q_k − ∑ p_k = 0, a z toho pak ∑ p_i · log_2 q_i ≤ ∑ p_i · log_2 p_i.

Polo¿íme-li q_i = 1/n, obdr¿íme dosazením H(p_1, . . . , p_n) = − ∑ p_i · log_2 p_i ≤ log_2 n, co¿ se mìlo dokázat. Zbytek tvrzení o rovnosti plyne bezprostøednì z dùkazu.

2. ENTROPIE A JEJÍ VLASTNOSTI 13

Poznamenejme, ¿e jsme dokázali velmi u¿iteènou nerovnost a to:

Lemma 2.2 Je-li (p_i : 1 ≤ i ≤ n) dané pravdìpodobnostní rozdìlení, pak minimum

funkce G(q_1, . . . , q_n) = − ∑ p_i · log_2 q_i pøes vźechna pravdìpodobnostní rozdìlení (q_1, . . . , q_n) nastává, pokud q_k = p_k (1 ≤ k ≤ n). Vìta 2.3 Jsou-li X a Y náhodné promìnné s koneèným oborem hodnot, platí pak H(X, Y ) ≤ H(X) + H(Y ), pøièem¿ rovnost nastává tehdy a jen tehdy, kdy¿ X a Y jsou nezávislé.

Dukaz. Pøedpokládejme, ¿e

r_i = P (X = a_i) (1 ≤ i ≤ m), s_j = P (Y = b_j) (1 ≤ j ≤ n), t_{ij} = P (X = a_i, Y = b_j) (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n). Pak H(X) + H(Y ) = − ∑ i r_i · log_2 r_i + ∑ j s_j · log_2 s_j

= − ∑ i,j t_{ij} · log_2 r_i + ∑ j,i t_{ij} · log_2 s_j , proto¿e ∑ j t_{ij} = r_i, ∑ i t_{ij} = s_j. Odtud pak H(X) + H(Y ) = − ∑ i,j t_{ij} · log_2(r_i · s_j) ≥ − ∑ i,j t_{ij} · log_2(t_{ij}) = H(X, Y ) dle pøedchozího lemmatu. Rovnost nastane právì tehdy, kdy¿ r_i · s_j = t_{ij}. Ale to je právì podmínka nezávislosti X a Y.

14 KAPITOLA 1. ENTROPIE = NEURÈITOST = NEJISTOTA = INFORMACE

Jednoduchým rozźíøením této metody lze dokázat:

H(X_1, . . . , X_n) ≤ H(X_1) + . . . + H(X_n), (1.6)

pøièem¿ rovnost nastává právì tehdy, kdy¿ X_1, . . . , X_n jsou navzájem nezávislé;

H(U, V) ≤ H(U) + H(V) (1.7)

pro ka¿dou dvojici náhodných vektorù U, V, pøièem¿ rovnost nastává právì tehdy, kdy¿ U a V jsou nezávislé náhodné vektory.

Dùkazy (je¿ lze dokázat pøesnì stejným zpùsobem jako vìtu 1.2 z pøedchozího lemmatu) jsou ponechány ètenáøi.

Cvièení 2.4

1. Dvì ideální kostky jsou vr¿eny; X oznaèuje hodnotu získanou první kostkou, Y hodnotu získanou druhou kostkou. Doka¿te, ¿e H(X, Y ) = H(X) + H(Y ). Doka¿te, ¿e je-li Z = X + Y , pak H(Z) < H(X, Y ). 2. Doka¿te, ¿e pro ka¿dou náhodnou promìnnou X, H(X, X^2) = H(X). 3. Doka¿te, ¿e pro ka¿dou posloupnost náhodných promìnných (X_i : 1 ≤ i < ∞), H(X_1, . . . , X_n) ≤ H(X_1, . . . , X_{n+1}). 3 Podmínìná entropie

Pøedpokládejme, ¿e X je náhodná promìnná na pravdìpodobnostním prostoru ˙ a A je událost z ˙. Nabývá-li X koneèné mno¿iny hodnot {a_i : 1 ≤ i ≤ m}, je pøirozené de˛novat podmínìnou entropii náhodné promìnné X urèenou událostí A jako H(X|A) = − m∑ k=1 P (X = a_k|A)logP (X = a_k|A). Úplnì stejnì, je-li Y jiná náhodná promìnná nabývající hodnot b_k (1 ≤ k ≤ m), de˛nujeme podmínìnou entropii náhodné promìnné X urèenou náhodnou promìnnou Y jako H(X|Y ) = ∑ j H(X|Y = b_j)P (Y = b_j).

3. PODMÍNÌNÁ ENTROPIE 15

Pova¿ujeme H(X|Y ) za entropii náhodné promìnné X urèenou jistou hodnotou Y zprùmìrovanou pøes vźechny hodnoty, jich¿ mù¿e Y nabývat.

Zcela triviální dùsledky de˛nic jsou:

H(X|X) = 0, (1.8)

H(X|Y ) = H(X) jsou-li X a Y nezávislé. (1.9)

Pøíklad 3.1 Buï X náhodná promìnná získaná vrháním ideální kostky. Buï dále

Y jiná náhodná promìnná urèená tímté¿ experimentem, pøièem¿ Y se rovná 1, je-li vr¿ená hodnota lichá a 0 v ostatních pøípadech. Proto¿e kostka je ideální,

H(X) = log6, H(Y ) = log2, a H(X|Y ) = log3. Jsou-li U a V náhodné vektory, pøirozenì rozźíøíme de˛nici podmínìné entropie následovnì

H(U|V) =^∑_j H(U|V = v_j)P (V = v_j), (1.10)

pøièem¿ se sèítá, jako obvykle, pøes (koneèný) obor hodnot v_j tak, ¿e odpovídající pravdìpodobnost je kladná.

Jako první pøíklad, jakým zpùsobem entropie H(U|V) mìøí nejistotu o U obsa- ¿enou ve V, doká¿eme:

H(U|V) = 0 právì tehdy, kdy¿ U = g(V) pro nìjakou funkci g. (1.11)

Dukaz. Pravá strana z de˛nice podmínìné entropie je souèet koneèného poètu nezá-

porných velièin. Tudí¿, aby byla nulová, potøebujeme H(U|V = v_j) = 0 pro vźechna j. Ale opìt ka¿dá z tìchto nezáporných velièin je nulová právì tehdy, kdy¿ U je jednoznaènì urèená V.

Ponìkud více nám dává následující výsledek, který matematicky vyjadøuje ideu, ¿e naźe de˛nice podmínìné entropie X pøi daném Y korektnì mìøí zbývající nejistotu.

Vìta 3.2 Pro ka¿dou dvojici náhodných promìnných X a Y , které nabývají pouze

koneèné mno¿iny hodnot, platí H(X, Y ) = H(Y ) + H(X|Y ).

16 KAPITOLA 1. ENTROPIE = NEURÈITOST = NEJISTOTA = INFORMACE Dukaz. Bez ztráty na obecnosti lze pøedpokládat, ¿e X a Y nabývají pouze celoèí-

selných hodnot a, kde to bude nutné, ¿e p_{ij} = P (X = i, Y = j). Nyní H(X, Y ) = − ∑ i ∑ j P (X = i, Y = j)logP (X = i, Y = j) = − ∑ i ∑ j P (X = i, Y = j)logP (X = i|Y = j)P (Y = j) = − ∑ i ∑ j p_{ij}logP (X = i|Y = j) − ∑ i ∑ j p_{ij}logP (Y = j) = − ∑ i ∑ j P (X = i|Y = j)P (Y = j)logP (X = i|Y = j) + H(Y ) = − ∑ j P (Y = j) ∑ i P (X = i|Y = j)logP (X = i|Y = j) + H(Y ) = ∑ j P (Y = j)H(X|Y = j) + H(Y ) = H(X|Y ) + H(Y ), co¿ bylo tøeba dokázat

Vìta 3.3 Jsou-li U a V náhodné vektory, které nabývají pouze koneèné mno¿iny

hodnot, platí

H(U, V) = H(V) + H(U|V).

Dukaz. Procházíme dùkazem pøedchozí vìty, ale namísto X a Y nabývajích pouze

celoèíselných hodnot i a j máme U a V nabývajích hodnot u_i a v_j, kde u_i a v_j jsou zadané vektory.

Následující výsledek je bezprostøední dùsledek.

Dusledek 3.4 Pro ka¿dou dvojici X a Y náhodných vektorù je H(X|Y) ≤ H(X) a

rovnost nastává právì tehdy, kdy¿ X a Y jsou nezávislé.

Dukaz.

H(X|Y) = H(X, Y) − H(Y).

Ale H(X, Y) ≤ H(X) + H(Y), s rovností právì tehdy, kdy¿ X a Y jsou nezávislé.

Cvièení 3.5

1. Uka¿te, ¿e pro ka¿dou náhodnou promìnnou X platí H(X^2|X) = 0, ale uveïte pøíklad, ¿e H(X|X^2) není v¿dy nulová.

4. INFORMACE 17

2. Náhodná promìnná X nabývá celoèíselných hodnot 1, . . . , 2N se stejnou pravdìpodobností. Náhodná promìnná Y je de˛novaná Y = 0, je-li X sudá, ale Y = 1, je-li X lichá. Uka¿te, ¿e H(X|Y ) = H(X) − 1, ale ¿e H(Y |X) = 0.

4 Informace

Zdá se, ¿e R.V.L. Hartley byl v r. 1928 první, kdo se pokusil pøiøadit kvantitativní míru k pojmu informace. Racionální pøíèinu za tímto pokusem mù¿eme èásteènì popsat následovnì.

Pøedpokládejme, ¿e E_1 a E_2 jsou dvì události v pravdìpodobnostním prostoru˙ spojené jistým experimentem a pøedpokládejme, ¿e funkce I je naźe míra informace. Mají-li E_1 a E_2 pravdìpodobnosti p_1 a p_2, pak mù¿eme argumentovat tím, ¿e ka¿dá pøirozená míra obsahu informace by mìla splòovat

I(p_1p_2) = I(p_1) + I(p_2)

na základì toho, ¿e, pro dvì nezávislé realizace experimentu, informace, pro kterou výsledky tìchto experimentù dopadnou jako E_1 následováno E_2, by mìla být souètem informací získaných provedením tìchto experimentù zvláźż.

Pøipustíme-li, ¿e výźe uvedená rovnost má jistou platnost, a pøejeme-li si mít naźi míru nezápornou a spojitou v p, co¿ jsou oba pøirozené pøedpoklady, zbývá nám s malou alternativou de˛novat informaci I události E kladné pravdìpodobnosti jako

I(E) = −log_2P (E),

pøièem¿ jsme vybrali 2 jako základ naźich logaritmù, abychom zachovali soulad s moderní konvencí. (Hartley pùvodnì pou¿il logaritmy o základu 10.) Platí toti¿ následující tvrzení

Vìta 4.1 Funkce I(p), de˛novaná pro vźechna 0 < p ≤ 1, splòuje podmínky I(p) ≥

0, pro vźechna 0 < p ≤ 1, I(p · q) = I(p) + I(q) pro vźechny 0 < p, q ≤ 1 takové, ¿e p a q jsou pravdìpodobnosti navzájem nezávislých jevù, a podmínku spojitosti vzhledem k p právì tehdy, kdy¿ je tvaru

I(p) = −λlog_2p,

kde λ je kladná konstanta.

18 KAPITOLA 1. ENTROPIE = NEURÈITOST = NEJISTOTA = INFORMACE

Dukaz. Ponecháme za cvièení ukázat, ¿e ka¿dá funkce výźe uvedeného tvaru splòuje

vźechny tøi podmínky.

Abychom dokázali obrácené tvrzení, pøipomeòme, ¿e z vlastnosti I(p · q) = I(p) + I(q) máme I(p^n) = nI(p) pro vźechna kladná pøirozená èísla n. Speciálnì tedy platí

I(p^{1n} ) = 1 n I(p). Odtud pak máme

I(p^{nm} ) = nI(p^{1m} = n m I(p), tj. platí I(p^q) = qI(p) pro vźechna kladná racionální èísla q. Ze spojitosti umocòování a funkce I máme, ¿e pro vźechna kladná reálná èísla r musí platit I(p^r) = rI(p). Buï nyní p libovolné, pevnì zvolené èíslo, 0 < p < 1. Proto¿e ka¿dé èíslo q, 0 < q < 1 lze psát ve tvaru q = plog^{pq}, máme pak

I(q) = I(plog^{pq}) = I(p)log_pq = I(p) log_2q log_2p

= −λlog_2q,

pro vhodnou kladnou konstantu λ = −^{I(p)}log_{2p} . Ze spojitosti funkce I plyne I(1) = 0.

Pøíklad 4.2 Pøedpokládejme, ¿e máme zdroj, který emituje øetìzec binárních èíslic

0 a 1, ka¿dou se stejnou pravdìpodobností a nezávisle pro po sobì jdoucích èíslicích. Buï E událost, ¿e prvních n èíslic jsou støídavì nuly a jednièky. Pak evidentnì

I(E) = −log_2 1 2^n = n a toté¿ platí pro ka¿dou pøedepsanou posloupnost èíslic délky n.

Tedy "informaènì-teoretická" jednotka informace, toti¿ bit, odpovídá pøirozenì vyu¿ití slova "bit", které znamená binární èíslo v souèasné poèítaèové terminologii.

Rozźíøíme pojem informace na to, abychom pokryli náhodné promìnné a vektory následovnì. Pøedpokládejme, ¿e U je náhodný vektor, který nabývá hodnoty

u_1, . . . , u_m, s pravdìpodobnostmi p_1, . . . , p_m. Pak ka¿dá z elementárních událostí U = u_k (1 ≤ k ≤ m) obsahuje sdru¿enou informaci rovnou −log_2P (p_k) a pozna-

menejme, ¿e entropie vektoru U je urèena vztahem

H(U) = −^∑ p_klog_2P (p_k) =^∑ p_kI(U = u_k),

5. ZÁVÌR 19

tedy H(U) má pøirozenou interpretaci jako støední hodnota informace sdru¿ené s elementárními událostmi urèenými U.

Obecnìji, jsou-li U a V dva náhodné vektory, de˛nujeme informaci o U poskytnutou V jako èíslo

I(U|V) = H(U) − H(U|V).

Jinak øeèeno, I(U|V) vyjadøuje mno¿ství nejistoty o U odstranìné V. Zøejmì platí, ¿e

I(U|U) = H(U),

I(U|V) = 0 právì tehdy, kdy¿ U a V jsou nezávislé.

Dukaz. Výsledek plyne bezprostøednì z døívìjźí poznámky, ¿e H(U) = H(U|V)

právì tehdy, kdy¿ U a V jsou nezávislé.

Ponìkud udivující symetrie v I je následující výsledek, který zøejmì nemá intuitivní vysvìtlení.

I(U|V) = H(U) − H(U|V)

= H(U) − [H(U, V) − H(V)] = H(U) + H(V) − H(U, V) = I(V|U). Cvièení 4.3

1. Co má vìtźí informaèní obsah: posloupnost deseti písmen nad abecedou o 26 písmenech nebo posloupnost 26 èíslic z mno¿iny {0, 1, . . . , 9}? [ Pøedpokládejte, ¿e vźechny posloupnosti mají stejnou pravdìpodobnost.]

2. Ideální kostka je vr¿ena. Uka¿te, ¿e informace o hodnotì kostky daná znalostí, ¿e se jedná o neslo¿ené èíslo, má velikost log_2^3_2 .

5 Závìr

Shrneme-li pøedchozí odstavce, ukázali jsme, ¿e nejistota a informace jsou tyté¿ velièiny a odstranìní nejistoty je rovno podání informace. Obì velièiny jsou mìøitelné matematickým pojmem entropie, který je jednoznaènì de˛nován (a¿ na multiplikativní konstantu) velièinou H = −λ ∑ p_i · log p_i.

Konvence si ¿ádá, aby logaritmy byly brány o základu 2, v kterém¿to pøípadì je jednotka entropie bit.

20 KAPITOLA 1. ENTROPIE = NEURÈITOST = NEJISTOTA = INFORMACE

Problémy 1.1 1. Disk¿okej má slovník o kapacitì 10 000 slov a pronáźí 1000 slov

náhodnì (opakování je dovoleno). Uka¿te, ¿e informaèní obsah jeho 1000 slov je mnohonásobnì menźí ne¿ obrazovky televizního pøijímaèe o 500 øádcích a 600 sloupcích, pøièem¿ ka¿dý pixel nabývá jednu z 16 úrovní jasu.

2. Jsou-li X a Y diskrétní náhodné promìnné, které nabývají pouze koneèného poètu hodnot, uka¿te, ¿e H(X + Y |X) = H(Y |X). Uka¿te, ¿e H(g(X, Y )|X) = H(Y |X) neplatí obecnì pro g : R^2 → R.

3. Je-li (X_i : 1 ≤ i < ∞) posloupnost náhodných promìnných a Y je nìjaká jiná náhodná promìnná, doka¿te, ¿e H(X_1, . . . , X_n|Y ) ≤ H(X_1, . . . , X_{n+1}|Y ) pro ka¿dé pøirozené èíslo n.

4. Statistický pøehled ¿enatých dvojic ukazuje, ¿e 70% mu¿ù mìlo tmavé vlasy, 25% ¿en bylo blondýnek a ¿e 80% blondýnek si bere tmavovlasé mu¿e. Kolik informace o barvì mu¿ových vlasù je sdìleno barvou vlasù jeho ¿eny?

5. Jsou-li X, Y, Z náhodné vektory, pøièem¿ ka¿dý z nich nabývá pouze koneènì mnoha hodnot, doka¿te, ¿e

H(Y|X) + H(Z|X) ≤ H(Y, Z|X).

6. Doka¿te, ¿e pro ka¿dý náhodný vektor Y a pro ka¿dou mno¿inu náhodných promìnných X_1, . . . , X_{n+1} platí H(Y|X_1, . . . , X_n) ≥ H(Y|X_1, . . . , X_{n+1}). 7. Jsou-li X a Y dvì náhodné promìnné a f a g jsou libovolné dvì funkce, doka¿te, ¿e H(f(X), g(Y )) ≤ H(X, Y ). 8. Náhodná promìnná X má binomiální rozdìlení s parametry n a p a platí, pro 1 ≤ k ≤ n, P (X = k) = (^n_k ) p^kq^{n−k},

kde 0 < p < 1 a q = 1 − p. Doka¿te, ¿e H(X) ≤ −n(plogp + qlogq).

5. ZÁVÌR 21

9. Náhodná velièina X má geometrické rozlo¿ení a nabývá celoèíselných hodnot k = 0, 1, 2, . . . s pravdìpodobnostmi p_k = P (X = k) = pq^k,

kde 0 < p a p + q = 1. Uka¿te, ¿e rozźíøíme-li pojem entropie a de˛nujeme-li H(X) = −λ ∞∑ k=1 p_k · log p_k,

kdykoliv pravá strana konverguje, pak zejména H(X) = −(plogp + qlogq)/p. 10. Nazvìme dvì náhodné promìnné X a Y ekvivalentní, jestli¿e H(X|Y ) = 0 a H(Y |X) = 0. Doka¿te, ¿e jsou-li X a Y ekvivalentní a Z a Y jsou ekvivalentní, jsou i Z a X jsou ekvivalentní.

11. De˛nujme vzdálenost mezi dvìma náhodnými promìnnými X a Y jako d(X, Y ) = H(X|Y ) + H(Y |X). Doka¿te, ¿e pro vźechny tøi náhodné promìnné X, Y, Z platí d(X, Y ) + d(Y, Z) ≥ d(X, Z). 12. Pøedpokládejte, ¿e X je náhodná promìnná nabývající hodnot v_1, . . . , v_n. Uka¿te, ¿e je-li E(X) = μ a X je náhodná promìnná s maximální entropií vzhledem k tìmto omezením, pak p_j = P (X = v_j) = Ae^{−αvj} , kde A a α jsou konstanty urèené vztahy E(X) = μ a ∑ p_j = 1.

Poznámka: hoøejźí pøíklad je ilustrací principu maximální entropie: jedná se o rozźíøení Laplaceova principu nedostateèné pøíèiny; tento je èasto u¿íván ve statistické mechanice, vytváøení obrazù a podobnì jako je princip pro vybrání a priori distribuce vzhledem k rùzným omezením. Viz napø. Guiasu a Shenitzer (1985).

Øeźené problémy 1.1 6. Máme ukázat, ¿e H(X|Y, Z) ≤ H(X|Y).

22 KAPITOLA 1. ENTROPIE = NEURÈITOST = NEJISTOTA = INFORMACE

Ta ale platí právì tehdy, kdy¿ H(X, Y, Z) − H(Y, Z) ≤ H(X|Y) ⇐⇒ H(X, Z|Y) −

H(Z|Y) ≤ H(X|Y) ⇐⇒ H(X, Z|Y) ≤ H(X|Y) + H(Z|Y).

Staèí tedy ovìøit, ¿e

H(X, Z|Y) =^∑_j H(X, Z|Y = b_j)P (Y = b_j) ≤ ∑ j H(X|Y = b_j)P (Y = b_j) + ∑ j H(Z|Y = b_j)P (Y = b_j) = H(X|Y) + H(Z|Y).

De˛nujme náhodný vektor (X^′, Z^′) pøedpisem

P ((X^′, Z^′) = (a_i, c_l)) =

P ((X, Y, Z) = (a_i, b_j, c_l))

P (Y = b_j) .

Pak náhodné vektory X^′ a Z^′ jsou de˛nované pøedpisy

P (X^′ = a_i) = P ((X, Y) = (a^i, b^j)) P (Y = b_j) a P (Z^′ = c^l) =

P ((Y, Z) = (b_j, c_l))

P (Y = b_j) .

Pak nutnì H(X^′, Z^′) ≤ H(X^′)+H(Z^′), co¿ nám sumací pøes j dává H(X, Z|Y) ≤

H(X|Y) + H(Z|Y).

11. Máme ukázat, ¿e d(X, Y ) + d(Y, Z) ≥ d(X, Z). Platí: d(X, Y ) + d(Y, Z) = H(X|Y ) + H(Y |X) + H(Y |Z) + H(Z|Y ) = H(X) − H(Y ) + 2H(Y |X) + H(Y ) + H(Z) + 2H(Z|Y ) = H(X|Z) − H(Z|X) + 2H(Y |X) + 2H(Z|Y ) ≥ d(X, Z) = H(X|Z) + H(Z|X). To je ale ekvivalentní s nerovností H(Z|X) ≤ H(Z|Y ) + H(Y |X). Jejím rozepsáním obdr¿íme H(Z, X) − H(X) ≤ H(Z, Y ) − H(Y ) + H(Y, X) − H(X), a tedy H(Z, X) ≤ H(Z, Y ) − H(Y ) + H(Y, X) = H(Y, Z) + H(X|Y ), Máme pak H(Z, X) ≤ H(Z, Y, X) = H(X|Y, Z) + H(Y, Z) ≤ H(X|Y ) + H(Y, Z).

Kapitola 2

Vìta o kódování bez źumu pro zdroje bez pamìti

1 Zdroje bez pamìti

V této kapitole doká¿eme první a snadnìjźí ze dvou Shannonových hlavních vìt pro nejjednoduźźí tøídu zdrojù.

Struèný oxfordský slovník de˛nuje zdroj jako pramen, vrchol zøídla, ze kterého proudí výstupy. Ve své plné obecnosti, je to pøesnì to, co uva¿ujeme v teorii informace, aèkoliv typicky pova¿ujeme zdroj za proud symbolù jisté koneèné abecedy. Zdroj má obvykle nìjaký náhodný mechanismus, který je zalo¿en na statistice situace, která je modelovaná. Tento náhodný mechanismus mù¿e být pomìrnì dost komplikovaný, ale my se budeme pro okam¿ik soustøedit na následující opravdu speciální a jednoduchý pøíklad. Znaèí-li X_i i-tý symbol vytvoøený zdrojem, dohodneme se pak, ¿e, pro ka¿dý symbol a_j, pravdìpodobnost P (X_i = a_j) = p_j

je nezávislá na i a tedy je nezávislá na vźech minulých nebo v budoucnosti vyslaných symbolech. Jinak øeèeno, X_1, X_2, . . . je právì posloupnost identicky distribuovaných, nezávislých náhodných velièin. Takovýto zdroj nazveme zdrojem s nulovou pamìtí nebo zdrojem bez pamìti a jeho entropie H je de˛nována jako H = − ∑ p_jlogp_j

kde sèítáme pøes mno¿inu j takových, ¿e p_j > 0.

Cvièení 1.1

1. Je-li S zdroj bez pamìti s abecedou ˚, rozźíøení øádu n S je zdroj bez pamìti S^{(n)} s abecedou ˚^{(n)} skládající se ze vźech øetìzcù délky n symbolù ze ˚ tak, ¿e

24KAPITOLA 2. VÌTA O KÓDOVÁNÍ BEZ ľUMU PRO ZDROJE BEZ PAMÌTI

pravdìpodobnost ka¿dého øetìzce σ je urèena pravdìpodobností, ¿e je to øetìzec prvních n symbolù vyslaných S. Doka¿te, ¿e S^{(n)} má entropii H(S^{(n)}) = nH(S). 2 Pre˛xové a jednoznaènì dekódovatelné kódy

Hlavní problém øeźený v této kapitole je následující. Pøedpokládejme, ¿e máme zdroj bez pamìti S, který vysílá symboly z abecedy W = {w_1, . . . , w_n} s pravdìpodobnostmi {p_1, . . . , p_n}. Z pedagogických dùvodù budeme prvky W nazývat zdrojová slova a ptát se na následující otázku. Je-li ˚ abeceda D symbolù, jak mù¿eme zakódovat zdrojová slova w_i pomocí symbolù z ˚, abychom dostali co mo¿ná nejekonomiètìjźí zakódování?

Pøíklad 2.1 Pøedpokládejme, ¿e zdroj S vysílá ètyøi zdrojová slova a, b, c, d s prav-

dìpodobnostmi p_a = 0.9, p_b = 0.05, p_c = p_d = 0.025.

Srovnáme-li pak zakódování

a ; 0, b ; 111, c ; 110, d ; 101, a a ; 00, b ; 01, c ; 10, d ; 11,

je evidentnì prùmìrná délka zakódovaného zdroje 1.2 v prvním kódu a 2 v druhém kódu.

Formálnìji, kódování nebo kód je zobrazení f z {w_1, . . . , w_n} do ˚^∗, kde ˚^∗ oznaèuje soubor koneèných øetìzcù symbolù z ˚. Zpráva je ka¿dý koneèný øetìzec zdrojových slov a, je-li m = w_{i1} . . . w_{ik} a je-li f kódování, pak rozźíøení f k W^∗ je de˛nováno obvyklým zpùsobem pomocí zøetìzení f(m) = f(w_{i1} ) . . . f(w_{ik} ). Kódování f je jednoznaènì dekódovatelné, jestli¿e ka¿dý koneèný øetìzec z ˚^∗ je obraz nejvýźe jedné zprávy. Øetìzce f(w_i) se nazývají kódová slova a pøirozená èísla

2. PREFIXOVÉ A JEDNOZNAÈNÌ DEKÓDOVATELNÉ KÓDY 25

|f(w_i)| jsou slovní délky kódování f. Prùmìrná délka ⟨f⟩ kódování f je de˛novaná jako ⟨f⟩ = m∑ i=1 p_i|f(w_i)|. Kódování f se nazývá bezprostøednì dekódovatelné nebo pre˛xové, jestli¿e neexistují rùzné w_i a w_j tak, ¿e f(w_i) je pre˛x f(w_j). Zde pou¿íváme, jak lze oèekávat, pre˛x v obvyklém smyslu, ¿e pokud x, y ∈ ˚^∗, pak x je pre˛x y, jestli¿e existuje z ∈ ˚^∗ tak, ¿e xz = z.

Pre˛xová kódování jsou jednoznaènì dekódovatelná. Skuteènì, mají silnìjźí vlastnost, ¿e pre˛xový kód mù¿e být dekódován ‘on line’ bez pohledu do budoucnosti.

Pøíklad 2.2 Pøedpokládejme, ¿e ˚ = {0, 1} a máme ètyøi zdrojová slova w_1, .., w_4.

Pre˛xové kódování je

f(w_1) = 0, f(w_2) = 10, f(w_3) = 110, f(w_4) = 1110.

Napøíklad zprávu 01101001010010 lze dekódovat jako w_1w_3w_2w_1w_2w_2w_1w_2. (Toto je pøíklad toho, co je známo jako èárkové kódování, proto¿e evidentnì pou¿íváme nulu, abychom signalizovali konec slova.)

Ne ka¿dé jednoznaènì dekódovatelné kódování je pre˛xové.

Pøíklad 2.3 Pøedpokládejme, ¿e W = {w_1, w_2}, ˚ = {0, 1} a kódování g je de˛no-

váno jako

g(w_1) = 0, g(w_2) = 01.

Toto kódování není evidentnì pre˛xové, ale lze snadno ovìøit, ¿e je jednoznaènì dekódovatelné, pokud budeme postupovat zpìt z konce zprávy.

Je zøejmé, ¿e jednoznaènì dekódovatelná kódování jsou o mnoho obtí¿nìjźí pojem, ne¿ pre˛xová kódování. Pøekvapivì uká¿eme, ¿e mù¿eme omezit pozornost na pre˛- xová kódování v naźem hledání jednoznaènì dekódovatelných kódování, která mají minimální prùmìrnou délku.

Poznámka 2.4 Aèkoliv jsme de˛novali kódování jako zobrazení, èasto ho identi˛ku-

jeme se souborem C kódových slov.

Cvièení 2.5

1. Uka¿te, ¿e pro ka¿dé pøirozené èíslo m existuje pre˛xové kódování nad {0, 1}, které má slova vźech délek v mno¿inì {1, . . . , m}.

26KAPITOLA 2. VÌTA O KÓDOVÁNÍ BEZ ľUMU PRO ZDROJE BEZ PAMÌTI

3 Kraftova a McMillanova nerovnosti

V tomto odstavci doká¿eme dvì základní nerovnosti, které ospravedlòují naźi døívìjźí poznámku, ¿e mù¿eme v podstatì zapomenout na pojem jednoznaèné dekódovatelnosti a omezit pozornost na pre˛xová kódování.

Nejdøíve vyslovme nerovnosti.

KRAFTOVA NEROVNOST

Je-li ˚ abeceda mohutnosti D a W obsahuje N slov, pak nutná a dostateèná podmínka, ¿e existuje pre˛xové kódování f : W → ˚^∗ se slovními délkami l_1, . . . , l_N je, ¿e platí N∑ i=1 D^{−li} ≤ 1. (2.1)

McMILLANOVA NEROVNOST

Je-li ˚ abeceda mohutnosti D a W obsahuje N slov, pak nutná a dostateèná podmínka, ¿e existuje jednoznaènì dekódovatelné kódování f : W → ˚^∗ se slovními délkami l_1, . . . , l_N je, ¿e platí (2.1).

Kombinací tìchto dvou nerovností dostaneme:

Vìta 3.1 Jednoznaènì dekódovatelné kódování s pøedepsanou délkou slov existuje

právì tehdy, kdy¿ existuje pre˛xový kód se stejnou délkou slov.

DÙKAZ KRAFTOVY NEROVNOSTI

Pøedpokládejme, ¿e mno¿ina {l_1, . . . , l_N } splòuje N∑ i=1 D^{−li} ≤ 1. Pøepiźme nerovnost do tvaru l∑ j=1 n_jD^{−j} ≤ 1, kde n_j je poèet l_i rovných j a l = maxl_i. Pøepiźme tuto nerovnost opìt do tvaru n_l ≤ D^l − n_1D^{l−1} − . . . − n_{l−1}D. (2.2) Proto¿e n_j jsou vźechna nezáporná, postupnì dostaneme z (2.2) nerovnosti

3. KRAFTOVA A MCMILLANOVA NEROVNOSTI 27

n_{l−1} ≤ D^{l−1} − n_1D^{l−2} − . . . − n_{l−2}D, n_{l−2} ≤ D^{l−2} − n_1D^{l−3} − . . . − n_{l−3}D, n_3 ≤ D^3 − n_1D^2 − . . . − n_2D, (2.3) n_2 ≤ D^2 − n_1D, n_1 ≤ D.

Tyto nerovnosti jsou klíè ke konstrukci kódování s danou délkou slov. Nejdøíve vyberme n_1 slov délky 1, pøièem¿ pou¿ijeme rùzná písmena z ˚. Zbývá nám D−n_1 nepou¿itých symbolù a mù¿eme vytvoøit (D−n_1)D slov délky 2 pøidáním písmena ke ka¿dému z tìchto symbolù.

Vyberme naźich n_2 délky 2 libovolnì z tìchto slov a zbývá nám pak D^2 −n_1D −n_2 pre˛xù délky 2.

Tyto lze u¿ít pro vytvoøení (D^2 − n_1D − n_2)D slov délky 3, ze kterých mù¿eme vybrat n_3 libovolnì atd. Pokraèujeme-li tímto zpùsobem, poka¿dé je zachována vlastnost, ¿e ¿ádné slovo není pre˛xem jiného.

V ka¿dém pøípadì zjistíme, ¿e nerovnosti (2.3) nám dovolí provést tento výbìr. Tedy skonèíme s pre˛xovým kódováním s pøedepsanou délkami kódování.

Dokázali jsme, ¿e numerická podmínka (2.1) je dostateèná pro existenci pre˛- xového kódování. Aèkoliv Kraft rovnì¿ dokázal i nutnost podmínky (2.1), jedná se o bezprostøední dùsledek McMillanovy nerovnosti, kterou v dalźím doká¿eme. Podaný dùkaz je o mnoho jednoduźźí, ne¿ McMillanùv pùvodní dùkaz a patøí Karushovi (1961).

DÙKAZ McMILLANOVY NEROVNOSTI

Pøedpokládejme, ¿e máme jednoznaènì dekódovatelné kódování C s délkami slov l_1, . . . , l_N . Pokud l = maxl_i, pak, pro ka¿dé kladné celé èíslo r, máme ( D^{−l1} + . . . + D^{−lN} )r = rl∑ i=1 b_iD^{−i}, (2.4)

kde b_i je nezáporné celé èíslo. Ale celá èísla b_i jsou právì poèet mo¿ností, kolika zpùsoby lze øetìzec délky i z symbolù abecedy ˚ utvoøit konkatenací r slov z délek vybraných z mno¿iny {l_1, . . . , l_N }.

Jeliko¿ je kódování C jednoznaènì dekódovatelné, ka¿dý øetìzec délky i tvoøený z kódových slov musí odpovídat nejvýźe jedné posloupnosti kódových slov. Musíme tedy mít

28KAPITOLA 2. VÌTA O KÓDOVÁNÍ BEZ ľUMU PRO ZDROJE BEZ PAMÌTI

b_i ≤ D^i (1 ≤ i ≤ rl). Dosadíme-li do (2.4), obdr¿íme ( D^{−l1} + . . . + D^{−lN} )r ≤ lr. Proto l∑ j=1 n_jD^{−j} ≤ l^{1/r}r^{1/r}, a proto¿e r bylo libovolné kladné celé èíslo, dostáváme limitním pøechodem r → ∞ na pravé stranì McMillanovu nerovnost.

Cvièení 3.2

1. Jaký je maximální poèet slov binárního pre˛xového kódování, ve kterém je maximální délka slova 7?

4 Vìta o kódování bez źumu pro zdroje bez pamìti

Uva¿ujme nyní následující situaci. Mìjme zdroj S bez pamìti, který vysílá slova w_1, . . . , w_m s pravdìpodobnostmi p_1, . . . , p_m, ka¿dé vyslané slovo je vybráno nezávisle na vźech jiných slovech. Náź problém je: je-li dán takovýto zdroj spoleènì s abecedou ˚, najdìte jednoznaènì dekódovatelné kódování, je¿ má minimální prùmìrnou délku slov. Takovéto kódování nazýváme kompaktní.

Heuristický pøístup k tomuto problému by mohl být následující. Zdroj S má entropii H = − ∑ p_ilogp_i.

Maximální entropie v abecedì o D písmenech je logD. Tedy poèet symbolù abecedy potøebný v prùmìru na zakódování slova ze zdroje by mìl být asi H/logD.

Tuto hrubou ideu nyní zprecizujeme.

Vìta 4.1 Má-li zdroj bez pamìti entropii H, pak ka¿dé jednoznaènì dekódovatelné

kódování pro tento zdroj v abecedì o D symbolech musí mít délku alespoò H/logD. Navíc existuje takové jednoznaènì dekódovatelné kódování, které má prùmìrnou délku slov menźí nebo rovnu 1 + H/logD.

4. VÌTA O KÓDOVÁNÍ BEZ ľUMU PRO ZDROJE BEZ PAMÌTI 29 Dukaz. Pøedpokládejme, ¿e máme jednoznaènì dekódovatelné kódování C s délkami

slov l_1, . . . , l_N . Pøedpokládejme dále, ¿e pravdìpodobnosti emitovaných slov odpovídajících tìmto délkám jsou p_1, . . . , p_m. Tedy H = − ∑ p_ilogp_i a prùmìrná délka kódování C je dána l(C) = ∑ p_il_i. Z Kraft{McMillanovy nerovnosti víme, ¿e G = l∑ j=1 n_jD^{−j} ≤ 1. De˛nujme q_i (1 ≤ i ≤ N) jako q_i = D^{−li} /G, tedy je (q_1, . . . , q_N ) pravdìpodobnostní rozdìlení. Aplikujme lemma 1.2.2 a obdr- ¿íme H = − ∑ p_ilogp_i ≤ − ∑ p_ilogq_i. Ale logq_i = −l_ilogD − logG.

Tedy H ≤ (∑ p_il_i ) logD + (∑ p_i ) logG. Ale G ≤ 1 z Kraft-McMillanovy nerovnosti a tedy, jak je po¿adováno, H ≤ l (C) logD. Abychom dokázali horní hranici, vybereme naźe délky slov l_1, . . . , l_N podle pravidla, ¿e pro vźechna i je délka l_i minimální pøirozené èíslo splòující p^{−1}_i ≤ D^{li} . (2.5) Ale, proto¿e p_1 + . . . + p_N = 1, toto implikuje N∑ i=1 D^{−li} ≤ 1, tedy víme, ¿e existuje jednoznaènì dekódovatelné (ve skuteènosti pre˛xové) kódování s tìmito slovními délkami.

30KAPITOLA 2. VÌTA O KÓDOVÁNÍ BEZ ľUMU PRO ZDROJE BEZ PAMÌTI

Ale, proto¿e 2.5 je ekvivalentní s l_ilogD ≥ −logp_i a l_i je minimální vzhledem k této vlastnosti, víme, ¿e

l_i < 1 − logp_i/logD. Víme tedy, ¿e l(C) = ∑ p_il_i < 1 + H/logD.

Cvièení 4.2

1. Zakódujeme-li n stejnì pravdìpodobných slov nad binární abecedou, vìta o kódování bez źumu tvrdí, ¿e prùmìrná délka slova l(C) ka¿dého kompaktního jednoznaènì dekódovatelného kódování splòuje

log_2n ≤ l(C),

pro které hodnoty n platí rovnost?

2. Srovnejme hranice vìty o kódování bez źumu s délkou kompaktního zakódování 2^k − 1 stejnì pravdìpodobných slov nad {0, 1}.

5 Konstruování kompaktních kódování

Pøedpokládejme, ¿e máme dán zdroj S bez pamìti ze slov w_1, . . . , w_N s pravdìpodobnostmi p_1, . . . , p_N a ¿e si pøejeme najít kompaktní kódování C pro S nad abecedou ˚. Z vìty o kódování bez źumu víme, ¿e prùmìrná délka musí splòovat ohranièení H/logD ≤ l(C) ≤ 1 + H/logD, (2.6) ale snadno se vidí, ¿e dolní hranice lze dosáhnout pouze, kdy¿ p_i jsou jisté celoèíselné mocniny D. Z Kraft-McMillanovy nerovnosti máme:

Jestli¿e existuje kompaktní jednoznaènì dekódovatelné kódování o prùmìrné délce l, pak existuje kompaktní pre˛xové kódování o prùmìrné délce l.

Mù¿eme se tedy omezit na pre˛xová kódování. Nyní popíźeme metodu navrhnutou Hu¸manem v roce 1952 pro konstruování kompaktníhu pre˛xového kódování pro výźe uvedený zdroj S v pøípadì, ¿e ˚ je binární abeceda. Nejprve doká¿eme nìkteré vlastnosti kompaktního pre˛xového kódování C nad ˚ = {0, 1}. Budeme u¿ívat l(w) k oznaèení délky slova w v C.

5. KONSTRUOVÁNÍ KOMPAKTNÍCH KÓDOVÁNÍ 31

Lemma 5.1 Kompaktní kódování pro zdroj s právì dvìma slovy w_1 a w_2 je

w_1 → 0, w_2 → 1.

Dukaz. Zøejmé.

Lemma 5.2 Je-li C pre˛xové a kompaktní kódování a p_i > p_j, pak l(w_i) ≤ l(w_j).

Dukaz. Pokud tomu tak není, vytvoøme nový kód C^′ z C zámìnou zakódování w_i a

w_j. Pak prùmìrná délka je zmenźena a stále máme pre˛xové kódování.

Lemma 5.3 Je-li C pre˛xové a kompaktní kódování, pak mezi vźemi kódovými slovy

v C maximální délky musí existovat alespoò dvì liźící se pouze v poslední èíslici.

Dukaz. Pøedpokládejme, ¿e tomu tak není; pak mù¿eme odebrat poslední èíslici z

tìchto vźech kódových slov maximální délky a stále máme pre˛xové kódování, co¿ je spor s kompaktností C.

HUFFMANUV KÓDOVACÍ ALGORITMUS

Beze ztráty obecnosti mù¿eme pøedpokládat, ¿e zdroj S má svùj systém zdrojových slov {w_1, . . . , w_N } uspoøádaných tak, ¿e pravdìpodobnosti p_i vyslání w_i splòují

p_1 ≥ p_2 ≥ . . . ≥ p_N .

Hu¸manova procedura konstruuje rekurzivnì posloupnost zdrojù S_0, S_1, . . . , S_{N−2} tak, ¿e S_0 = S a S_k je získáno z S_{k−1} ztoto¿nìním dvou nejménì pravdìpodobných symbolù z S_{k−1} s jediným symbolem σ z S_k. Pravdìpodobnost, ¿e symbol σ je vyslán z S_k je brána jako souèet pravdìpodobností jeho dvou vytváøejících symbolù v S_{k−1}.

Tedy S_1 je získán z S_0 ztoto¿nìním w_N a w_{N−1} do jednoho symbolu w_{N−1} vyskytujícího se s pravdìpodobností p_N +p_{N−1}. V ka¿dém stavu máme zdroj s o jeden ménì symboly, a¿ po N − 2 takových redukcích dospìjeme k zdroji S_{N−2}, který má pouze dva symboly. Pøechod mezi S_{j−1} a S_j lze nejlépe vidìt na následujícím obrázku.

32KAPITOLA 2. VÌTA O KÓDOVÁNÍ BEZ ľUMU PRO ZDROJE BEZ PAMÌTI

Zakódování Pravdìpodobnost Slovo Slovo Pravdìpodobnost Zakódování σ_1 q_1 v_1 u_1 q_1 σ_1 σ_2 q_2 v_2 u_2 q_2 σ_2 σ_{k−1} q_{k−1} v_{k−1} u_{k−1} q_{k−1} σ_{k−1} σ_{k+1} q_k v_k u_k q_t + q_{t+1} σ_k σ_{k+2} q_{k+1} v_{k+1} u_{k+1} q_k σ_{k+1} σ_t q_{t−1} v_{t−1} (σ_k, 0) q_t v_t u_t q_{t−1} σ_t (σ_k, 1) q_{t+1} v_{t+1} S_{j−1} S_j Je-li dáno zakódování σ_1, . . . , σ_t zdroje S_j, Hu¸manova procedura pro nalezení zakódování zdroje S_{j−1} je následující velmi snadné pravidlo.

Pøedpokládejme pravdìpodobnosti q_1 ≥ q_2 ≥ . . . ≥ q_{t+1} slov z S_{j−1} jsou takové, ¿e slovo vytvoøené z v_t a v_{t+1} je slovo u_k z S_j. Pak by Hu¸manovo zakódování S_{j−1} mìlo být, jak je ukázáno v levém sloupci pøedchozí tabulky. Formálnì, mìlo by být zadáno pravidlem

v_i → σ_i (1 ≤ i ≤ k − 1), v_i → σ_{i+1} (k ≤ i ≤ t − 1), v_t → (σ_k, 0), v_{t+1} → (σ_k, 1).

Zpìtným zpracováním nastartujeme naźi zakódovací proceduru zakódováním dvou slov z S_{N−2} s dvìma kódovými slovy 0 a 1; pak S_{N−3} bude mít tøi kódová slova atd. a budeme pokraèovat ve výźe uvedené proceduøe, a¿ dosáhneme Hu¸manova kódu pro S = S_0.

Budeme ilustrovat tuto metodu na skuteènì malém pøíkladì.

Pøíklad 5.4 Pøedpokládejme, ¿e S je zdroj s pìti zdrojovými slovy a pravdìpodob-

nostmi (viz ní¿e). Pak vývoj Hu¸manova zakódování lze pova¿ovat za procházení źipek dopøedu a pak zakódování zpátky.

W P C W P C W P C W P C w_1 0.5 1 v_1 0.5 1 u_1 0.5 1 x_1 0.5 0 w_2 0.2 01 v_2 0.2 01 u_2 0.3 00 x_2 0.5 1 w_3 0.15 001 v_3 0.15 000 u_3 0.2 01 w_4 0.1 0000 v_4 0.15 001 w_5 0.05 0001

W: slovo, P: pravdìpodobnost C: kódování Výsledné zakódování

5. KONSTRUOVÁNÍ KOMPAKTNÍCH KÓDOVÁNÍ 33

w_1 → 1, w_2 → 01, w_3 → 001, w_4 → 0000, w_5 → 0001 má prùmìrnou délku 1.95 na zdrojové slovo.

Poznámka 5.5 Minimálnì dvakrát v horním pøíkladu jsme schopni provést výbìr,

proto¿e dvì slova mají stejné pravdìpodobnosti. Pokud tento pøípad nastane, dostaneme rùzná zakódování.

DUKAZ, őE HUFFMANUV ALGORITMUS JE KOREKTNÍ

Z lemmatu 1 víme, ¿e zakódování S_{N−2} dvìma symboly 0 a 1 je optimální. Dùkaz bude tedy úplný, jestli¿e budeme schopni dokázat, ¿e kompaktnost je zachovávána pøi pøechodu ze zdroje S_j ke zdroji S_{j−1}.

Pøedpokládejme tedy, ¿e S_j je kompaktnì zakódován a ¿e l_1, . . . , l_t jsou délky slov σ_1, . . . , σ_t, ale ¿e Hu¸manovo zakódování C_{j−1} zdroje S_{j−1} není kompaktní. Existuje tedy pre˛xové kompaktní kódování C zdroje S_{j−1} tak, ¿e l(C) < l(C_{j−1}). Dle lemmatu 3 mù¿eme pøeuspoøádat kódová slova kódování C maximální délky tak, ¿e má-li C kódová slova v^′_1, . . . , v^′_{t+1} s délkami l^′_1, . . . , l^′_{t+1}, pak l^′_1 ≤ l^′_2 . . . ≤ l^′_{t+1} a v^′_t = (σ, 0), v^′_{t+1} = (σ, 1), kde σ je nìjaké kódové slovo z ˚^∗.

Nechż kódování C^′ zdroje S_j sestává ze slov v^′_1, v^′_2, . . . , v^′_{k−1}, σ, v^′_k, . . . , v^′_{t+1}; pak C^′ je pre˛xové zakódování zdroje S_j a má prùmìrnou délku l(C^′) = p_1l^′_1 + . . . + p_{k−1}l^′_{k−1} + p^′_k|σ| + +p_kl^′_k + p_{k+1}l^′_{k+1} + . . . + p_tl^′_{t−1} = = l(C) − p^′_k. Pøesnìji p^′_k = p_t + p_{t+1}, l^′_t = l^′_{t+1}, |σ| = l^′_t − 1 = l^′_{t+1} − 1 a proto l(C^′) = l(C)−|σ|p^′_k+l^′_tp_t+l^′_{t+1}p_{t+1} = l(C)−|σ|p^′_k+l^′_tp^′_k = l(C)−p^′_k(l^′_t−|σ|) = l(C)−p^′_k. Ale zároveò

l(C_j) = l(C_{j−1}) − |σ|p^′_k + l^′_tp_t + l^′_{t+1}p_{t+1} = l(C_{j−1}) − p^′_k. Tudí¿, jestli¿e l(C) < l(C_{j−1}), pak l(C^′) < l(C_j), co¿ je spor s kompaktností C_j.

34KAPITOLA 2. VÌTA O KÓDOVÁNÍ BEZ ľUMU PRO ZDROJE BEZ PAMÌTI

HUFFMANOVA KÓDOVÁNÍ NAD NEBINÁRNÍMI ABECEDAMI

Pøedpokládejme, ¿e pracujeme namísto s binární abecedou {0, 1} s abecedou ˚ o r symbolech.

Budeme postupovat stejným zpùsobem. Stejnì jako v binárním pøípadì, zaènìme s S = S_0 (pùvodní zdroj) a budeme konstruovat posloupnost zdrojù S_0, S_1, . . . , S_t a¿ skonèíme u zdroje S_t obsahujícím právì r symbolù. Tento zdroj má kompaktní zakódování (jednoduźe máme bijekci mezi S_t a abecedou ˚). Musíme aplikovat následující dva body:

1. Jak budem konstruovat S_{j+1} z S_j, ztoto¿níme ne 2, ale r nejménì pravdìpodobných symbolù z S_j do jednoho symbolu z S_{j+1}. Tedy S_{j+1} má o r − 1 symbolù ménì ne¿ S_j.

2. Budeme potøebovat pro závìreèný zdroj S_t, abychom mìli právì r symbolù.

Abychom toho dosáhli, je nutno zaèít se zdrojem S s právì r + t(r − 1) symboly. Proto¿e obecnì je málo pravdìpodobné, ¿e S bude mít právì tento poèet slov, umìle pøidáme k S mno¿inu S^′, která bude disjunktní s S, a slova v ní obsa¿ená budou mít nulovou pravdìpodobnost. Pak klademe S_0 = S ∪ S^′ a máme |S^′| = r + t(r − 1) − |S|. Cvièení 5.6

1. Jaká je prùmìrná délka slova kompaktního kódování nad {0, 1}, jestli¿e máme 5 stejnì pravdìpodobných zdrojových slov?

2. Najdìte kompaktní kódování nad {0, 1} pro zdroj vysílající slova w_1, . . . , w_6 s pravdìpodobnostmi

P (w_1) = 1 3 , P (w_2) = 1 4 , P (w_3) = 1 6 , P (w_4) = P (w_5) = P (w_6) = 1 12 a porovnejte jejich prùmìrnou délku s horní a dolní hranicí dle vìty o kódování bez źumu pro zdroje bez pamìti.

3. Najdìte kompaktní kódování nad {0, 1, 2} pro zdroj z pøedchozího pøíkladu.

Problémy 2.1 1. Ve høe na źachovnici má jeden z hráèù (A) uhádnout, kam jeho

protivník umístil královnu. Hráèi A je povoleno źest otázek, které musí být pravdivì zodpovìzeny odpovìdí ano/ne. Doka¿te, ¿e existuje strategie, pøi které mù¿e hráè A v¿dy vyhrát tuto hru, ale ¿e nelze zajistit výhru, pokud má povoleno pouze pìt otázek.

2. Je-li hra z pøedchozího pøíkladu hraná na źachovnici o rozmìrech n × n, kolik otázek potøebuje hráè A, aby bezpeènì vyhrál.

5. KONSTRUOVÁNÍ KOMPAKTNÍCH KÓDOVÁNÍ 35

3. Najdìte prùmìrnou délku optimálního (kompaktního) jednoznaènì dekódovatelného binárního kódu pro zdroj bez pamìti, který vysílá źest slov s pravdìpodobnostmi 0.25, 0.10, 0.15, 0.05, 0.20, 0.25. Analyzováním Hu¸manova algoritmu uka¿me, ¿e zdroj bez pamìti vysílá N slov a jestli¿e l_1, . . . , l_N jsou délky kódových slov je optimální kódování nad binární abecedou, pak l_1 + . . . + l_N ≤^1_2 (N^2 + N − 2).

4. Máte k dispozici rovnová¿nou váhu a devìt zdánlivì identických mincí. Bylo Vám sdìleno, ¿e jedna mince je rùzná od zbývajících stejných mincí. Máte za úkol najít, o kterou minci se jedná a zda je tì¿źí nebo lehèí. Navrhnìte strategii o nejvýźe 3 vá¿eních pro øeźení tohoto problému. Abychom obecnì vyøeźili tentý¿ problém pro n mincí v k vá¿eních, je nutno, aby platilo, ¿e k log 3 ≥ log 2n. Doka¿te.

5. V Hu¸manovì algoritmu pro binární abecedu aplikovaném na N zdrojových slov jsou délky slov pro koneèné optimální zakódování l_1, . . . , l_N . Doka¿te, ¿e

l_1 + . . . + l_N ≥ N log_2 N.

6. Mìjme dva hráèe, hráèe A a hráèe B. Tito hráèi hrají hru s náhodnou kostkou, která má n stran a nabývá hodnot 1, . . . , n s pravdìpodobnostmi p_1, p_2, . . . , p_n. Hráè B vrhá kostkou za závìsem a hráè A má zjistit hodnotu po vr¿ení kostky co mo¿ná nejrychleji. Hráè A se mù¿e ptát hráèe B a ten mu musí pravdivì odpovídat buï ano nebo ne. Uka¿te, ¿e prùmìrný poèet otázek pro úspìźnou strategii hráèe A musí být alespoò entropie H = − ∑ p_jlogp_j.

7. Uka¿te, ¿e optimální zakódování zdroje s N stejnì pravdìpodobnými zdrojovými slovy v abecedì o D písmenech, je max{(D^{r+1} − N − b)/(D − 1), N} slov délky r, kde b je urèeno vztahem N + b = D + k(D − 1), 0 ≤ b < D − 1, a r je nejvìtźí pøirozené èíslo tak, ¿e D^r ≤ N + b. 8. Doka¿te, ¿e následující metoda nám dává jednoznaènì dekódovatelný kód pro zdro S.

36KAPITOLA 2. VÌTA O KÓDOVÁNÍ BEZ ľUMU PRO ZDROJE BEZ PAMÌTI

Pøedpokládejme, ¿e S má N zdrojových slov s_1, s_2, . . . , s_N a p_i je pravdìpodobnost, ¿e je vysláno slovo s_i, pøièem¿ platí p_i ≥ p_{i+1}. Nechż navíc a_1 = 0, a_2 = p_1, a_3 = p_1 + p_2, . . . , a_N = p_1 + p_2 + . . . + p_{N−1}.

Nechż m_i (1 ≤ i ≤ N) je de˛nováno jako nejmenźí takové pøirozené èíslo m_i splòující 2^{−mi} ≤ p_i.

Je-li pak a^∗_j binární rozvoj èísla a_j na m_j desetinných míst, je kódování s_j → a^∗_j , 1 ≤ j ≤ N jednoznaźnì dekódovatelné pro zdroj S. Uka¿te, ¿e se nejedná o optimální zakódování, ale ¿e prùmìrná délka ^l kódování splòuje H(S) ≤ ^l ≤ H(S) + 1. 9. Jsou-li l_1, . . . , l_n délky slov binárního Hu¸manova kódování zdrojových slov majících pravdìpodobnost p_1, . . . , p_n, pak redundance kódování je de˛nována jako r = n∑ k=1 p_kl_k − H(p_1, . . . , p_n).

Uka¿te, ¿e platí r ≤ p_{max} + log[2(log e)/e] = p_{max} + 0.086, kde p_{max} = max_ip_i.

Kapitola 3

Komunikace kanály se źumem

1 Komunikaèní systém

Komunikaèní systém je mechamismus, který zprostøedkovává pøenos informace od zdroje zprávy a¿ k zaøízení, které tuto informaci zpracovává. Obecnì sestává z kodéru, sdìlovacího (komunikaèního) kanálu a následnì dekodéru.

-

vstup Kodér -

Komunikaèní kanál - Dekodér - výstup

Obrázek 3.1: Blokový diagram obecného sdìlovacího systému.

Zdrojová zpráva je obvykle v podobì sekvence binárních nebo desítkových èíslic, nebo sekvence abecedních znakù pøevedených do technicky zpracovatelné podoby. Kódovací zaøízení pøevádí tyto zprávy na signály kompatibilní se vstupem kanálu { obvykle se jedná o elektrické signály, které mají jistá omezení na velikost napìtí, źíøku pásma a délku trvání impulzu. Takto upravené pak vstupují do sdìlovacího kanálu a jsou vystaveny źumu (tj. mo¿nosti vzniku chyby). Výstup z kanálu vstupuje do dekodéru, jeho¿ funkcí je rozhodnout, jakou podobu mìla pùvodní zdrojová zpráva, a tu pak pøivést na výstup celého sdìlovacího systému.

Vìtźina komunikaèních kanálù má koneènou kapacitu pøenosu informace, tj. míru schopnosti pøenáźet informaci mìøenou v bitech za sekundu nebo bitech na symbol. Díky vynikající teoretické práci Shannona (r. 1948) se dá ukázat, ¿e pokud je prùmìrná rychlost pøenosu informace menźí ne¿ kapacita kanálu, je mo¿né vybrat mno¿inu signálù (kódových slov) takovou, ¿e pravdìpodobnost výskytu chyby pøi dekódování bude libovolnì malá. Nicménì jakkoliv je tato teorie mocná, výsledek nevypovídá nic o tom, jak tyto signály volit, ani zda je mo¿né je pomocí souèasných technických prostøedkù konstruovat.

38 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANÁLY SE ľUMEM

Pou¿ívání samoopravných kódù je pokusem výźe uvedené dva problémy obejít. Ovźem celý pøenos informace od zdroje a¿ po zpracování není tak jednoduchý, jak znázoròuje (obr.3.1). Sestává z komplexnìjźího sdìlovacího systému; jednu takovou mo¿nost nabízí (obr.3.2).

-

vstup Vstup{bin.

Pøevodník -

Bin.{bin.

Kodér - Modulátor

?

Komunikaèní kanál

                         œ
œ^{výstup Bin.{výstup}

Pøevodník œ

Bin.{bin.

Dekodér œ Demodulátor

Obrázek 3.2: Konkrétní sdìlovací systém.

Kodéry (pøevodníky) pøevádí znaky jedné abecedy na znaky abecedy jiné. Obvykle mají obì abecedy pomìrnì malou mohutnost { typický pøevod mù¿e být z desítkové do dvojkové soustavy. Modulátor na vstupu pøijímá jednotlivé znaky a ke ka¿dému znaku vytváøí proudový impuls, který vstupuje do kanálu. Tato operace s ka¿dým znakem zvláźż je omezením pøi pøenosu informace a zpùsobí tak ztrátu kapacity kanálu.

Demodulátor provádí inverzní operaci. Ke ka¿dému obdr¿enému impulsu hledá znak tak, aby pravdìpodobnost pøenosové chyby byla co nejmenźí. A opìt jako pøi modulaci, i zde individuální modulace zpùsobuje ztrátu kapacity.

2 Diskrétní kanál bez pamìti

Ve svém nejźirźím smyslu lze komunikaèní kanál pova¿ovat za èernou skøíòku, která akceptuje øetìzce symbolù ze vstupní abecedy ˚_1 a vysílá øetìzce symbolù z výstupní abecedy ˚_2.

Mù¿eme zøejmì tvrdit jen málo o takovéto struktuøe. Omezme pozornost na diskrétní kanál bez pamìti, který je charakterizován vstupní abecedou ˚_1 = {a_1, . . . , a_m}, výstupní abecedou ˚_2 = {b_1, . . . , b_n} a maticí P kanálu

P = p_{11} p_{12} . . . . . . p_{1n−1} p_{1n} p_{21} p_{22} . . . . . . p_{2n−1} p_{2n} . . . . . . . . . . . . . . p_{m−11} p_{m−12} . . . . . . p_{m−1n−1} p_{m−1n} p_{m1} p_{m2} . . . . . . p_{mn−1} p_{mn} .

2. DISKRÉTNÍ KANÁL BEZ PAMÌTI 39

Zpùsob pou¿ívání kanálu je následující: ka¿dá posloupnost (u_1, u_2, . . . , u_N ) symbolù ze vstupní abecedy ˚_1 na vstupu se pøevede na posloupnost (v_1, v_2, . . . , v_N ) té¿e délky symbolù z výstupní abecedy ˚_2 na výstup tak, ¿e P (v_k = b_j|u_k = a_i) = p_{ij} (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n), a to nezávisle pro ka¿dé k.

Implicitnì je ve výźe uvedeném obsa¿eno, ¿e pro ka¿dé i, 1 ≤ i ≤ m platí ∑ j p_{ij} = 1. Matice P s nezápornými hodnotami taková, ¿e souèet prvkù v ka¿dém øádku je roven 1, se nazývá stochastická matice; v teorii náhodných procesù mluvíme o matici pøechodu markovského øetìzce. Je èasto u¿iteèné reprezentovat kanál pomocí diagramu, jako je tomu napø v násl. pøíkladu.

Pøíklad 2.1 Binární vypouźtìcí kanál má vstupní abecedu ˚_1 = {0, 1}, výstupní

abecedou ˚_2 = {0, 1, ∗} a maticí P kanálu P = ( 1 − ε 0 ε 0 1 − ε ε ) . Diagram odpovídající tomuto kanálu má tvar • 0 0 • • ∗ 1 • • 1.

1−ε qqq qqq qqq 88

ε MMM MMM MMM && ε qqq qqq qqq 88

1−ε LLL LLL LLL && To odpovídá situaci, pro kterou má ka¿dý symbol pravdìpodobnost ε, ¿e se źpatnì pøenese a to na ∗. Ale jak 1 tak 0 nelze navzájem zamìnit.

Pøíklad 2.2 Nejpou¿ívanìjźí kanál v tomto modelu komunikace je binární symetrický

kanál má vstupní abecedu ˚_1 = {0, 1}, výstupní abecedou ˚_1 = {0, 1} a maticí P kanálu P = ( 1 − p p p 1 − p ) . Diagram odpovídající tomuto kanálu má tvar

40 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANÁLY SE ľUMEM

0 • • 0 1 • • 1.

1−p // p LLL LLL LLL && 1−p // p rrr rrr rrr 88

Jinak øeèeno, to odpovídá situaci, pro kterou má ka¿dý symbol x pravdìpodobnost p, ¿e se źpatnì pøenese a to na 1 − x. Èasto budeme psát q = 1 − p bez dalźího komentáøe.

Rozźíøení diskrétních kanálù bez pamìti

Uva¿me diskrétní kanál bez pamìti se vstupní abecedu ˚_1, výstupní abecedou ˚_2 a maticí P kanálu . r-té rozźíøení tohoto kanálu je diskrétní kanál bez pamìti se vstupní abecedu ˚^{(r)}_1 , výstupní abecedou ˚^{(r)}_2 a maticí P^{(r)} kanálu , která je de˛nována následovnì:

Souøadnice (i, j) matice P^{(r)} odpovídající vstupu

σ_i = α_1α_2 . . . α_r

s α_k ∈ ˚_1, a výstupu τ_j = β_1β_2 . . . β_r

s β_k ∈ ˚_2, je (P^{(r)})_{ij} = p(β_1|α_1)p(β_2|α_2) . . . p(β_r|α_r),

kde p(β_k|α_k) je pravdìpodobnost, ¿e v kanálu s maticí P je obdr¿en symbol β_k za pøedpokladu odeslání α_k.

Pøíklad 2.3 Druhé rozźíøení binárního symetrického kanálu s maticí P kanálu P = ( q p p q )

má tvar

P^2 = q^2 qp pq p^2 qp q^2 p^2 pq pq p^2 q^2 qp p^2 pq qp q^2 = ( qP pP pP qP ) .

3. SPOJENÍ ZDROJE S KANÁLEM 41

Alternativní zpùsob jak mù¿eme pøemýźlet o r-té extenzi je, ¿e kanál C pova¿ujeme za r kopií C operujících nezávisle a paralelnì dle ní¿e uvedeného.

C_1

C_2

. . . . . .

C_r

β1

77 77 77 77 77 77 77 77 7œœ β2 JJJ JJJ JJJ JJJ %% input α1α2...αr // α1

CC� � � � � � � � � α2 ttt ttt ttt ttt 99

αr JJJ JJJ JJJ JJJ %%

output β1β2...βr // βr ttt ttt ttt ttt 99

Cvièení 2.4 1. Zpráva sestávající z N binárních èíslic je pøenesena binárním sy-

metrickým kanálem mající pravdìpodobnost chyby pøenosu p. Uka¿te, ¿e oèekávaný poèet chyb je Np.

3 Spojení zdroje s kanálem

Uva¿me následující situaci: máme zdroj bez pamìti S, který vysílá symboly (zdrojová slova) s_1, . . . , s_N s pravdìpodobnostmi p_1, . . . , p_N .

Zdroj je spojen s binárním symetrickým kanálem s pravdìpodobností chyby následovnì:

0 • • 0

1 • • 1.

1−p // p HH HH HH HH HH HH HH H## Zdroj^{si} //

Kódovací zaøízení do binárního kódu

// // Dekódovací

zaøízení 1−p // p vv vv vv vv vv vv vv v;;

Budeme pøedpokládat, ¿e zakódování do binárního kódu probìhne bez źumu a ¿e zpùsob zakódování je znám dekódovacímu zaøízení.

Pøedpokládejme pro jednoduchost, ¿e N = 8; za symboly mù¿eme pova¿ovat napø. písmena abecedy, rùzné mìny nebo cokoliv jiného. Efektivní (tj. kompaktní) zakódování ve smyslu pøedchozího odstavce je pak

42 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANÁLY SE ľUMEM

s_1 s_2 s_3 s_4 s_5 s_6 s_7 s_8

000 100 010 001 110 101 011 111.

fflffl fflffl fflffl fflffl fflffl fflffl fflffl fflffl

Zpráva je øetìzec zdrojových slov s_i, která jsou postupnì zakódovaná, pøenesená a pak dekódovaná. Tudí¿, dle výźe uvedeného kódovacího schématu, je pravdìpodobnost, ¿e jisté slovo je správnì pøeneseno, rovna q^3. Pravdìpodobnost, ¿e zpráva o n slovech je korektnì pøenesena, je q^{3n}.

Lze to provést lépe? Odpovìï je samozøejmì ano, jinak bychom se vùbec neptali. Zajímavé otázky jsou (a) jak moc lépe a (b) na èí náklady?

Pøíklad 3.1 Uva¿me výźe uvedený pøíklad s osmi stejnì pravdìpodobnými zdrojovými

slovy a pøedpokládejme, ¿e pou¿ijeme zdvojené zakódování následovnì: s_1 s_2 s_3 s_4 s_5 s_6 s_7 s_8

000000 100100 010010 001001 110110 101101 011011 111111.

fflffl fflffl fflffl fflffl fflffl fflffl fflffl fflffl

Pokud dekódovací zaøízení pøijme pravidlo, ¿e bude pouze dekódovat v pøípadì, ¿e první tøi symboly a druhé tøi symboly jsou toto¿né, a jinak þzavolá o pomocß, pravdìpodobnost, ¿e se vyskytne chyba a zùstane neobjevena, se drasticky redukuje. Zajisté budeme platit podstatnou cenu tím, ¿e jsme sní¿ili pomìr pøenosu faktorem 2. navíc se jedná o èistì detekèní systém, který nebude vyu¿itelný v pøípadì, ¿e se dekódovací zaøízení nemù¿e kontaktovat s kódovacím zaøízením a po¿ádat ho o znovuposlání slova, u kterého byla detekována chyba.

Zbývající èást této kapitoly je vìnována zpùsobu získání dostateèné míry pøenosu kanálu se źumem bez pøíliź velkého prodlou¿ení zprávy.

Cvièení 3.2 Jednoduchý zpùsob detekování nejvýźe jedné chyby je pou¿ít zaøízení

pøidávajícího kontrolu parity, abychom mìli zajiźtìno, ¿e souèet èísel v pøenáźeném slovì je sudý. Tedy kontrola parity z výźe uvedeného pøíkladu má tvar

s_1 s_2 s_3 s_4 s_5 s_6 s_7 s_8

0000 1001 0101 0011 1100 1010 0110 1111.

fflffl fflffl fflffl fflffl fflffl fflffl fflffl fflffl

Uka¿te, ¿e jestli¿e pøeneseme kód s kontrolou parity binárním symetrickým kanálem, pravdìpodobnost, ¿e není objevena chyba, je rovna 6p^2(1 − p)^2 + p^4, kde p je pravdìpodobnost výskytu chyby pøi pøenosu kanálem.

4. KÓDOVÁNÍ A DEKÓDOVACÍ PRAVIDLA 43

4 Kódování a dekódovací pravidla

Buï dán kanál bez pamìti se vstupní abecedou ˚_1 = {a_1, . . . , a_m} a výstupní abecedou ˚_2 = {b_1, . . . , b_k}. Kód délky n je libovolný systém C rùzných posloupností délky n symbolù ze ˚_1. Prvky z C se nazývají kódová slova. Je-li dán kód délky n s kódovými slovy c_1, c_2, . . . , c_N , dekódovací pravidlo je libovolný rozklad mno¿iny mo¿ných obdr¿ených posloupností do disjunktních mno¿in R_1, R_2, . . . , R_N se zøejmou interpretací toho, ¿e je-li obdr¿ená posloupnost y prvkem mno¿iny R_j, je y dekódováno jako kódové slovo c_j.

Formálnì vzato, pøedpokládáme-li, ¿e kód C neobsahuje napø. symbol "?" jako¿to kódové slovo, rozhodovací (dekódovací) pravidlo pro kód C je funkce f : ˚^n_2 → C ∪ {?}. Aplikaci dekódovacího pravidla nazýváme dekódování. Je-li y (obdr¿ené) slovo v ˚^n_2 , pak rozhodovací pravidlo dekóduje y jako¿to kódové slovo f(y) nebo v opaèném pøípadì nahlásí dekódovací chybu, jestli¿e f(y) =?.

Výbìr dekódovacího pravidla je podstatný k úspìchu ka¿dého komunikaèního systému. Jako extrémní pøíklad je snadné zkonstruovat dekódovací pravidlo, které zcela znièí bezchybnost kanálu bez źumu.

Pøíklad 4.1 Pøedpokládejme, ¿e máme zdroj s právì dvìma zdrojovými slovy s_1 a s_2,

který mù¿eme zakódovat pro pøenos binárním symetrickým kanálem jako

s_1 → 000 = c_1, s_2 → 111 = c_2.

Máme pak osm mo¿ných obdr¿ených zpráv. Mo¿né dekódovací pravidlo by mohlo být dekódovat zprávu jako s_1, pokud obsahuje více nul ne¿ jednièek. Ménì citlivé pravidlo by mohlo být dekódovat zprávu jako s_1, pouze kdy¿ obdr¿ená zpráva byla 000. A priori, ka¿dé z tìchto pravidel má stejnou váhu, i s pravidlem: dekódujte ka¿dé obdr¿ené slovo jako s_1!

Naźí snahou bude najít dekódovací pravidlo, které maximalizuje pravdìpodobnost správného dekódování tj. pravdìpodobnost, ¿e x = f(y) je opravdu to kódové slovo c, které bylo odesláno. Poznamenejme, ¿e pøíjemce nemá ¿ádnou mo¿nost zjistit, zdali dekódovací proces opravdu dekódoval správnì.

Pravdìpodobnost správného dekódování lze vyjádøit mnoha zpùsoby. Pou¿ijeme-li napøíklad formuli úplné pravdìpodobnosti, obdr¿íme následující dva vztahy:

P (správné dekódování) = ∑ c∈C P (správné dekódování|c odesláno)P (c odesláno),

(3.1) vztahujeme-li podmínku na mno¿inu kódových slov resp.

44 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANÁLY SE ľUMEM

P (správné dekódování) = ∑ y∈Σ^n2

P (správné dekódování|y obdr¿eno)P (y obdr¿eno),

(3.2) vztahujeme-li podmínku na mno¿inu slov ze ˚^n_2 .

Poznamenejme, ¿e vztah (3.1) explicitnì obsahuje pravdìpodobnosti P (c odesláno), ¿e rùzná kódová slova byla poslána pomocí kanálu. Tyto pravdìpodobnosti nejsou nic jiného ne¿ pravdìpodobnosti zdroje C. Mluvíme pak o vstupním rozdìlení kanálu. Pøitom (3.2) rovnì¿ obsahuje vstupní rozdìlení, proto¿e pravdìpodobnost, ¿e dané slovo

y je obdr¿eno, obvykle závisí na tom, které kódové slovo bylo odesláno.

Nechż f je dekódovací pravidlo pro kód C. Je-li odesláno kódové slovo c, pak správné dekódování nastane právì tehdy, kdy¿ f(y) = c pro obdr¿ené slovo y. Platí tedy

P (správné dekódování|c odesláno) = ∑ y,f(y)=c

P (y obdr¿eno|c odesláno). (3.3)

Provedeme-li substituci do (3.1), obdr¿íme

P (správné dekódování) = ∑ c∈C,y,f(y)=c P (y obdr¿eno|c odesláno)P (c odesláno). (3.4)

Tato dvojnásobná suma není vźak v¿dy zcela pøíhodná. Pøitom vztah (3.2) nám podává vhodnìjźí návod, jak obdr¿et dobré dekódovací pravidlo. Podle dekódovacího pravidla f je obdr¿ené slovo y dekódováno správnì, jestli¿e odesláné slovo bylo f(y). Platí tedy

P (správné dekódování|y obdr¿eno) = P (f(y)odesláno|y obdr¿eno) (3.5)

a pøitom se ve výźe uvedeném výrazu nevyskytuje ¿ádná suma. Dosaïme do vztahu (3.2). Pak máme

P (správné dekódování) = ∑ y∈Σ^n2

P (f(y) odesláno|y obdr¿eno)P (y obdr¿eno). (3.6)

Pravdìpodobnost správného kódování lze maximalizovat tím, ¿e budeme postupovat podle takového dekódovacího pravidla, které maximalizuje ka¿dou z podmínìných pravdìpodobností P (f(y) odesláno|y obdr¿eno).

4. KÓDOVÁNÍ A DEKÓDOVACÍ PRAVIDLA 45

Jinak øeèeno, za pøedpokladu, ¿e jsme obdr¿eli y, rozhodneme se tak, ¿e kódové slovo, které bylo posláno, je to nejpravdìpodobnìjźí, které mohlo být odesláno. To jde konkrétnì zajistit tak, ¿e se procházíme zpìtnými kanálovými pravdìpodobnostmi

P (c_1 odesláno|y obdr¿eno), . . . , P (c_N odesláno|y obdr¿eno)

a vybereme kódové slovo c_i s nejvìtźí pravdìpodobností.

Toto pravidlo se nazývá pravidlo ideálního pozorovatele neboli pravidlo minimální chyby. Nicménì, pøepis tìchto podmínìných pravdìpodobností nám ukazuje, ¿e tyto podmínìné pravdìpodobnosti nelze pou¿ít bez znalosti pravdìpodobností výskytu kódových slov c_j. Máme toti¿ podle Bayesovy vìty:

P (c odesláno|y obdr¿eno) = P (y obdr¿eno|c odesláno)P (c odesláno) ∑N k=1 P (y obdr¿eno|c_k odesláno)P (c_k odesláno)

. (3.7)

V praxi je to vá¿ná nevýhoda. Toti¿, abychom urèili dekódovací funkci, musíme znát s jakou pravdìpodobností jsou kódová slova posílána pomocí kanálu tj. musíme znát jistou informaci o zprávì, co¿ není zrovna v¿dy mo¿né.

Toto, spoleènì se skuteèností, ¿e není snadné toto pravidlo aplikovat v pøípadì, kdy máme velký poèet kódových slov, opravòuje u¿ití následujícího pravidla nazývaného pravidlem maximální pravdìpodobnosti (maximum-likelihood (ML)). Toto pravidlo dekóduje ka¿dý obdr¿ený vektor y do kódového slova c_j tak, ¿e maximalizuje

P (y obdr¿eno|c_j odesláno). (3.8)

Pro ty, kteøí jsou obeznámeni s odhady maximální pravdìpodobnosti ve statistice, je analogie zøejmá.

Za pøedpokladu nedostatku informace o pravdìpodobnostech rùzných kódových slov máme následující:

Mají-li kódová slova stejnou pravdìpodobnost, pak pravidlo maximální pravdìpodobnosti splývá s pravidlem ideálního pozorovatele. (3.9)

Dùkaz je snadný. Toti¿ platí P (c odesláno) =^1_N . Tedy platí dle (3.7)

P (c odesláno|y obdr¿eno) = P (y obdr¿eno|c odesláno) ∑N k=1 P (y obdr¿eno|c_k odesláno)

. (3.10)

Odtud pak máme, ¿e maximum na pravé stranì obdr¿íme právì tehdy, kdy¿ budeme mít maximum na levé stranì.

Hammingova vzdálenost

46 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANÁLY SE ľUMEM

V hlavní èásti této pøednáźky budeme pracovat s binárním symetrickým kanálem. Pro tento kanál má pravidlo maximální pravdìpodobnosti obzvláźż snadnou implementaci.

Nechż V_n oznaèuje mno¿inu vźech posloupností délky n slo¿ených z nul a jednièek a, pokud to bude nutné, pova¿ujme V_n za vektorový n-dimenzionální prostor nad tìlesem celých èísel modulo 2. Jsou-li x a y vektory z V_n, de˛nujme Hammingovu vzdálenost d(x, y) mezi x a y jako poèet míst, ve kterých se x a y liźí.

Pro binární symetrický kanál je pøirozeným dekódovacím pravidlem pravidlo minimální vzdálenosti, toti¿: dekódujme ka¿dý obdr¿ený vektor y do kódového slova c_j, ¿e které má kódové slovo c, je¿ má minimální Hammigovu vzdálenost od y: pokud je vícero takových slov, vybereme c_j libovolnì.

P (y obdr¿eno|c_j odesláno). (3.11)

Následující snadný výsledek nám tvrdí:

Vìta 4.2 Pro binární symetrický kanál s pravdìpodobností chyby p ≤^1_2 je dekódovací

pravidlo minimální vzdálenosti ekvivalentní k pravidlu maximální pravdìpodobnosti.

Dukaz. Pro vźechny vektory x a y z V_n s vlastností d(x, y) = d platí

P (y obdr¿eno|x odesláno) = p^dq^{n−d}.

Pokud p <^1_2 , tento výraz nabývá maxima, je-li d minimální. To ale zøejmì staèí k tomu, ¿e pevné slovo y dekódujeme jako to kódové slovo, které má nejmenźí vzdálenost od slova y. Obrácenì, vezmeme-li jako rozkódování pevného slova y kódové slovo minimální vzdálenosti, je výźe uvedená pravdìpodobnost maximální.

Cvièení 4.3

1. Nechż kód sestává ze ètyø kódových slov c_1 = 1000, c_2 = 0110, c_3 = 0001 a

c_4 = 1111. Pravdìpodobnosti výskytu tìchto kódových slov jsou dány jako

P (c_1) = P (c_2) = 13, P (c_3) = P (c_4) = 16

Pou¿íváte-li pro pøenos binární symetrický kanál s pravdìpodobnosti chyby^1_{10} a obdr¿íte na výstup vektor 1001, jak by jste se rozhodoval pøi

(a) pou¿ití pravidla ideálního pozorovatele, (b) pou¿itím pravidla maximální pravdìpodobnosti?

2. Doka¿te tvrzení 3.9 tj. ¿e v pøípadì, ¿e vźechna kódová slova stejnou pravdìpodobnost, pravidlo maximální pravdìpodobnosti splývá s pravidlem ideálního pozorovatele.

5. KAPACITA KANÁLU 47

5 Kapacita kanálu

Jak u¿ napovídá jméno, kapacita komunikaèního kanálu je míra jeho schopnosti pøenáźet informaci. Formální de˛nice je motivována ní¿e uvedeným:

Pøedpokládejme, ¿e máme diskrétní kanál bez pamìti se vstupní abecedou ˚_1 = {a_1, . . . , a_m}, výstupní abecedou ˚_2 = {b_1, . . . , b_n} a maticí P kanálu

P = [p_{ij}] = P (b_j obdr¿eno|a_i odesláno).

Pøidáme-li k tomuto kanálu zdroj S bez pamìti, který vysílá symboly a_1, . . . , a_m s pravdìpodobnostmi p_1, . . . , p_m, pak výstup kanálu mù¿eme pova¿ovat za zdroj J bez pamìti, který vysílá symboly b_1, . . . , b_n s pravdìpodobnostmi q_1, . . . , q_n, kde

q_j = ∑m i=1 P (b_j obdr¿eno|a_i odesláno)P (a_i odesláno) = ∑m i=1 p_ip_{ij}. Informace o S podaná pomací J , de˛novaná v kapitole 1, je rovna I(S|J ) = H(S) − H(S|J ) = H(S) + H(J ) − H(S, J ) a je to funkce, která závisí pouze na pravdìpodobnostním rozdìlení p_1, . . . , p_m, a matici kanálu P . Je proto pøirozené de˛novat kapacitu C kanálu jako

C = sup I(S|J ), (3.12)

kde supremum je bráno pøes vźechny zdroje bez pamìti S, nebo, jeźtì pøesnìji, nad vźemi mo¿nými rozdìleními pravdìpodobností (p_1, . . . , p_n).

Nejdøíve si pøipomeòme, ¿e C je dobøe de˛nováno v tom smyslu, ¿e pouze hledáme supremum funkce f(p), kde f je spojitá funkce na uzavøené a ohranièené podmno¿inì mno¿iny R^m a dle základní vìty analýzy má f maximum v nìjakém bodì. Mù¿eme tedy 3.12 pøepsat jako

C = max I(S|J ), (3.13)

Dále si uvìdomme, ¿e C je kvantitativní velièina urèená pouze maticí kanálu P . Mù¿eme ji zhruba pova¿ovat za konduktanci odporu v teorii elektrických obvodù. Její jednotky jsou pak jednotky informace nebo entropie, toti¿ þbity za sekunduß nebo þbity na symbolß v závislosti na kontextu.

Uka¿me pøíklad, jak lze najít kapacitu kanálu.

Vìta 5.1 Kapacita binárního symetrického kanálu s pravdìpodobností chyby pøenosu

p je urèena vztahem C(p) = 1 + p log p + q log q, (3.14)

kde q = 1 − p.

48 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANÁLY SE ľUMEM

Dukaz. K usnadnìní oznaèení pøedpokládejme, ¿e zdroj S emituje 0 s pravdìpodob-

ností α a 1 s pravdìpodobností β = 1 − α. Pak výstup J má rozdìlení

0 s pravdìpodobností αq + βp, 1 s pravdìpodobností βq + αp.

Je tedy H(S, J ) právì entropie rozdìlení (αq, αp, βq, βq). Po jednoduché úpravì

I(S|J ) = p log p + q log q − (αq + βp) log(αq + βp) −(αp + βq) log(αp + βq) . Derivujme dle α. Pak obdr¿íme, ¿e I(S|J ) má maximum v pøípadì, ¿e α =^1_2 a obdr¿íme pak 3.14.

Poznamenejme, ¿e kapacita má oèekávané vlastnosti { C(p) je monotonní funkce p, 0 ≤ p ≤^1_2 , a C(0) = 1, C( 1 2 ) = 0,

co¿ odpovídá intuici, ¿e, pokud p =^1_2 , kanál se stane dokonalým ruźièem, ale ¿e, pokud p = 0, máme dokonalý pøenos.

Zjiźtìní kapacity obecných kanálù je netriviální zále¿itost. V pøípadì, ¿e kanál nemá nìjakou speciální vlastnost nebo není odvozen z kanálu, jeho¿ kapacita je známa, jediný zpùsob, jak mù¿eme vypoèítat kapacitu, je vyøeźení problému optimalizace s omezeními, a to zejména metodou Lagrangeových multiplikátorù.

Pøíkladem první z tìchto technik je následující výsledek.

Vìta 5.2 Má-li kanál S bez pamìti kapacitu C, má jeho r-té rozźíøení S^{(r)} kapacitu rC. Dukaz. Oznaème jako C^{(r)} kapacitu r−tého rozźíøení tak, ¿e

C^{(r)} = sup_XH(X) − H(X|Y), (3.15)

kde X = (X_1, . . . , X_r) a Y = (Y_1, . . . , Y_r) jsou vstupní a výstupní dvojice. Máme ale H(X) − H(X|Y) = H(Y) − H(Y|X). (3.16) a H(Y|X) =^∑_x p(x)H(Y|X = x).

Proto¿e se jedná o kanál bez pamìti, máme

H(Y|X = x) =^∑_i H(Y_i|X = x) =^∑_i H(Y_i|X_i = x_i).

6. VÌTA O KÓDOVÁNÍ SE ľUMEM 49

Zejména

H(Y|X)=^∑_x p(x)H(Y_i|X_i = x_i) = ∑ i ∑ u H(Y_i|X_i = u) · P (X_i = u). Tedy

H(Y|X) =^{r∑}_i H(Y_i|X_i). (3.17)

Obecnì platí

H(Y) ≤ H(Y_1) + . . . + H(Y_r),

a tedy celkem C^{(r)} ≤ rC. Pøipomeòme, ¿e rovnost nastává právì tehdy, kdy¿ Y_1, . . . , Y_r jsou nezávislá. Toho lze dosáhnout tím, ¿e zvolíme X_1, . . . , X_r jako nezávislé a vybráním rozdìlení, pøi kterém bylo dosa¿eno kapacity C kanálu.

Cvièení 5.3 1. Vypoètìte kapacitu binárního vypouźtìcího kanálu s pravdìpodob-

ností chyby ε.

2. Uva¿ujeme-li kanál bez pamìti s maticí 1 0 0 1 0 1 ,

uka¿te, ¿e kapacity lze dosáhnout více ne¿ jedním rozdìlením na vstupu. Uka¿te, ¿e rozźíøením 2. øádu mù¿eme dosáhnout kapacity pomocí rozdìlení na vstupu, kteé není souèinem rozdìlení na vstupu pùvodního kanálu.

(Feinstein, 1958)

6 Vìta o kódování se źumem

Ji¿ døíve jsme vidìli, ¿e mù¿eme dosáhnou libovolnì velké spolehlivosti pouze dostateènì èastým opakováním ka¿dého zdrojového symbolu. Zøejmì je tato metoda velmi èasovì nároèná a hlavním úèelem tohoto odstavce je dokázat pøekrásné tvrzení C. Shannona (1948), které tvrdí, ¿e za pøedpokladu, ¿e rychlost (míra) pøenosu je pod kapacitou kanálu, lze dosáhnout libovolnì velké spolehlivosti. Budeme se koncentrovat na binární symetrický kanál. Tyto myźlenky lze rozźíøit na podstatnì komplikovanìjźí kanály, ale dùle¿itìjźí je plnì porozumìt nosným principùm, ne¿ se obklopit matematickými detaily.

Buï dán kód C a dekódovací schéma pro C. Pravdìpodobnost chyby e(C) je obvykle de˛novaná jako prùmìrná pravdìpodobnost chyby za pøedpokladu, ¿e vźechna kódová

50 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANÁLY SE ľUMEM

slova byla vyslána se stejnou pravdìpodobností. Jinak øeèeno, máme-li M kódových slov c_1, . . . , c_M z C, pak platí

e(C) = 1 M M∑ i=1 P (nastala chyba|c_i bylo pøeneseno).

V pøípadì binárních kódù mù¿eme pøedpokládat, pokud nebude jinak uvedeno, ¿e pou¿íváme dekódovací pravidlo maximální pravdìpodobnosti (=pravidlo minimální vzdálenosti), a tudí¿ se èasto budeme odvolávat na pravdìpodobnost chyby kódování bez speci˛ckého pøipomenutí dekódovacího pravidla.

Zøejmì je pøedmìtem pøíkladu najít kódy s malou prùmìrnou pravdìpodobností chyby. Avźak, podstatnì silnìjźím po¿adavkem je, ¿e maximální pravdìpodobnost chyby je malá. Jak lze oèekávat, ta je de˛nována jako

^e(C) = max_iP (nastala chyba|c_i bylo pøeneseno),

a evidentnì ^e ≥ e.

Pøedpokládejme proto, ¿e máme binární symetrický kanál s pravdìpodobností chyby p a tudí¿ kapacitou C urèenou

C = C(p) = 1 + p log p + (1 − p) log (1 − p).

Doka¿me následující verzi Shannonovy vìty o kódování se źumem.

Vìta 6.1 Shannonova vìta o kódování se źumem Buï dán binární symetrický

kanál kapacity C a libovolné R, 0 < R < C. Pak pro ka¿dou posloupnost (M_n : 1 ≤ n < ∞) pøirozených èísel splòujících 1 ≤ M_n ≤ 2^{Rn} (1 ≤ n < ∞), a vźechna kladná ε > 0, existuje posloupnost kódù (C_n : 1 ≤ n < ∞) a pøirozené èíslo N_0(ε) tak, ¿e C_n má M_n kódových slov délky n a maximální pravdìpodobnost chyby

^e(C_n) ≤ ε

pro vźechna n ≥ N_0(ε).

Jakým zpùsobem funguje tato vìta. Pøedpokládejme, ¿e pravdìpodobnost chyby takovéhoto kanálu je taková, ¿e kapacita kanálu C(p) = 0.8. Pak, je-li naźe zpráva øetìzec nul a jednièek, víme, ¿e pro dostateènì velké n, polo¿íme-li R = 0.75, existuje mno¿ina 2^{0.75n} kódových slov délky n, která mají pravdìpodobnost chyby menźí ne¿ libovolnì pøedem pøedepsaná hranice. Tudí¿, abychom zakódovali zprávu ze zdroje, postup je následující:

6. VÌTA O KÓDOVÁNÍ SE ľUMEM 51

(a) Rozdìlte zprávu do blokù délky m, pøièem¿ m je takové, ¿e 3⌈^n_4 ⌉ = m ≥ N_0(ε).

(b) Zakódujte ka¿dý z tìchto m-blokù do kódu C_n tak, ¿e pou¿ijete kódové slovo délky^{4m}_3 pro ka¿dý m-blok.

(b) Pøeneste novì zakódovanou posloupnost kanálem.

Èeho jsme dosáhli? Podstatné redukce pravdìpodobnosti chyby. Na èí náklady? Komplexnosti zakódování a menźí míry pøenosu: zároveò vźak bohu¿el doposud neznámé zakódování. Síla Shannonovy vìty spoèívá v tom, ¿e existují takovéto kódy.

Dùkaz Shannonovy vìty, který chceme provést ní¿e, závisí na dvou nerovnostech { z ních první je velmi dobøe známa { její dùkaz lze najít v ka¿dém elementárním textu z teorie pravdìpodobnosti.

Èebyźevova nerovnost

Je-li X libovolná náhodná promìnná tak, ¿e má koneènou variaci (odchylku) var(X), pak pro ka¿dé a > 0 máme P (|X − E(X)| ≥ a) ≤ var(X)/a^2. (3.18) Druhá nerovnost je ménì známá a má rovnì¿ pravdìpodobnostní interpretaci; lze ji vyslovit následovnì.

Omezená nerovnost

Pro vźechna λ, 0 ≤ λ ≤^1_2 , platí ⌊λn⌋∑ k=0 ( n k ) ≤ 2^nh^{(λ)}, (3.19)

kde h(λ) = −[λ log λ + (1 − λ) log (1 − λ)].

Dukaz. Let m = ⌊λn⌋. We put λ_0 =^m_n . Then λ_0 ≤ λ < λ_0 +^1_n . Assume λ > λ_0 ≥ 0,

ε = λ − λ_0 > 0. Then

2^nh^{(λ)} = 2^{−n·[λ0 log λ+(1−λ0) log (1−λ)]} · 2^{−n·[ε log λ−ε log (1−λ)]} ≥ 2^{−n·[λ0 log λ0+(1−λ0) log (1−λ0)]} · 2^{nε log 1} �λ_λ ≥ 2^nh^{(λ0)} · 2^{nε log 1} �λ_λ ≥ 2^nh^{(λ0)} · 2^{log 1} �λ_λ ≥ 2^nh^{(λ0)} ·^{1−λ}_λ ≥ 2^nh^{(λ0)}

52 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANÁLY SE ľUMEM

Mù¿eme tedy bez újmy na obecnosti pøedpokládat, ¿e λ bylo vybráno tak, ¿e λn je pøirozené èíslo. Pak mù¿eme psát

1 = [λ + (1 − λ)]^n ≥ ∑λn k=0 ( n k ) λ^k(1 − λ)^{n−k} ≥ (1 − λ)^n ∑λn k=0 ( n k ) ( λ 1−λ )λn

= λ^{λn}(1 − λ)^{n(1−λ)} ∑λn k=0 ( n k ) . Tudí¿_{λn} ∑ k=0 ( n k ) ≥ λ^{λn}(1 − λ)^{n(1−λ)} = 2^nh^{(λ)},

logaritmujeme-li pøi základu 2 a pak znovu umocníme.

Dùkaz vìty o kódování se źumem

Nejprve popiźme hrubý smìr dùkazu. Zvolme si pevné pøirozené èíslo n, a pro daný okam¿ik, pracujme s binárními kódy ve V_n. Pøedpokládejme, ¿e se pokouźíme najít kód s M kódovými slovy c_i ∈ V_n. Vybereme ta kódová slova c_i trochu bláznivou metodou vybráním vektorù z V_n náhodnì a nezávisle na i, (1 ≤ i ≤ M). Tomuto kódování øíkáme náhodné kódování.

Budeme kódovat následujícím zpùsobem: zvolme r > 0 a nechż S_r(y) de˛nuje r-sféru se støedem y, tj.

S_r(y) = {z : z ∈ V_n, d(y,z) ≤ r}.

Pak, je-li y obdr¿ený vektor, mù¿eme dekódovat y jako kódové slovo c_j, je-li c_j jediné kódové slovo v S_r(y); jinak budeme dekódovat y jako libovolné jiné kódové slovo, napø. c_1.

Zaènìme nyní s vlastním dùkazem. Nechż Y je vektor, který obdr¿íme, kdy¿ je pøenáźeno kódové slovo c a E buï událost, ¿e nastala chyba. Pøitom chyba mù¿e nastat právì tehdy, kdy¿ buï (a) d(c, Y) > r nebo (b) d(c, Y) ≤ r a d(c’, Y) ≤ r pro nìjaké jiné kódové slovo c’.

Oznaème po øadì A a B události popsané (a) a (b). Pak E = A ∪ B a tudí¿ P (E) = P (A ∪ B) ≤ P (A) + P (B). Uva¿me událost B. ta nastane, pokud platí zároveò (i) Ne více ne¿ r chyb nastalo pøi pøenosu

6. VÌTA O KÓDOVÁNÍ SE ľUMEM 53

(ii) jedno z kódových slov rùzných od c je ve vzdálenosti nejvýźe r od obdr¿eného vektoru Y.

Oznaèíme-li po øadì tyto události B_1 a B_2, máme pak, proto¿e B = B_1 ∩ B_2,

P (B) ≤ P (B_2). (3.20) Uva¿me nyní B_2; proto¿e kódová slova jsou vybrána náhodnì, pravdìpodobnost,

¿e c_i má vzdálenost menźí nebo rovnu r od Y je N_r(n)/2^n, kde

N_r(n) = r∑ k=0 ( n k ) (3.21)

je poèet vektorù z V_n, které le¿í v S_r(y). Tudí¿ pravdìpodobnost, ¿e alespoò jedno ze zbývajících M − 1 kódových slov (rùzných od c) má vzdálenost menźí nebo rovnu r od obdr¿eného slova Y splòuje

P (B_2) ≤ M − 1 2^n r∑ k=0 ( n k ) . (3.22)

Polo¿me tudí¿, pro vźechna ε > 0, r = ⌊np + nε⌋ jako¿to maximální celé èíslo ne vìtźí ne¿ np + nε, obdr¿íme pak z 3.20, 3.21, 3.22 a omezené nerovnosti, ¿e P (B) ≤ M 2^n

2^{nh(p+ε)}. (3.23) Vìnujme se nyní druhému typu chyb zpùsobenému jevem A. Poznamenejme, ¿e, je-li U (náhodný) poèet chybných symbolù vzniklých pøi pøenosu kódového slova c, pak máme P (A) = P (U > r) a U je náhodná promìnná s binomiálním rozdìlením s parametry n a p. Tudí¿ P (A) = P (U > np + nε) ≤ P (|U − np| > ε) ≤ var(U)/n^2ε^2, dle Èebyźevovy nerovnosti.

Proto¿e U je náhodná promìnná s binomiálním rozdìlením, máme var(U) = npq a tedy úplná pravdìpodobnost chyby je P (E) ≤ pq nε^2 + M2^{−n[1−h(p+ε)]}.

54 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANÁLY SE ľUMEM

pro dostateènì velká n. Proto¿e kapacita C(p) = 1 − h(p + ε), máme pak P (E) ≤ pq nε^2 + M2^{−nC(p+ε)}. Proto¿e ε > 0, lze pravdìpodobnost chyby zvolit libovolnì malou pro dostateènì velké n, za pøedpokladu, ¿e M jako¿to funkce n, neroste rychleji ne¿ 2^{nC(p)}.

Dokázali jsme tedy vìtu o kódování se źumem a¿ na to, ¿e jsme omezeli prùmìrnou pravdìpodobnost chyby a ne maximální pravdìpodobnost chyby. K dokonèení dùkazu potøebujeme dokázat, ¿e existují kódy C_n s M_n kódovými slovy, kde M_n ≤ 2^{Rn} a mající maximální pravdìpodobnost chyby < ε. Polo¿me proto ε^′ =^1_2 ε a M^′_n = 2M_n. Poznamenejme, ¿e proto¿e M_n ≤ 2^{Rn} a R < C, musí existovat R^′ tak, ¿e R < R^′ < C, a N^′_0 tak, ¿e pro vźechna n ≥ N^′_0 platí M^′_n ≤ 2^{nR} 0 a tudí¿ existuje posloupnost kódù C^′_n tak, ¿e C^′_n má M^′_n kódových slov a prùmìrnou pravdìpodobnost chyby < ε^′ pro n ≥ N^′_0.

Jsou-li x_1, . . . , x_M kódová slova z C^′_n, znamená to, ¿e M0_n∑ i=1 P (E|x_i) ≤ ε^′M^′_n. Tedy alespoò polovina tìchto kódových slov x_i musí splòovat

P (E|x_i) ≤ 2ε^′ = ε. (3.24)

Buï C_n kód sestávající z M_n kódových slov splòujících 3.24; pak máme náź po¿adovaný kód s maximální pravdìpodobností ≤ ε.

Shannonovu vìtu lze rozźíøit i pro obecné kanály bez pamìti s libovolnou vstupní a výstupní abecedou. Hlavní myźlenka dùkazu se nemìní, toti¿ (a) zakódujme zprávy náhodnì, (a) dekódujme procedurou maximální pravdìpodobnosti.

Technické obtí¿e jsou zpùsobeny zejména obecným tvarem kapacity kanálu, pokud se nejedná o symetrický kanál. Pøípadný zájemce mù¿e najít úplný dùkaz (ve skuteènosti dva) pro tuto obecnou situaci v èlánku Ashe (1965) nebo Gallagera (1968).

Mìli bychom se té¿ zmínit o dùle¿itosti zlepźení hranic pravdìpodobnosti vzniku chyby. V naźem dùkazu nahoøe nás pouze zajímalo to, ¿e pravdìpodobnost nastání chyby lze dosáhnout libovolnì malou. K tomuto problému existuje bohatá a dostateènì technická literatura.

Napøíklad následující silnìjźí výsledek pøinále¿í Shannonovi (1957).

7. KAPACITA JAKO HRANICE SPOLEHLIVÉ KOMUNIKACE 55

Vìta 6.2 Buï dán diskrétní kanál bez pamìti kapacity C a libovolné R, 0 < R < C.

Pak existuje posloupnost kódù (C_n : 1 ≤ n < ∞) tak, ¿e: (a) C_n má ⌊2^{Rn}⌋ kódových slov délky n (b) maximální pravdìpodobnost chyby ^e(C_n) kódování C_n splòuje ^e(C_n) ≤ Ae^{−Bn}, pøièem¿ A a B závisí pouze na kanálu a na R.

Jinak øeèeno, neexistují pouze dobré kódy, ale navíc existují kódy, jejich¿ pravdìpodobnost chyby klesá exponenciálnì.

Dùkaz tohoto tvrzení pøesahuje rámec pøednáźky.

Cvièení 6.3 1. Binární symetrický kanál mající pravdìpodobnost chyby pøenosu

p = 0.05 mù¿e pøenést 800 binárních èíslic za sekundu. Kolik bitù mù¿e pøenést bez chyby za sekundu?

2. Binární symetrický kanál s fyzikální kapacitou pøenosu 800 èíslic za sekundu mù¿e pøenést 500 èíslic za sekundu s libovolnì malou pravdìpodobností chyby. Co nám to vypovídá o pravdìpodobnosti chyby tohoto kanálu?

7 Kapacita jako hranice spolehlivé komunikace

Pøedpokládejme, ¿e máme diskrétní kanál bez pamìti o kapacitì C bitù. Pøedpokládejme, ¿e tento kanál má mechanickou rychlost jednoho bitu za sekundu. Doká¿eme nyní obrácení Shannonovy vìty tím, ¿e uká¿eme nemo¿nost pøesné informace rychlostí vyźźí nebo rovné ne¿ je C bitù za sekundu. Pøesnìji, doká¿eme následující základní výsledek.

Vìta 7.1 Pro kanál bez pamìti o kapacitì C a pro ka¿dé R > C neexistuje posloup-

nost kódù (C_n : 1 ≤ n < ∞) tak, ¿e: C_n má 2^{Rn} kódových slov délky n a pravdìpodobnost chyby e(C_n) kódování C_n konverguje k nule pro n → ∞.

Ve skuteènosti Wolfowitz v roce 1961 dokázal mnohem silnìjźí výsledek { toti¿, za stejných podmínek, maximální pravdìpodobnost chyby konverguje k 1 pro n → ∞. My vźak uká¿eme slabźí verzi, abychom dokázali, ¿e Shannonova vìta je nejlepźí mo¿ná. Pro dùkaz vìty potøebujeme následující lemmata.

Lemma 7.2 Buï U, V, W náhodné vektory. Pak platí

H(U|V) ≤ H(U|V, W) + H(W).

56 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANÁLY SE ľUMEM

Dukaz. Máme dle základní identity, ¿e

H(U|V) = H(U, V) − H(V)

= H(U, V, W) − H(W|U, V) − H(V) ≤ H(U, W|V), proto¿e entropie je nezáporná. Ale zároveò

H(U, W|V) = H(U, V, W) − H(V, W) + H(V, W) − H(V)

= H(U|V, W) + H(W|V) ≤ H(U|V, W) + H(W),

co¿ se mìlo dokázat.

Lemma 7.3 Fanova nerovnost Buï C kód s M kódovými slovy {c_1, . . . , c_M } pro

daný kanál bez pamìti. Buï X náhodný vektor nabývající hodnoty v mno¿inì kódových slov. Nechż Y obsahuje náhodný vektorový výstup, v pøípadì, ¿e X je pøeneseno kanálem a dekódováno. Pak, je-li p_E pravdìpodobnost chyby (toti¿ p_E = P (X ≠ Y)), máme

H(X|Y) ≤ H(p_E, q_E) + p_E log (M − 1), (3.25)

kde q_E = 1 − p_E.

Dukaz. De˛nujme novou náhodnou promìnnou Z jako¿to Z = { 0 pokud X = Y 1 pokud X ≠ Y.

Je tedy speciálnì entropie náhodné promìnné Z rovna H(p_E, q_E). Uva¿me nyní uspoøádanou dvojici (Y, Z). Zøejmì pak

H(X|(Y, Z) = (y, 0)) = 0.

Zároveò, pokud (Y, Z) = (y, 1), je náhodná promìnná X rozlo¿ena mezi (M − 1) kódovými slovy, která nejsou rovna y.

Zejména tedy

H(X|(Y, Z) = (y, 1)) ≤ log_2(M − 1). a H(X|(Y, Z)) =^∑_y H(X|(Y, Z) = (y, 1)) · P ((Y, Z) = (y, 1))

≤ log_2(M − 1) ∑ y ·P ((Y, Z) = (y, 1)) ≤ p_E · log_2(M − 1).

Polo¿me pak U = X, V = Y a W = Z. Z lemmatu 7.2 máme Fanovu nerovnost.

7. KAPACITA JAKO HRANICE SPOLEHLIVÉ KOMUNIKACE 57

Dùkaz vìty 7.1

Pøedpokládejme, ¿e takováto posloupnost kódù existuje. Uva¿me pak náhodný vektor X, který nabývá hodnot v kódu C_n tak, ¿e pokud polo¿íme R = C + ε, ε > 0, máme

H(X) = n(C + ε).

Proto¿e kapacita kanálu je C, máme pak pro kódová slova délky n, ¿e odpovídající kapacita rozźíøení bez pamìti je nC a tedy, oznaèíme-li Y náhodný vektor výstupu odpovídající vstupnímu náhodnému vektoru X, máme nerovnost H(X) − H(X|Y) ≤ nC, tak¿e nε = n(C + ε) − nC ≤ H(X|Y). Aplikujeme-li Fanovu nerovnost, pak z toho, ¿e máme dle pøedpokladu 2^{n(C+ε)} kódových slov, je

nε ≤ H(X|Y) ≤ H(p_E, q_E) + p_E log (M − 1) ≤ H(p_E, q_E) + p_En(C + ε), tj. nε − H(p_E, q_E) n(C + ε) ≤ p_E. Necháme-li n konvergovat k nekoneènu, pak zcela jistì p_E nekonverguje k nule.

Tedy takováto posloupnost kódù C_n nemù¿e existovat.

Problémy 3.1 1. V binárním symetrickém kanálu s pravdìpodobností chyby ϵ >

0, kódování sestává ze dvou kódových slov 000 a 111. Zjistìte pøi pou¿ití pravidla maximální pravdìpodobnosti pravdìpodobnost chyby.

2. Trhlinová chyba (burst error) délky k sestává z posloupnosti k symbolù, které byly vźechny pøeneseny nesprávnì. Najdìte oèekávaný poèet trhlinových chyb délky k, pokud je zpráva délky N pøenesena binárním symetrickým kanálem s pravdìpodobností chyby p.

3. Nechż kód pro pøenos binárním symetrickým kanálem, který má pravdìpodobnost chyby ε > 0, sestává ze vźech pìtic nad mno¿inou {0, 1}, které obsahují právì dvì jednièky. Jaká je pravdìpodobnost, ¿e kódové slovo 11000 se dekóduje na slovo 10001, pokud aplikujeme pravidlo minimální vzdálenosti?

58 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANÁLY SE ľUMEM

4. Mìjme N binárních symetrických kanálù, ka¿dý s pravdìpodobností chyby p, spojených do série. Uka¿te, ¿e celková kapacita tohoto novì vzniklého kanálu je urèena vztahem C_N = 1 + p_N logp_N + q_N logq_N ,

kde p_N =^1_2 [1 − (q − p)^N ], q_N = 1 − p_N .

5. Uva¿me dva diskrétní kanály bez pamìti o kapacitách C_1 a C_2 tak, ¿e oba mají vstupní abecedu ˚_1 a výstupní abecedu ˚_2. Souèinem kanálù je kanál, jeho¿ vstupní abeceda je ˚^{(2)}_1 a výstupní abeceda ˚^{(2)}_2 , pøièem¿ kanálové pravdìpodobnosti jsou urèeny vztahem

p(y_1y_2|x_1x_2) = p_1(y_1|x_1)p_2(y_2|x_2),

kde p_i(y_i|x_i) je pravdìpodobnost, ¿e jsme obd¿eli øetìzec y_i, pokud jsme odeslali øetìzec x_i prostøednictvím i-tého kanálu. Doka¿te, ¿e kapacita C souèinu kanálù je urèena vztahem (Shannon 1957)

C = C_1 + C_2.

6. Zdroj bez pamìti S je spojen ke kanálu C_1 o kapacitì C_1 a výsledný výstup S_1 je vstup ke kanálu C_2 o kapacitì C_2 (viz ní¿e uvedený diagram).

Zdroj S // Diskrétní kanál o kapacitì C_1 S_1

// Diskrétní kanál

o kapacitì C_2 S_2 //

Uka¿te, ¿e platí

I(S|S_2) ≤ I(S|S_2) a I(S|S_2) ≤ I(S_1|S_2).

Kapitola 4

Kódy opravující chyby

1 Kódování a odhady

Pøipomeòme si následující pøedpoklady pro kódování. Zdroj vytváøí zprávu, která sestává z posloupnosti zdrojových symbolù a tato zpráva je pøenesena k pøíjemci pøes kanál s mo¿nou chybou. Pøitom lze bez újmy na obecnosti pøedpokládat, ¿e kanál má stejnou abecedu ˚ jak na vstupu tak na výstupu. Kód C nad abecedou ˚ je soubor posloupností symbolù ze ˚, prvky z C se nazývají kódová slova . Budeme pøedpokládat, ¿e vźechna kódová slova mají stejnou délku. Takovéto kódy se nazývají blokové kódy a pøi jejich pou¿ití je dekódování podstatnì snazźí. Pokud mají kódová slova z C délku n a |˚| = q, pak mluvíme o q-árním kódu délky n (binárním kódu, pokud q = 2).

Zakódování zdrojové zprávy není nic jiného ne¿ pøiøazení ka¿dé k-dlouhé sekvenci znakù nad zdrojovou abecedou ˚ jedno kódové slovo z C.

Bìhem samotného dekódování se pøijatá sekvence rozèlení na bloky délky n a ka¿dý se zpracovává samostatnì. Jeliko¿ pøijaté n-bloky mohou mít díky chybám pøi pøenosu obecnì jinou podobu ne¿ vysílaná kódová slova, musí dekodér rozhodovat, které slovo bylo vysláno. Pokud je kód dobøe navr¿en, je pravìpodobnost źpatného rozhodnutí mnohem menźí ne¿ pravdìpodobnost, ¿e libovolný kódový znak je chybnì pøenesen.

Proces rozhodování mù¿e být de˛nován pomocí dekódovací tabulky. Kódová slova tvoøí první øádek tabulky. Pokud jsme obdr¿eli kódové slovo, je logické pøedpokládat, ¿e i stejné slovo bylo vysláno. Rozhodovací pravidlo pro zbylá mo¿nì pøijatá slova je dáno rozdìlením tìchto slov do seznamù pod ka¿dým kódovým slovem, podle kterého se tato pøijatá slova budou dekódovat. Tedy, ka¿dé slovo délky n nad abecedou ˚ se objeví v tabulce právì jednou.

De˛nice. Buï u, v pøirozená èísla. Øekneme, ¿e kód C urèí u chyb, jestli¿e, pokud

ka¿dé kódové slovo zmìníme alespoò na jednom a ne více ne¿ u místech, nebude

60 KAPITOLA 4. KÓDY OPRAVUJÍCÍ CHYBY

výsledný øetìzec kódové slovo. Øekneme, ¿e kód C urèí právì u chyb, jestli¿e urèí u chyb a neurèí u + 1 chyb.

Øekneme, ¿e kód C opraví v chyb, jestli¿e, pokud pou¿ijeme pravidlo minimální vzdálenosti, jsme schopni opravit alespoò v chyb a v pøípadì, kdy se nebudeme moci rozhodnout, dostaneme na výstupu chybu v dekódování. Øekneme, ¿e kód C opraví právì v chyb, jestli¿e opraví v chyb a neopraví v + 1 chyb.

Dále budeme pøedpokládat, ¿e abychom byli schopni zjistit chyby pøi pøenosu, bude pøíjemce schopen zkontrolovat pøijatý øetìzec proti seznamu vźech kódových slov. Pokud øetìzec nebude na seznamu, pøíjemce ví, ¿e nastala alespoò jedna chyba, ale není schopen zjistit kolik chyb skuteènì nastalo. Zároveò by mìlo být jasné, ¿e pokud obdr¿ené slovo nebude kódové slovo, bude podle pravidla minimální vzdálenosti zpátky dekódováno, ale pøíjemce neví, zda se skuteènì jedná o odeslané slovo. Pøíjemce pouze ví, ¿e, v pøípadì kódu opravujícího v chyb a pokud nastane nejvýźe V , pak dekódovací proces bude úspìźný.

Pøíklad 1.1 Chceme vysílat ètyøi znaky: a, b, c, d a zpráva bude pøenáźena pomocí

binárního blokového kódu délky 5. Musíme tedy zvolit ètyøi kódová slova, napø. 11000 pro a, 00110 pro b, 10011 pro c a 01101 pro d. Dekódování musí zahrnout vźech 2^5 = 32 binárních slov délky 5. Jedno takové dekódovácí pravidlo je na (obr.4.1).

11000 00110 10011 01101

11001 00111 10010 01100 11010 00100 10001 01111 11100 00010 10111 01001 10000 01110 11011 00101 01000 10110 00011 11101 11110 00000 01011 10101 01010 10100 11111 00001

Obrázek 4.1: Pøíklad kódové tabulky pro binární blokový kód délky 5.

Konstrukce kódu a dekódovacího schématu z pøíkladu 1.1 opravuje ne více ne¿ jednu chybu. V tabulce je to v¿dy prvních 5 slov v seznamu pod kódovým slovem. U více chyb u¿ nemáme jistotu, ¿e dekódování probìhne správnì. Napøíklad pokud by pøi pøenosu bloku 11000 vznikly dvì chyby vedoucí k pøijetí slova 11110 na výstupu kanálu, pak toto schéma chyby odstraní. Ovźem pøi obdr¿ení 11011 bude toto slovo dekódováno chybnì jako 10011.

Oznaème dále V_n(˚) mno¿inu vźech posloupností délky n nad abecedou ˚ a nazývejme prvky ze V_n(˚) slova nebo vektory . Nìkdy budeme psát místo V_n(˚) také V_n(q).

1. KÓDOVÁNÍ A ODHADY 61

Podobnì jako v binárním pøípadì je Hammingova vzdálenost d(x, y) mezi vektory

x a y poèet míst, ve kterých se x a y liźí. Váha slova x = x_1x_2 · · · x_n je pak poèet

nenulových znakù slova x, tj. wt(x) = {d(x, 0) | kde 0 je slovo z n nul}.

De˛nice. Buï x ∈ Z^n_r , ρ ≥ 0. Sférou S^{n,r}_ρ (x) v Z^n_r se støedem x a polomìrem ρ

rozumíme mno¿inu

S^{n,r}_ρ (x) = {y ∈ Z^n_r : d(x, y) ≤ ρ}.

Objemem sféry S^{n,r}_ρ (x) nazveme èíslo

V^{n,r}_ρ (x) = card({y ∈ Z^n_r : d(x, y) ≤ ρ}),

tj. poèet øetìzcù délky n, které mají Hammingovu vzdálenost od x nejvýźe ρ. Pokud budou èísla n, r jasná ze souvislosti, budeme psát jednoduźe S_ρ(x) a V_ρ(x).

Platí pak

Lemma 1.2 Objem sféry S^{n,r}_ρ (x) je urèen vztahem

V^n_r (x, ρ) =^{ρ∑}_{k=0} ( n k ) (r − 1)^k.

Dukaz. Plyne z toho, ¿e poèet øetìzcù délky n, které mají Hammingovu vzdálenost od x právì k je pøesnì èíslo_( n k ) (r − 1)^k.

Pøíklad 1.3 Hammingova vzdálenost slov 01110010 a 11110101 je 4 a váha slova

01110101 je 5.

Dekódování podle principu minimální vzdálenosti znamená, ¿e dekódujeme obdr- ¿ený vektor y jako to kódové slovo c, které má minimální vzdálenost od y, pokud máme mo¿ný výbìr, vybereme libovolnì.

Je-li tedy C kód, je minimální vzdálenost kódu C èíslo

d(C) = min d(c_i, c_j),

kde je minimum bráno pøes vźechny navzájem rùzné dvojice kódových slov z C. Pojem minimální vzdálenosti je klíèový pojem pro hodnocení kódu; dobré kódy mají rozlo¿ená kódová slova tak, ¿e jejich minimální vzdálenost je velká. Dùvod dùle¿itosti minimální vzdálenosti je jasný z následující vìty.

62 KAPITOLA 4. KÓDY OPRAVUJÍCÍ CHYBY

Vìta 1.4 Má-li kód minimální vzdálenost d, lze opravit pomocí dekódování podle

pravidla minimální vzdálenosti a¿^1_2 (d − 1) chyb.

Dukaz. Polo¿me v = ⌊^1_2 (d − 1)⌋ a uva¿me v-sféru bodu x. To je mno¿ina

S_u(x) = {y : d(x, y) ≤ u}.

Jsou-li x, z rùzná kódová slova, platí

S_v(x) ∩ S_v(z) = ∅.

Tedy dekódování podle pravidla minimální vzdálenosti opraví a¿ v chyb.

Máme pak následující jednoduché tvrzení.

Vìta 1.5 Buïte u, v pøirozená èísla. Pak kód C urèí u (opraví v) chyb právì tehdy,

kdy¿ d(C) ≥ u + 1 (d(C) ≥ 2v + 1).

Dukaz. První èást tvrzení je jednoduché pøeformulování de˛nice kódu urèujícíh u

chyb. Pro druhou èást tvrzení jsme ukázali ve vìtì 1.4 implikaci zprava doleva. Pøedpokládejme nyní, ¿e C je kód opravující v chyb a ¿e existují dvì rùzná kódová slova

c a d tak, ¿e d(c, d) = d(C) ≤ 2v. Budeme chtít dokázat, ¿e za pøedpokladu, ¿e jsme

odeslali kódové slovo c a nastalo nejvýźe v chyb, je pøesto mo¿né, abychom podle pravidla minimální vzdálenosti obdr¿eli buï chybové hláźení nebo dekódovali obdr¿ené slovo nesprávnì jako d. To pak bude spor s tím, ¿e C opravuje v chyb.

Nejdøíve si uvìdomme, ¿e d(c, d) = d(C) ≥ v+1. Jinak bychom toti¿ mohli pøevést

c na d pøi nejvýźe v chybách, které by zùstaly neopraveny. Mù¿eme pak pøedpokládat,

¿e se c a d liźí na prvních k = d(C) místech, pøièem¿ v +1 ≤ k ≤ 2v (jinak provedeme permutaci souøadnic). Uva¿me nyní obdr¿ené slovo x, které se shoduje se slovem c na prvních k − v pozicích, dále se shoduje se slovem d na dalźích v pozicích a shoduje se s obìma slovy c a d na posledních n − k pozicích, tj. x = x_1 . . . x_{k−v} shoduje se s c x_{k−v+1} . . . x_k shoduje se s d x_{k+1} . . . x_n shoduje se s obìma .

Proto¿e nutnì d(c, x) = v, d(d, x) = k − v ≤ v, je buïto d(c, x) = d(d, x) (v tomto pøípadì obdr¿íme chybové hláźení) nebo d(c, x) > d(d, x) (v tomto pøípadì je

x dekódovánì nesprávnì jako d).

De˛nice. Pokud má kód C právì M kódových slov délky n a má minimální vzdále-

nost d, mluvíme o (n, M, d)-kódu.

1. KÓDOVÁNÍ A ODHADY 63

Pro pevné n pùsobí parametry M a d navzájem proti sobì tak, ¿e zvìtźení M zpùsobí zmenźení d a naopak.

Máme pak následující dùsledek.

Dusledek 1.6 1. (n, M, d)-kód C opraví právì v chyb tehdy a jen tehdy, kdy¿ d =

2v + 1 nebo d = 2v + 2.

2. Kód C má minimální vzdálenost u = d(C) tehdy a jen tehdy, kdy¿ opraví právì ⌊^1_2 (u − 1)⌋ chyb.

Poznamenejme nyní, ¿e urèení chyby a její oprava jdou proti sobì, tak¿e nemù¿eme naráz dosáhnout jejich maximální úrovnì. Uveïme si to na jednoduchém pøíkladì.

Pøíklad 1.7 Pøedpokládejme nyní, ¿e kód C má minimální vzdálenost d. Je to tedy

kód urèující d − 1 chyb a opravující u = ⌊^1_2 (d − 1)⌋ chyb.

Pokud pou¿ijeme C pouze pro urèení chyb, je schopen urèit a¿ d − 1 chyb. Z druhé strany, pokud chceme na C opravit chybu, kdykoliv je to mo¿né, pak je schopen opravit a¿ v chyb, ale není schopen urèit situaci, kdy nastalo více ne¿ v a ménì ne¿ d chyb. Toti¿, pokud nastalo více ne¿ v chyb, mù¿eme podle pravidla minimální vzdálenosti þopravitß pøijatý øetìzec na źpatné kódové slovo a pak bude chyba nedetekovatelná.

Máme pak následující de˛nici.

De˛nice. Uva¿me následující strategii pro opravu/urèení chyby. Buï u, v pøirozená

èísla. Obdr¿íme-li slovo x a pokud má nejbli¿źí kódové slovo c ke slovu x vzdálenost nejvýźe v a existuje-li pouze jediné takové kódové slovo, budeme dekódovat x jako kódové slovo c. Pokud existuje více ne¿ jedno kódové slovo se stejnou minimální vzdáleností k x nebo má nejbli¿źí kódové slovo vzdálenost vìtźí ne¿ v, obdr¿íme na výstup chybové hláźení.

Øekneme, ¿e kód C zároveò opraví v chyb a urèí u chyb, jestli¿e nastala alespoò jedna a nejvýźe v chyb, výźe popsaná strategie opraví tyto chyby a kdykoliv nastane alespoò u + 1 a nejvýźe u + v chyb, výźe popsaná strategie nahlásí chybu.

Vìta 1.8 Kód C zároveò opraví v chyb a urèí u chyb právì tehdy, kdy¿ d(C) ≥ 2v +

u + 1.

Dukaz. Pøedpokládejme nejprve, ¿e d(C) ≥ 2v + u + 1. Obdr¿íme-li slovo x a pokud

má nejbli¿źí kódové slovo c ke slovu x vzdálenost nejvýźe v a existuje-li alespoò jedno dalźí takové kódové slovo d, máme

2v + u + 1 ≤ d(c, d) ≤ d(c, x) + d(x, d) ≤ 2v,

co¿ je spor. Nutnì tedy máme, ¿e pokud obdr¿íme slovo x a nejbli¿źí kódové slovo c ke slovu x má vzdálenost nejvýźe v, je toto kódové slovo jediné s touto vlastností a

64 KAPITOLA 4. KÓDY OPRAVUJÍCÍ CHYBY

podle pravidla minimální vzdálenosti budeme správnì dekódovat. Obdr¿íme-li slovo

x a pokud má nejbli¿źí kódové slovo c ke slovu x vzdálenost alespoò v + 1 a nejvýźe

u + v, pøi pou¿ití výźe uvedené strategie dostaneme chybové hláźení.

Pøedpokládejme nyní, ¿e C je kód opravující v chyb a urèující u chyb. Nechż dále d(C) ≤ 2v + u. Nutnì pak 2v + 1 ≤ d(C). Víme, ¿e existují dvì rùzná kódová slova

c a d tak, ¿e k = d (c, d) = d(C). Mù¿eme pak pøedpokládat, ¿e se c a d liźí na

prvních k = d(C) místech, pøièem¿ 2v + 1 ≤ k ≤ 2v + u (jinak provedeme permutaci souøadnic). Uva¿me nyní obdr¿ené slovo x, které se shoduje se slovem c na prvních v pozicích, dále se shoduje se slovem d na dalźích k − v pozicích a shoduje se s obìma slovy c a d na posledních n − k pozicích, tj.

x = x_1 . . . x_v

shoduje se s c x_{v+1} . . . x_k shoduje se s d x_{k+1} . . . x_n shoduje se s obìma . Nutnì pak d(c, x) = k − v, d(d, x) = v ≤ v, v + 1 ≤ k − v ≤ v + u. Je-li tedy c odesláno a x je obdr¿eno, nutnì je pak poèet chyb pøi pøenosu (tj. èíslo k − v) mezi v + 1 a v + u, uva¿ovaná strategie by nám mìla dát na výstupu chybové hláźení, ale místo toho nám dekóduje x nesprávnì na d.

De˛nice. (n, M, d)-kód C se nazývá maximální, pokud není obsa¿en v ¿ádném vìtźím

kódu se stejnou minimální vzdáleností tj. není obsa¿en v ¿ádném (n, M + 1, d)-kódu.

Je zøejmé, ¿e pro ka¿dý kód C mù¿eme v¿dy najít maximální kód C^′, který jej obsahuje. Pøitom platí

Vìta 1.9 (n, M, d)-kód C je maximální právì tehdy, kdy¿ pro vźechna slova x existuje

kódové slovo c s vlastností d(x, c) < d.

Dukaz. (n, M, d)-kód C je maximální právì tehdy, kdy¿ není obsa¿en v ¿ádném

(n, M + 1, d)-kódu. Pøedpokládejme, ¿e existuje slovo x tak, ¿e pro vźechna kódová slova c platí d(x, c) ≥ d. Polo¿íme-li C^′ = C∪{x}, je pak evidentnì C^′ (n, M +1, d)-kód obsahující kód C.

Obrácenì, nechż pro vźechna slova x existuje kódové slovo c s vlastností d(x, c) < d. Pøedpokládejme, ¿e kód C není maximální tj. existuje (n, M + 1, d)-kód obsahující kód C. Vyberme slovo x ∈ C^′ − C. Pak ale existuje kódové slovo c ∈ C ⊆ C^′ tak, ¿e d(C^′) ≤ d(x, c) < d, spor.

Poznamenejme, ¿e pokud (n, M, d)−kód C není maximální, mohou nastat jak výhodné tak nevýhodné situace pøi jeho rozźíøení na maximální kód C^′. Víme, ¿e kód C^′ rovnì¿ opraví ⌊^1_2 (d − 1)⌋ chyb, co¿ je dobré a pøitom C^′ mù¿e zakódovat více zdrojových symbolù, co¿ je rovnì¿ dobré. Ale zatímco C mù¿e být pøípadnì schopen opravit více ne¿ ⌊^1_2 (d − 1)⌋ chyb, kód C^′ nebude nikdy schopen opravit více ne¿ ⌊^1_2 (d − 1)⌋ chyb.

1. KÓDOVÁNÍ A ODHADY 65

Pøíklad 1.10 Uva¿me kód C = {00000, 11000}, který má minimální vzdálenost 2.

Tento kód opravuje jednu chybu, ale je pøitom schopen opravit dalźí jiné chyby. Napøíklad, pokud bylo odesláno slovo 00000 a pøijato slovo 00111, bude toto slovo správnì dekódováno (toti¿ d(00000, 00111) = 3, d(11000, 00111) = 5), aèkoliv pøi pøenosu nastaly tøi chyby. Pokud ale doplníme C do maximálního kódu, bude dekódování chybné.

Z výźe uvedeného pøíkladu vyplývá, ¿e maximální kódy jsou nejlepźí, pokud nás u kódu pouze zajímá pøedem urèená schopnost opravení chyby. Je tedy daleko obtí¿nìjźí zkoumat pravdìpodobnost chyby pøi dekódování u kódù, které nejsou maximální. Pro maximální kódy je to jednoduźźí.

Vìta 1.11 Buï C (n, M, d)-kód. Pak pro binární symetrický kanál s pravdìpodobností

chyby p je pøi pou¿ití dekódovacího pravidla minimální

P (nastala chyba pøi dekódování) ≤ 1 − ⌊ 12 (d−1)⌋ ∑ k=0 ( n k ) p^k(1 − p)^{n−k}. Je-li navíc kód C maximální, je d∑ k=0 ( n k ) p^k(1 − p)^{n−k} ≤ P (nastala chyba pøi dekódování).

Dukaz. Ka¿dý (n, M, d)-kód C opravuje evidentnì ⌊^1_2 (d − 1)⌋ chyb. Je tedy prav-

dìpodobnost správného dekódování alespoò tak velká jako je pravdìpodobnost, ¿e nastane nejvýźe ⌊^1_2 (d − 1)⌋ chyb tj.

P (správné dekódování) ≥ ⌊ 12 (d−1)⌋ ∑ k=0 ( n k ) p^k(1 − p)^{n−k}. Máme pak

P (nastala chyba pøi dekódování) = 1 − P (správné dekódování) ≤ 1 − ∑⌊^1_2 (d−1)⌋ k=0 ( n k ) p^k(1 − p)^{n−k}. Buï dále (n, M, d)-kód C maximální. Pak, je-li pøeneseno slovo c a nastane-li d nebo více chyb, tj. d(c, x) ≥ d, bude nutnì x bli¿źí k jinému kódovému slovu d ≠ c a tedy pøi pou¿ití pravidla minimální vzdálenosti nastane dekódovací chyba. Proto¿e pravdìpodobnost, ¿e nastane právì k chyb pøi prùchodem binárním symetrickým kanálem, je ( n k ) p^k(1 − p)^{n−k},

66 KAPITOLA 4. KÓDY OPRAVUJÍCÍ CHYBY

obdr¿íme následující dolní hranici pro pravìpodobnost dekódovací chyby d∑ k=0 ( n k ) p^k(1 − p)^{n−k} ≤ P (nastala chyba pøi dekódování),

èím¿ je vìta dokázána.

2 Ekvivalence kódù a konstrukce nových kódù

U¿iteèným prostøedkem pro redukci mno¿ství práce pøi nalezení dobrých kódù je pojem ekvivalence kódù. Pøedpokládejme, ¿e máme (n, M, d)-kód C. Pøirozeným zpùsobem jeho prezentace je pomocí matice o rozmìrech M ×n, pøièem¿ øádky jsou rùzná kódová slova.

Pøedpokládejme nyní, ¿e π je permutace mno¿iny {1, 2, . . . , n} a pro ka¿dé kódové slovo c ∈ C budeme aplikovat transformaci π : C → C^′ de˛novanou pøedpisem π(c) = (c_{π(1)}, . . . , c_{π(n)}). Takovou transformaci nazýváme pozièní permutací. Podobnì, je-li π permutace mno¿iny ˚, pak pro ka¿dý index i, 1 ≤ i ≤ mù¿eme aplikovat transformaci

^π_i : C → C^′ de˛novanou pøedpisem ^π_i(c)_j = { c_j pokud i ≠ j π(c_i) pokud i = j.

Mluvíme pak o symbolové permutací. Lze-li kód C^′ získat z kódu C pomocí koneèné posloupnosti pozièních nebo symbolových permutací, øíkáme ¿e kód C^′ je ekvivalentní kódu C.

Pøíklad 2.1 Pøedpokládejme, ¿e máme kód C délky 5 nad abecedou ˚ = {a, b, c} s

kódovými slovy c_1, c_2, c_3 a c_4 tak, ¿e

C = c_1 c_2 c_3 c_4 a b c a c b a b a b b c c b a c b a c a .

Aplikujeme-li permutaci (1 → 2, 2 → 3, . . . , 5 → 1), obdr¿íme pozièní permutaci a k ní odpovídající ekvivalentní kód je

C^′ =

c^′_1 c^′_2 c^′_3 c^′_4 c a b c a b b a b a a b c c b a c b a c .

2. EKVIVALENCE KÓDÙ A KONSTRUKCE NOVÝCH KÓDÙ 67

Podobnì, aplikujeme-li permutaci (a → b, b → c, c → a) na první sloupec kódu C^′, obdr¿íme symbolovou permutaci a k ní odpovídající ekvivalentní kód je

C^{′′} = c^{′′}_1 c^{′′}_2 c^{′′}_3 c^{′′}_4 a a b c a c b a b a b b c c b b c b a c .

Lemma 2.2 Jsou-li C a C^′ ekvivalentní kódy, jsou mno¿iny vzdáleností kódových slov

z C a C^′ stejné.

Dukaz. Proto¿e jak pozièní tak symbolová permutace zachovávají vzdálenost per-

mutovaných slov, platí toté¿ i pro takovouto posloupnost permutací.

Lemma 2.3 Je-li C kód délky n a u vektor délky n nad stejnou abecedou, pak existuje

kód C^′, který je ekvivalentní s C a obsahuje vektor u.

Dukaz. První kódové slovo c_1 lze pøevést na u pomocí nejvýźe n symbolových per-

mutací.

De˛nice. Buï x, y binární slova délky n. Prùnik x∩y binárních slov x a y je binární

øetìzec délky n, který má jednièku pøesnì na tìch místech, na kterých ji mají obì slova

x a y. Vźude jinde má pak nuly. Jinak øeèeno, x ∩ y = x_1 · y_1x_2 · y_2 . . . x_n · y_n.

Platí pak následující jednoduché lemma.

Lemma 2.4 Jsou-li x a y binární øetìzce délky n, pak

d(x, y) = w(x) + w(y) − 2w(x ∩ y).

Dukaz. Polo¿me A_{11} = {i : 1 ≤ i ≤ n, x_i = y_i = 1}, a_{11} = card(A_{11}), A_{10} = {i :

1 ≤ i ≤ n, x_i = 1, y_i = 0}, a_{10} = card(A_{10}), A_{01} = {i : 1 ≤ i ≤ n, x_i = 0, y_i = 1}, a_{01} = card(A_{01}), A_{00} = {i : 1 ≤ i ≤ n, x_i = 0, y_i = 0}, a_{00} = card(A_{00}). Pak platí

d(x, y) = a_{10} + a_{01} = (a_{11} + a_{10}) + (a_{11} + a_{01}) − 2a_{11}

= w(x) + w(y) − 2w(x ∩ y),

èím¿ je lemma dokázáno.

68 KAPITOLA 4. KÓDY OPRAVUJÍCÍ CHYBY

De˛nice. Postup, pøi kterém pøidáme ke vźem kódovým slovùm z daného kódu jednu

nebo více dodateèných pozic, a tedy zvýźíme délku kódu, se nazývá rozźíøení kódu.

Nejznámìjźí metoda rozźíøení kódu se nazývá kontrola parity. Pro jednoduchost uva¿me binární pøípad.

Je-li C binární (n, M, d)-kód, budeme konstruovat nový kód následovnì. Ke ka¿- dému kódovému slovu c = c_1c_2 . . . c_n ∈ C pøidáme dodateèný bit tak, ¿e nové výsledné kódové slovo bude mít sudou váhu. Tedy, mìlo-li c lichou váhu, pøidáme jednièku, mìlo-li c sudou váhu, pøidáme nulu. Oznaèíme-li tedy výsledné slovo jako c, máme c = { c_1c_2 . . . c_n0 pokud w(c) je sudá, c_1c_2 . . . c_n1 pokud w(c) je lichá.

Nový kód C má pak délku n + 1 a velikost M. Minimální vzdálenost kódu C bude buï d nebo d + 1 a toto èíslo bude záviset na tom, zda bude d sudé nebo liché èíslo. Toti¿, proto¿e vźechna kódová slova v C mají sudou váhu, bude vzdálenost mezi ka¿dými dvìma slovy sudé èíslo (to plyne z lemmatu 2.4). Je tedy i minimální vzdálenost kódu C sudé èíslo. Nutnì pak dostáváme, ¿e, je-li d(C) = d sudé èíslo a nastává pro pro slova c, d, pak nutnì mají obì slova stejnou paritu a tedy nutnì platí

d(c, d) = d(c, d). Je tedy d(C) = d(C). Nechż je minimální vzdálenost kódu C liché

èíslo a nastává pro pro slova c, d, pak nutnì má jedno ze slov sudou paritu (napøíklad

c) a druhé lichou paritu (d). Pak w(c) = w(c), w(d)+1 = w(d), w(c ∩ d) = w(c ∩ d).

Tedy d(C) + 1 = d(C).

V obou pøípadech pak máme ⌊ 1 2 (d(C) − 1)⌋ = ⌊ 1 2 (d(C) − 1)⌋. Z toho pak plyne, ¿e se nám pøi pou¿ití kontroly parity nezvýźí schopnost opravit chybu.

Obecnì pak, máme-li kódovou abecedu vybránu tak, ¿e nám tvoøí koneèné pole, øeknìme Z_p, kde p je prvoèíslo, mù¿eme de˛novat kontrolu parity jako

c = c_1c_2 . . . c_nc_{n+1}, kde c_{n+1} = −^{n∑}_{i=1} c_n.

De˛nice. Postup, pøi kterém odebereme ta kódová slova z daného kódu, která se liźí

na urèené pozici i od urèeného symbol s, a ze zbývajících slov tuto pozici odstraníme, a tedy zkrátíme délku kódu, se nazývá zkrácení kódu typu x_i = s.

Je-li pak C (n, M, d)-kód, má zkrácený kód C^⊙ délku n − 1 a minimální vzdálenost alespoò d. Opravdu, zkrácení kódu mù¿e mít za dùsledek podstatné zvìtźení minimální vzdálenosti tedy i schopnosti opravit nového kódu, proto¿e mù¿eme odstranit ta kódová slova, která se þźpatnì chovají vzhledem ke vzdálenostiß. Samozøejmì ale zkrácením kódu se nám zmenźí i poèet kódových slov, co¿ není zrovna lákavé.

3. HLAVNÍ PROBLÉM TEORIE KÓDOVÁNÍ 69

Vìta 2.5 Buï d liché pøirozené èíslo. Pak existuje binární (n, M, d)-kód právì tehdy,

kdy¿ existuje binární (n + 1, M, d + 1)-kód.

Dukaz. Pokud existuje binární (n+1, M, d+1)-kód C, mù¿eme snadno zkonstruovat

binární (n, M, d)-kód. Jednoduźe vybereme dvì kódová slova c a d tak, ¿e d(c, d) = d + 1, najdìme pozici, na které se liźí a odebereme tuto pozici z ka¿dého kódového slova. Nový kód oznaèíme C^′. Nutnì pak mají nová zkrácená slova c^′ a d^′ vzdálenost

d(c^′, d^′) = d a ¿ádná jiná dvì slova nemají od sebe menźí vzdálenost ne¿ d. Celkem

je tedy C^′ binární (n, M, d)-kód.

Obrácenì, pøedpokládejme, ¿e máme binární (n, M, d)-kód D (d liché). Kód D, který vznikl jako kód kontroly parity z D, má délku n + 1, velikost M a minimální vzdálenost d + 1.

3 Hlavní problém teorie kódování

De˛nice. Buï dána pøirozená èísla d, n, q. Polo¿me A_q(n, d) jako¿to maximální M

takové, ¿e existuje q-ární (n, M, d)-kód. Ka¿dý takový q-ární (n, M, d)-kód nazýváme optimální.

Èísla A_q(n, d) hrají ústøední roli v teorii kódování a na jejich nalezení bylo vynalo¿eno velké úsilí. Èasto se mluví o hlavním problému teorie kódování. V dalźím pro ilustraci urèíme jisté hodnoty A_q(n, d) pro malé hodnoty n a d a doká¿eme obecná tvrzení o tìchto èíslech.

Poznamenejme, ¿e abychom dokázali, ¿e A_q(n, d) = K pro jisté pøirozené èíslo K, staèí ovìøit, ¿e A_q(n, d) ≤ K a následnì najít vhodný q-ární (n, K, d^′)-kód C, kde d ≤ d^′. Pak toti¿ K ≤ A_q(n, d^′) ≤ A_q(n, d).

Vìta 3.1 Je-li d sudé èíslo, je A_2(n, d) = A_2(n − 1, d − 1).

Dukaz. Plyne okam¿itì z vìty 2.5. Toti¿ pak nutnì platí A_2(n, d) ≤ A_2(n − 1, d − 1)

a A_2(n, d) ≥ A_2(n − 1, d − 1).

Dusledek 3.2 Je-li d sudé èíslo a existuje binární (n, M, d)-kód, pak existuje binární

(n, M, d)-kód, ve kterém mají vźechna kódová slova sudou váhu.

Dukaz. Plyne okam¿itì z vìty 3.1. Toti¿ pak nutnì existuje binární kód (n−1, M, d−

1)-kód a pomocí operace kontroly parity existuje binární (n, M, d)-kód, ve kterém mají vźechna kódová slova sudou váhu.

70 KAPITOLA 4. KÓDY OPRAVUJÍCÍ CHYBY

Následující dva snadné výsledky nám budou ilustrovat, jakým zpùsobem mù¿eme urèit hodnoty A_2(n, d) pro malé hodnoty n a d. Pou¿ijeme pøitom lemma 2.3, ze kterého plyne, ¿e pro daný (n, M, d)-kód C existuje ekvivalentní (n, M, d)-kód C^′, který obsahuje nulové slovo (samozøejmì za pøedpokladu, ¿e kódová abeceda obsahuje 0 { jinak ji lze dodat zámìnou za jiný symbol). Mù¿eme tedy v dalźím pøedpokládat, ¿e naźe kódy obsahují nulové slovo.

Vìta 3.3 Platí A_2(4, 3) = 2.

Dukaz. Buï C nìjaký (4, M, 3)-kód. Mù¿eme bez újmy na obecnosti pøedpokládat, ¿e 0 = 0000 ∈ C. Proto¿e d(C) = 3, libovolné dalźí kódové slovo c z C musí splòo-

vat d(c, 0) ≥ 3 a tedy musí obsahovat alespoò tøi jednièky. Máme tedy celkem pìt mo¿ností pro nenulová slova le¿ící v C, a to

1110, 1101, 1011, 0111, 1111.

Ale ka¿dá takováto dvì slova mají vzdálenost nejvýźe 2 a tedy pouze jedno z nich mù¿e být obsa¿eno v C. Platí tedy A_2(4, 3) ≤ 2. Dále platí, proto¿e C = {0000, 1110} je (4, 2, 3)-kód, máme A_2(4, 3) ≥ 2 a tedy celkem A_2(4, 3) = 2.

Vìta 3.4 Platí A_2(5, 3) = 4.

Dukaz. Buï C nìjaký (5, M, 3)-kód. Mù¿eme bez újmy na obecnosti pøedpokládat, ¿e 0 = 0000 ∈ C a pøitom pro vhodné c z C platí d(0, c) = 3, c_1 = 0. Uva¿me

nyní zkrácení C^⊙ typu x_1 = 0. Víme pak, ¿e 0^⊙, c^⊙ ∈ C^⊙ a d(0^⊙, c^⊙) = 3. Dále víme, ¿e A_2(4, 3) = 2 a A_2(4, 4) = A_2(3, 3) = 2. Tedy i card(C^⊙) = 2. De˛nuje nyní zkrácený kód C^⊖ jako¿to zkrácení typu typu x_1 = 1. Pak buïto card(C^⊖) = 1 nebo card(C^⊖) > 1 a d(C^⊖) = 3 a tedy nutnì jako výźe card(C^⊖) = 2. Celkem tedy card(C^⊖) + card(C^⊙) = card(C) ≤ 4. Platí tedy A_2(5, 3) ≤ 4. Dále platí, proto¿e C = {00000, 11100, 00111, 11011} je (5, 4, 3)-kód, máme A_2(5, 3) ≥ 4 a tedy celkem A_2(5, 3) = 4.

Vìta 3.5 Platí následující:

1. A_q(n, d) ≤ q^n pro vźechna 1 ≤ d ≤ n;

2. A_q(n, 1) = q^n;

3. A_q(n, n) = q.

Dukaz. První tvrzení platí, proto¿e pro ka¿dý kód C je C ⊆ V_n(q) tj. card(C) ≤ q^n.

Druhé tvrzení plyne z toho, ¿e uvá¿íme-li C = V_n(q), máme d(V_n(q)) = 1. Tøetí èást plyne z toho, ¿e se kódová slova musí liźit na vźech pozicích a takových kódových slov mù¿eme vybrat nejvýźe q. Ale máme, pro kód D = {0, . . . , q-1}, ¿e D je (n, q, n)-kód.

4. DOLNÍ A HORNÍ HRANICE AQ(N, D); PERFEKTNÍ KÓDY 71

n d = 3 d = 5 d=7 5 4 2 - 6 8 2 - 7 16 2 2 8 20 4 2 9 40 6 2 10 72-79 12 2 11 144-158 24 4 12 256 32 4 13 512 64 8 14 1024 128 16 15 2048 256 32 16 2560-3276 256-340 36-37

Tabulka 4.1: Hodnoty A_2(n, d)

U¿ pro malé hodnoty q, n a d není velikost A_q(n, d) známa. Následující tabulka shrnuje vìtźinu naźich znalostí o A_2(n, d).

Poznamenejme, ¿e problém urèení A_2(n, d) je problémem koneèných geometrií. Pro odhad A_q(n, d) platí následující jednoduché tvrzení.

Vìta 3.6 Pro vźechna n ≥ 2, A_q(n, d) ≤ qA_r(n − 1, d). (4.1) Dukaz. Buï C kód realizující hodnotu A_q(n, d). Uva¿me nyní zkrácení C_j typu x_n =

j. Pak nutnì card(C_j) ≤ A_q(n−1, d) (mohou toti¿ nastat pouze dva pøípady: card(C_j) = 1, co¿ evidentnì platí, a K = card(C_j) > 1, kde pak C_j je (n − 1, K, d^′)-kód, d^′ ≥ d a tedy tvrzení rovnì¿ platí). Celkem pak C = ⋃q−1 j=0 C_j tj. A_q(n, d) = ∑q−1 j=0 card(C_j) ≤ qA_r(n − 1, d). Cvièení 3.7 1. Uka¿te, ¿e A_2(3, 2) = 4.

4 Dolní a horní hranice A_q(n, d); perfektní kódy

Urèeme nejprve horní hranici (sphere-packing upper bound) èísla A_q(n, d).

Lemma 4.1 Nechż e = ⌊^1_2 (d − 1)⌋. Pak platí A_q(n, d) e∑ k=0 ( n k ) (q − 1)^k ≤ q^n. (4.2)

72 KAPITOLA 4. KÓDY OPRAVUJÍCÍ CHYBY

Dukaz. Buï C kód s minimální vzdáleností d; pak, je-li S_e(x) koule o polomìru e se

støedem x, máme pro ka¿dou dvojici kódových slov x a y, ¿e

S_e(x) ∩ S_e(y) = ∅.

Ale je evidentní, ¿e

|S_e(x)| =^{e∑}_{k=0} ( n k ) (q − 1)^k. (4.3)

Pravá strana nerovnosti 4.2 je celkový poèet slov délky n nad abecedou o q symbolech. Levá strana je poèet prvkù obsa¿ených v disjunktním sjednocení koulí, jejich¿ støedy jsou navzájem rùzná kódová slova. Maximální poèet takovýchto rùzných kódových slov je A_q(n, d). Tedy dostáváme nerovnost 4.2.

Podobnì platí

Lemma 4.2 (Gilbert-Varshamova hranice) A_q(n, d) d−1∑ k=0 ( n k ) (q − 1)^k ≥ q^n. (4.4)

Dukaz. Buï C (n, M, d)-kód s maximálním poètem kódových slov. Pak zcela jistì

neexistuje vektor z V_n(q) − C, jeho¿ vzdálenost od vźech kódových slov je alespoò d, jinak by toti¿ M nebyl maximální poèet kódových slov. Jinak øeèeno, koule o polomìru d musí pokrývat celý prostor V_n(q). Ale to je pøesnì podmínka 4.4.

De˛nice. Polomìr pokrytí blokového kódu C je nejmenźí polomìr ρ takový,

F^n_q ⊆^⋃_{c∈C} S_ρ(c).

Polomìr pokrytí je dalźí charakterizací kódù, nemá vźak tak hojné uplatnìní jako minimální vzdálenost.

Vìta 4.3 Nechż C je blokový kód délky n. Pak ρ je polomìr pokrytí kódu C právì

tehdy, kdy¿ ρ = max_{f∈F}n_q min_{c∈C} d(c, f).

Dùkaz: Nechż F^n_q ⊆^⋃_{c∈C} S_ρ(c), kde ρ je minimální. Pak pro ka¿dé f ∈ F^n_q existuje c ∈ C takové, ¿e d(c, f) ≤ ρ, a souèasnì existují f^′ ∈ F^n_q a c^′ ∈ C splòující d(c^′, f^′) = ρ.

Z minimality ρ plyne, ¿e ρ = max_{f∈F}n_q d(f, C) = max_{f∈F}n_q min_{c∈C} d(c, f).

Naopak, nechż ρ = max_{f∈F}n_q min_{c∈C} d(c, f) = max_{f∈F}n_q d(f, C). Pak pro vźechna

f ∈ F^n_q platí ρ ≥ d(f, C) a existují f^′ ∈ F^n_q a c^′ ∈ C splòující rovnost a pro vźechna c ∈ C je ρ ≤ d(c, f^′). Pøedpokládejme, ¿e existuje s, ρ > s, takové, ¿e ka¿dé f ∈ F^n_q

je prvkem mno¿iny {x ∈ F^n_q | d(c, x) ≤ s} pro nìjaké c ∈ C. To je ale spor s existencí slov f^′ a c^′, a tedy ρ je polomìr pokrytí kódu C.

4. DOLNÍ A HORNÍ HRANICE AQ(N, D); PERFEKTNÍ KÓDY 73

Ideální situace z ekonomického pohledu je najít kód C nad V_n(q) tak, ¿e pro jisté kladné t > 0 jsou vźechny prvky z V_n(q) obsa¿eny v disjunktním sjednocení koulí, jejich¿ støedy jsou navzájem rùzná kódová slova. Takový kód se pak nazývá perfektní. Z jeho de˛nice je zøejmé, ¿e perfektní kód doká¿e pomocí pravidla minimální vzdálenosti opravit a¿ t chyb, a nedoká¿e opravit t + 1 chyb.

Je tedy nutná podmínka pro to, aby (n, M, d)-kód byl perfektní, ¿e d je liché èíslo. Celkem tedy je (n, M, d)-kód perfektní právì tehdy, kdy¿ M = A_q(n, d) a

A_q(n, d) d�1_2 ∑ k=0 ( n k ) (q − 1)^k = q^n. (4.5)

Pøíklad 4.4 Zøejmým pøíkladem perfektního kódu je

1. ka¿dý kód s právì jedním kódovým slovem,

2. ka¿dý binární kód s právì dvìma slovy lichých délek, napø. 00 . . . 0 a 11 . . . 1.

Tyto kódy se nazývají triviální perfektní kódy.

Vìta 4.5 (Singletonova hranice) Platí A_q(n, d) ≤ q^{n−d+1}. (4.6) Dukaz. Buï C nìjaký (n, M, d)-kód. Pokud odstraníme posledních d − 1 pozic z

ka¿dého kódového slova z C, musí být nutnì výsledná zkrácená slova navzájem rùzná (jinak by pùvodní slova musela mít vzdálenost ≤ d − 1). Ale poèet vźech slov délky n − (d − 1) je právì q^{n−d+1} tj. A_q(n, d) ≤ q^{n−d+1}.

Lemma 4.6 Buï M pøirozené èíslo. Pak funkce f : {0, . . . , M} → N de˛novaná

jako f(k) = k(M − k) nabývá svého maxima pro k = { M 2 pokud M je sudé M±1 2 pokud M je liché a f(k) = { M_2 4 pokud M je sudé M2−1 4 pokud M je liché.

Dukaz. Dùkaz okam¿itì plyne ze vztahu √ a · b ≤^1_2 (a + b) a z prùbìhu funkce f.

Vìta 4.7 (Plotkinova hranice) Je-li n < 2d, máme A_2(n, d) ≤ 2⌊ d 2d − n ⌋. (4.7)

74 KAPITOLA 4. KÓDY OPRAVUJÍCÍ CHYBY

Dukaz. Buï C = {c_1, . . . , c_M } nìjaký (n, M, d)-kód. Uva¿me souèet S =^∑_{i<j} d(c_i, c_j).

To není nic jiného, ne¿ souèet vźech vzdáleností kódových slov z C. Proto¿e ale

d ≤ d(c_i, c_j) pro vźechna i, j a máme právì ( M 2 ) dvojic kódových slov z C, platí S = ∑ i<j d(c_i, c_j) ≥ d ( M 2 ) . (4.8)

Pokusme se nyní spoèítat S tím, ¿e se podíváme na ka¿dou pozici zvláźż. Uva¿me tedy kódová slova ve tvaru

c_1 = c_{11} c_{12} . . .c_{1n} c_2 = c_{21} c_{22} . . .c_{2n} . . c_M = c_{M1}c_{M2}. . .c_{Mn}. Máme pak, pro vźechna j, 1 ≤ j ≤ n, ¿e pokud k_j bitù slova c_{1j} . . . c_{Mj} je rovno 1 a zbývajících M − k_j bitù je nulových, pak tyto bity pøispìjí k souètu vźech vzdáleností èíslem f(k_j) = k_j(M −k_j). Máme tedy celkem (proto¿e vźech sloupcù je n) S ≤ nf(k). Zejména tedy platí S ≤ nf(k) = { n^{M2}_4 pokud M je sudé n^{M2−1}_4 pokud M je liché.

Dáme-li obì nerovnosti dohromady, máme ( M 2 ) · d ≤ { n^{M2}_4 pokud M je sudé n^{M2−1}_4 pokud M je liché.

Po jednoduché úpravì pak obdr¿íme M ≤ { 2d 2d−n pokud M je sudé n 2d−n < 2d 2d−n pokud M je liché.

polo¿me a =^{2d}_{2d−n} . Pak máme M ≤ { ⌊2a⌋ pokud M je sudé ⌊2a⌋ − 1 pokud M je liché.

Pøedpokládejme nejprve, ¿e k ≤ a < k+^1_2 pro nìjaké pøirozené èíslo k. Pak ⌊2a⌋ = 2k a 2⌊a⌋ = ⌊2a⌋. Máme tedy, nezávisle na paritì M, ¿e M ≤ 2⌊a⌋. Pøedpokládejme nyní, ¿e k +^1_2 ≤ a < k + 1 pro nìjaké pøirozené èíslo k. Pak ⌊2a⌋ = 2k + 1 a 2⌊a⌋ = 2k. Je-li M liché, máme M ≤ ⌊2a⌋ − 1 = 2k = 2⌊a⌋ a, je-li M sudé, máme M ≤ ⌊2a⌋ − 1 = 2k + 1 tj. = M ≤ 2k = 2⌊a⌋.

Nutnì tedy celkem M ≤ 2⌊^d_{2d−n} ⌋.

5. LINEÁRNÍ KÓDY 75

Lemma 4.8 Buï k pøirozené èíslo. Pak A_2(4k − 1, 2k − 1) ≤ 8k a A_2(4k, 2k) ≤ 8k.

Dukaz. Ovìøme nejprve, ¿e A_2(4k, 2k) ≤ 8k. Víme ale, ¿e A_2(4k, 2k) ≤ 2A_2(4k −

1, 2k) ≤ 4⌊^{2k}_1 ⌋ = 8k dle 4.7. Proto¿e dále platí A_2(4k − 1, 2k − 1) = A_2(4k, 2k) ≤ 8k, tvrzení je dokázáno.

Cvièení 4.9 1. Uka¿te, ¿e 19 ≤ A_2(10, 3) ≤ 93.

2. Uka¿te, ¿e pro vźechna pøirozená èísla q, parametry n = (q^r − 1)/(q − 1), M = q^{n−r}, d = 3, kde r je nìjaké pøirozené èíslo ≥ 2, splòují podmínku 4.5 proto, aby se jednalo o perfektní kód. Poznamenejme, ¿e aèkoliv tyto parametry splòují 4.5 pro ka¿dé pøirozené èíslo q, byla vyslovena hypotéza, ¿e pøísluźné perfektní kódy existují právì tehdy, kdy¿ je q mocnina prvoèísla.

5 Lineární kódy

Pøedpokládejme, ¿e C je kód s minimální vzdáleností d = 2e + 1 a lze tedy pomocí metody nejbli¿źího kódového slova opravit a¿ e chyb. Má-li kód C málo prvkù, jedná se o velmi praktickou metodu. V pøípadì, ¿e èíslo |C| bude velké, bude tato metoda opravdu velmi èasovì nároèná, proto¿e musíme srovnávat pøijatý vektor y s velkým mno¿stvím kódových slov. To je dùvod pro studium více strukturovaných kódù, jako jsou napø. lineární kódy.

Pøedpokládejme tedy, ¿e poèet prvkù q naźí abecedy je prvoèíselná mocnina p^m. Mù¿eme tedy pova¿ovat ˚ za tìleso F_q o q-prvcích.

Buï dále V_n(q) vektorový prostor dimenze n nad tìlesem F_q. Typický prvek tohoto vektorového prostoru budeme psát jako¿to x = (x_1, . . . , x_n), obèas pak zkrácenì jako¿to x = x_1 . . . x_n, kde x_i ∈ F_q.

Lineární kód C nad ˚ je de˛nován jako¿to podprostor prostoru V_n(q). Má-li tento podprostor dimenzi k, mluvíme o [n, k]-kódu nebo, chceme-li speci˛kovat minimální vzdálenost, mluvíme o [n, k, d]-kódu. Proto¿e ka¿dý k-dimenzionální podprostor nad F_q má q^k prvkù, máme:

Ka¿dý [n, k, d]-kód nad F_q je (n, q^k, d)-kód.

Výhoda lineárních kódù je to, ¿e pomocí k kódových slov délky n mù¿eme zcela popsat kód s právì q^k kódovými slovy délky n. Tím dosáhneme obrovské úspory pamìti. Toti¿ ka¿dý podprostor dimenze k je úplnì popsán k lineárnì nezávislými vektory.

De˛nujeme pak generující matici pro lineární [n, k]-kód C jako¿to libovolnou matici rozmìru k × n, její¿ øádky tvoøí k lineárnì nezávislých kódových slov z C. Pøedpokládejme nyní, ¿e G je generující matice kódu C a G^′ je matice, kterou mù¿eme obdr¿et z G pomocí koneèné posloupnosti permutací následujícího typu:

76 KAPITOLA 4. KÓDY OPRAVUJÍCÍ CHYBY

1. zámìna øádkù,

2. násobení øádku nenulovým skalárem,

3. pøiètení k øádku skalární násobek jiného øádku,

4. zámìna sloupcù,

5. násobení sloupce nenulovým skalárem.

Pak lze snadno ukázat následující tvrzení.

Lemma 5.1 G^′ je generující matice kódu C^′, který je ekvivalentní s kódem C.

Dukaz. Staèí ukázat, ¿e ka¿dá z operací 1-5 odpovídá vytvoøení generující matice

G^′ kódu C^′, který je ekvivalentní s kódem C. Evidentnì, zámìna øádkù, vynásobení øádku nenulovým skalárem a pøiètení øádkù jsou operace takové, ¿e dokonce kód C^′ je toto¿ný s kódem C. Zámìna sloupcù v matici G znamená, ¿e provedeme pozièní permutaci urèenou transpozicí sloupcù. Vynásobení sloupce nenulovým skalárem je symbolová permutace tohoto sloupce (pracujeme nad tìlesem a pak je mno¿ina nenulových skalárù grupou). Jsou tedy odpovídající kódy ekvivalentní s kódem C.

Lemma 5.2 Buï G matice typu k×n její¿ øádky jsou lineárnì nezávislé; pak, aplikujeme-

li posloupnost operací typu (1)-(5) na G, je mo¿né G pøevést na matici G^′ = [E_k, A], kde E_k je jednotková matice typu k × k.

Dukaz. Dùkaz je veden indukcí vzhledem ke k. Pokud k = 1, je tvrzení evidentní.

Staèí vynásobit øádek matice G prvkem inverzním k prvku g_{11}. Pøedpokládejme, ¿e tvrzení platí pro k a chceme jej dokázat pro k + 1. Proto¿e hodnost matice G je k + 1 existuje v matici G k + 1 nezávislých sloupcù. Pomocí operace typu (4) tyto sloupce dostaneme na prvních k + 1 sloupcù nové matice G^′. Pak nutnì v k + 1-ním sloupci existuje nenulový prvek { jinak by hodnost matice nebyla k+1. Provedeme pak pomocí operace typu (1) zámìnu pøísluźného øádku s posledním øádkem. Nový poslední øádek vynásobíme po øadì vhodnými skaláry a odeèteme jej od pøedchozích øádkù tak, aby se nám k + 1-ní sloupec a¿ na poslední øádek vynuloval. Pak obdr¿íme matici G^{′′}, jejich¿ prvních k øádkù (po vynechání k + 1-ního sloupce) je matice typu k × (n − 1), která má hodnost k. Lze pak aplikovat indukèní pøedpoklad a obdr¿íme matici, která má na prvních k øádcích submatici typu [E_k, A] (pøitom na vynechaný k + 1-ní sloupec budeme provádìt pouze øádkové úpravy). Snadno se zbavíme nenulových prvkù v posledním øádkù na prvních k-místech pomocí operace typu (3). Pøitom nutnì na místì (k +1, k +1) je nenulový prvek, staèí pak vynásobit prvkem k nìmu inverzním.

6. POUőITÍ LINEÁRNÍCH KÓDÙ 77

V dùsledku 5.2 mù¿eme bez újmy na obecnosti pracovat s generujícími maticemi ve výźe uvedené standardní formì. Jinou u¿iteènou vlastností lineárních kódù je, ¿e jejich minimální vzdálenost lze najít mnohem snáze, ne¿ v pøípadu obecných kódù. Máme pak následující výsledek

Vìta 5.3 Minimální vzdálenost d lineárního kódu C je minimální váha w vźech ne-

nulových vektorù z C.

Dukaz. Buï d minimální vzdálenost lineárního kódu C a pøedpokládejme, ¿e x, y ∈ C

tak, ¿e d(x, y) = d. Pak x − y ∈ C, w(x − y) = d ≥ w = w(z) = d(z, 0) ≥ d pro vhodný vektor z ∈ C.

6 Pou¿ití lineárních kódù

Pøedpokládejme, ¿e C je lineární [n, k]-kód nad F_q = ˚ a ¿e má generující matice G tvaru G = r_1 r_2 . . r_k = [E_k, A] , kde r_i jsou vektory délky n nad F_q a A je matice typu k × (n − k). Kódová slova kódu

C jsou vektory délky n tvaru_k ∑ i=1 a_ir_i, a_i ∈ F_q. Základní myźlenka zakódování je následující. Pokud je zpráva braná jako posloupnost s = (s_1, . . . , s_k), zakódujeme s pomocí kódového slova c = (c_1, . . . , c_n), kde c_i jsou urèena pøedpisem

[c_1, . . . , c_n] = [s_1, . . . , s_k] [E_k, A] , (4.9)

tj. c_i = s_i pro 1 ≤ i ≤ k.

Pøíklad 6.1 Pøedpokládejme, ¿e kód C nad tìlesem F_3 (co¿ je tìleso zbytkových tøíd

po dìlení 3) má generující matici G tvaru G = 1 0 0 1 2 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 2 0 1 . Je-li vstupní zpráva ze zdroje tvaru

102101210122 . . .

78 KAPITOLA 4. KÓDY OPRAVUJÍCÍ CHYBY

rozdìlíme ji nejprve do blokù délky tøi a obdr¿íme

102 | 101 | 210 | 122 | . . .

a pak zakódujeme zdrojová slova jako¿to

102 → r_1 + 2r_3 = 102222, 101 → r_1 + r_3 = 101021 201 → 2r_1 + r_3 = 210221, 122 → r_1 + 2r_2 + 2r_3 = 122211.

Dostaneme tedy posloupnost

102 | 222 | 101 | 021 | 210 | 221 | 122 | 211 | . . .

Tedy jsme, pøi zdvojení délky zprávy, zpomalili rychlost pøenosu na polovic. Zvýźili jsme ale spolehlivost.

Poznamenejme, ¿e vztah 4.9 je ekvivalentní s rovnicí [ −A^⊤, E_{n−k} ] [c_1, . . . , c_n]^⊤ = 0. (4.10)

Matice H = [ −A^⊤, E_{n−k} ] se nazývá matice kontroly parity kódu C. Zejména tedy platí, ¿e z ∈ C právì tehdy, kdy¿ H [z_1, . . . , z_n]^⊤ = 0.

Pøitom matice H kontroly parity de˛nuje jak vlastní kód C tak i pøísluźnou generující matici G. Název matice kontroly parity znamená, ¿e na jistých kontrolních místech jsou pøidány jisté kontrolní souèty, které zkontrolují naźe kódová slova. Obèas budeme pro [n, k]-kód øíkat, ¿e prvních k slo¿ek kódového slova je nazýváno informaèními znaky a zbývajících n − k slo¿ek jsou symboly kontroly parity (kontrolní znaky).

Pøíklad 6.2 Urèeme nyní matici H kontroly parity z pøíkladu 6.1. Ta má tvar H = −1 0 −2 1 0 0 −2 −1 0 0 1 0 0 −1 −1 0 0 1 = 2 0 1 1 0 0 1 2 0 0 1 0 0 2 2 0 0 1 .

Kódové slovo 102222 sestává z ze zprávových èísel 102 a symbolù kontroly parity 222. Evidentnì, rovnost 4.10 je pro toto kódové slovo (a vźechna zbývající) splnìna.

Obecnì musí tedy kódová slova splnit systém rovnic

2c_1 + c_3 + c_4 = 0 c_1 + 2c_2 + c_5 = 0 2c_2 + 2c_3 + c_6 = 0. (4.11)

Základní idea pro metodu opravování chyb je vidìt na tomto pøíkladì. Pøedpokládejme, ¿e naźe obdr¿ené slovo nesplòuje první a tøetí rovnici 4.11 v rovnicích kontroly parity. Pak mù¿eme dedukovat, ¿e chybná èíslice zprávy je èíslice c_3, proto¿e to je jediná èíslice, která se vyskytuje v obou rovnicích.

7. PRAVIDLO MINIMÁLNÍ VZDÁLENOSTI PRO LINEÁRNÍ KÓDY 79

Vìta 6.3 Je-li H matice kontroly parity kódu Cdélky n, pak kód C má minimální

vzdálenost d tehdy a jen tehdy, kdy¿ ka¿dých d − 1 sloupcù matice H je nezávislých, ale nìkterých d sloupcù je lineárnì závislých.

Dukaz. Oznaème po øadì sloupce matice H jako h_1, . . . , h_n. Pøipomeòme, ¿e pro

ka¿dý øádkový vektor [c_1, . . . , c_n] máme

[c_1, . . . , c_n]H^T = n∑ i=1 c_ip^T_i .

Pøedpokládejme, ¿e d je minimální poèet lineárnì závislých sloupcù matice H. Pak existují skaláry c_1, . . . , c_n, z nich¿ je právì d nenulových tak, ¿e

[c_1, . . . , c_n]H^T = 0^T .

Ale to neøíká nic jiného, ¿e c = c_1 . . . c_n ∈ C. Proto¿e wt(c) = d, máme d(C) ≤

wt(c) = d. Obrácenì, je-li c = c_1 . . . c_n ∈ C kódové slovo minimální délky, pak nutnì

[c_1, . . . , c_n]H^T = 0^T a tedy je d(C) sloupcù z H odpovídajícím d nenulovým prvkùm lineárnì závislých. Je tedy d ≤ d(C) tj. d = d(C).

7 Pravidlo minimální vzdálenosti pro lineární kódy

Uva¿me problém dekódování pro lineární kódy. Je-li C [n, k]-kód nad abecedou ˚ = F_q, pak C obsahuje q^k kódových slov délky n a poèet mo¿ných obdr¿ených vektorù je q^n. Prohlí¿ecí tabulka, která by pro ka¿dý mo¿ný obdr¿ený vektor obsahovala þnejbli¿źíß kódové slovo by zabírala pøíliź velké mno¿ství pamìti, dokonce pro malá n a k. Jednou z hlavních výhod pou¿ívání lineárních kódù je, ¿e existuje elegentní zpùsob vyhnutí se výźe uvedenému problému.

Tento postup popíźeme pouze v binárním pøípadì. Rozźíøení na jiné abecedy mohutnosti q = p^m, kde p je prvoèíslo je bezprostøední i kdy¿ technicky nároènìjźí.

Pøedpokládejme, ¿e C je [n, k]-binární kód. Proto¿e je C podprostor vektorového prostoru V_n binárních vektorù délky n, musí být C podgrupa aditivní grupy V_n.

Pøipomeòme, ¿e øád koneèné grupy G je de˛novaný jako mohutnost |G| nosné mno¿iny G, tj. poèet prvkù G a index [G : S] podgrupy S ⊆ G je poèet |G/S| rùzných (levých) tøíd rozkladu G podle S. Pøitom (levá) tøída urèená prvkem a ∈ G má tvar Sa = {sa : s ∈ S}. Speciálnì je pøiøazení a → Sa surjektivní homomor˛smus G → G/S. Pøitom dvì tøídy Sa, Sb jsou toto¿né právì tehdy, kdy¿ a = s_0b pro nìkteré s_0 ∈ S. Pravé násobení prvkem a je bijekce S → Sa a proto má ka¿dá (levá) tøída rozkladu stejný poèet prvkù jako podgrupa S. Proto¿e G je sjednocení pøísluźných levých tøíd rozkladu, je poèet prvkù celé grupy G stejný jako poèet tøíd rozkladu krát poèet prvkù v S: |G| = |G/S| · |S|.

80 KAPITOLA 4. KÓDY OPRAVUJÍCÍ CHYBY

Zejména tedy kód C urèuje soubor levých tøíd (kosetù) podprostoru V_n a libovolný vektor a ∈ V_n urèuje jediný koset a + C = {b : b = a + c pro vhodný vektor c ∈ C}.

Pøedpokládejme tedy, ¿e y je obdr¿ený vektor v tom pøípadì, ¿e jisté kódové slovo bylo pøeneseno kanálem. Øekneme, ¿e vektor e je mo¿ný chybový vektor vektoru y, pokud existuje kódové slovo c ∈ C tak, ¿e

y − c = e.

Speciálnì je tedy interpretace následující: vektor e je chybový vektor pøidru¿ený k obdr¿enému vektoru, jestli¿e je schopen reprezentovat jistou mo¿nou posloupnost chyb pøi pøenosu. Následující triviální pozorování je klíèové.

Lemma 7.1 Je-li y obdr¿ený vektor, je mno¿ina mo¿ných chybových vektorù ten

koset mno¿iny C, který obsahuje vektor y.

Dukaz. Bylo-li obdr¿eno slovo y, je vektor e chybový vektor právì tehdy, kdy¿ exis-

tuje kódové slovo c ∈ C tak, ¿e y − c = e. Ale C je podprostor; tedy i −c ∈ C, tj.

e = y + c^′ a e ∈ y + C.

Co to je dekódování podle pravidla minimální vzdálenosti? To není nic jiného, ne¿ nalezení chybového vektoru s minimální vahou. Známe-li tedy, pro ka¿dý koset jeho prvek minimální váhy, pak máme základ pro dekódování podle pravidla minimální vzdálenosti. Øekneme pak, ¿e vektor e je reprezentant kosetu H, jestli¿e má nejmenźí váhu ze vźech vektorù obsa¿ených v H = e+C. Zdùraznìme, ¿e takovýto reprezentant nemusí být vybrán jednoznaènì.

Algoritmus I

Krok 1: Po pøijetí vektoru y najdeme reprezentanta z_0 kosetu y − C.

Krok 2: Vektor y pak dekódujeme jako¿to kódové slovo y − z_0.

Evidentnì, Krok 1 mù¿e být velmi èasovì nároèný. Urychlíme jej pou¿itím následující vlastností lineárních kódù.

Lemma 7.2 Dva vektory y_1 a y_2 le¿í v tém¿e kosetu právì tehdy, kdy¿ Hy^⊤_1 = Hy^⊤_2 .

Dukaz. Dva vektory y_1 a y_2 le¿í v tém¿e kosetu právì tehdy, kdy¿ existuje kódové

slovo c ∈ C tak, ¿e

y_1 = y_2 + c tj. Hc^⊤ = H(y_1 − y_2)^⊤ = 0 tj. Hy^⊤_1 = Hy^⊤_2 .

7. PRAVIDLO MINIMÁLNÍ VZDÁLENOSTI PRO LINEÁRNÍ KÓDY 81

De˛nujme syndrom kosetu H = a + C jako¿to vektor Ha^⊤ délky k. Evidentnì, je tato de˛nice korektní. Máme tedy pro ka¿dý koset H jeho syndrom a jeho reprezentanta kosetu. Máme-li tedy pøedem vypoètenou tabulku, ve které je pro ka¿dý syndrom urèen pøísluźný reprezentant, mù¿eme urychlit výźe uvedný algoritmus následovnì:

Algoritmus II { poloe˛cientní

Krok 1a: Po pøijetí vektoru y najdeme syndrom Hy^⊤.

Krok 1b: Z výźe uvedené tabulky najdeme odpovídajícího reprezentanta z_0 kosetu y − C. Krok 2: Vektor y pak dekódujeme jako¿to kódové slovo y − z_0.

Platí pak

Vìta 7.3 Algoritmus II pracuje jako¿to dekódovací pravidlo podle minimální vzdále-

nosti pro lineární kód C.

Dukaz. Poznamenejme nejprve, ¿e ka¿dé obdr¿ené slovo y mù¿eme dekódovat ja-

ko¿to kódové slovo. To je z toho dùvodu, ¿e y a z_0 jsou ve stejném kosetu a tedy

y − z_0 ∈ C. Pøedpokládejme, ¿e existuje kódové slovo c tak, ¿e

d(y, y − z_0) > d(y, c).

To je ekvivalentní s tím, ¿e

d(0, z_0) > d(y − c, 0)

tj. w(z_0) > w(y − c).

Ale pak

H(y − c)^⊤ = Hy^⊤ − Hc^⊤ = Hy^⊤,

proto¿e c je kódové slovo. Zejména tedy má y − c stejný syndrom jako y, le¿í ve stejném kosetu a a má váhu ostøe menźí ne¿ je váha reprezentanta kosetu z_0, co¿ je spor.

V dalźím budeme pøedpokládat, ¿e kódování a dekódování pro lineární [n, k]-kód C = {c_1, . . . , c_M , c_1 = 0 pøi pøenosu binárním symetrickým kanálem s pravdìpodobností chyby p bude probíhat pomocí následující tabulky

Dále pøedpokládejme, ¿e ka¿dý reprezentant f_i pøísluźného kosetu má váhu wt(f_i). Platí pak následující tvrzení. Oznaème, pro 1 ≤ j ≤ n, w_j poèet reprezentantù váhy j.

82 KAPITOLA 4. KÓDY OPRAVUJÍCÍ CHYBY

Vìta 7.4 Buï C binární lineární [n, k]-kód. Pak pravdìpodobnost správného dekódo-

vání pøi pøenosu binárním symetrickým kanálem je

P (správné dekódování) = s∑ i=1 p^{wt(fi)}(1 − p)^{n−wt(fi)} tj. P (správné dekódování) = n∑ j=1 w_jp^j(1 − p)^{n−j}. Dukaz. Proto¿e reprezentant f_i pøísluźného kosetu má váhu wt(f_i), pravdìpodobnost,

¿e nám vznikne z c slovo d je stejná, ¿e nám vznikne z 0 pøísluźný reprezentant f_i tj. P (reprezentant je f_i) = p^{wt(fi)}(1 − p)^{n−wt(fi)}.

Posèítáme-li pøes vźechny reprezentanty, obdr¿íme po¿adované tvrzení.

Nevýhody této kódovací metody lze nejlépe vidìt na následujícím pøíkladu.

Pøíklad 7.5 Pøedpokládejme, ¿e C je binární kód, jeho¿ generující matice G je urèena

následovnì G = [ 1 0 1 0 0 1 1 1 ] . Pak kontrolní matice H má tvar H = [ 1 1 1 0 0 1 0 1 ] . Kódová slova kódu C jsou 0000, 1010, 0111, 1101.

Pøísluźná prohlí¿ecí tabulka má tvar

Syndrom s Reprezentant z_0 kosetu H, s = Hz^⊤_0

00 0000 10 0010 01 0001 11 0100

.

0 c_2 c_3 · · · c_M f_2 f_2 + c_2 f_2 + c_3 · · · f_2 + c_M f_3 f_3 + c_2 f_3 + c_3 · · · f_3 + c_M . . . . . . . . . . f_s f_s + c_2 f_s + c_3 · · · f_s + c_M

8. BINÁRNÍ HAMMINGOVY KÓDY 83

Pøedpokládejme tedy, ¿e jsme obdr¿eli vektor y = 1111. Je ho syndrom je vektor

Hy^⊤ = 10. Odpovídající reprezentant je 0010, je tedy slovo 1111 dekódováno jako¿to

1101. Poznamenejme, ¿e tato prohlí¿ecí tabulka není urèena jednoznaènì, napøíklad za reprezentanta syndromu 10 lze vzít vektor 0111.

V pøípadì binárního [n, k]-kódu máme právì |V_n|/|C| = 2^{n−k} (obecnì pak q^{n−k}) rùzných kosetù; zejména tedy bude mít prohlí¿ecí tabulka v Kroku 1(b) právì 2^{n−k} rùzných polo¿ek. Prohledávání takovéto tabulky je pro velká k, n velmi nároèné. Avźak ostatní výhody této metody opravòují její źiroké pou¿ívání.

8 Binární Hammingovy kódy

Abychom ilustrovali døíve uvedené techniky, uva¿me následující pøíklad. Omezme naźi pozornost na binární pøíklad; buï r nìjaké kladné celé èíslo a polo¿me n = 2^r − 1. Dále de˛nujme kontrolní matici H jako¿to matici typu r × (2^r − 1), její¿ sloupce tvoøí vźechny navzájem rùzné nenulové vektory z V_r. Pak H je kontrolní matice binárního [n, k]-kódu, kde n = 2^r − 1, k = n − r. Mluvíme pak o Hammingovì [n, k]-kódu .

Klíèovou vlastnost Hammingových kódù lze zformulovat v následující vìtì.

Vìta 8.1 Ka¿dý Hammingùv kód je perfektní kód opravující jednu chybu. Dukaz. Nejprve uka¿mì, ¿e minimální vzdálenost ka¿dého Hammingova kódu je ale-

spoò 3. Proto¿e C je lineární kód, je minimální vzdálenost d(C) rovna minimální váze vektorù z C.

Pøedpokládejme nejprve, ¿e C má kódové slovo u váhy 1 s nenulovým vstupem v i-té souøadnici. Pak platí

Hu^⊤ = 0,

tj. i-tý sloupec h_i matice H je nulový, co¿ není z de˛nice matice H mo¿né. Pøedpokládejme dále, ¿e C má kódové slovo v váhy 2 s nenulovými vstupy v i-té a j-té souøadnicích. Pak platí

Hv^⊤ = 0, tj. h_i + h_j = 0.

Proto¿e pracujeme s binárními kódy, je nutnì

h_i = h_j,

co¿ není mo¿né. je tedy d(C) ≥ 3. Uka¿me, ¿e C je perfektní. Poznamenejme, ¿e ka¿dá 1-koule kolem kódového slova bude obsahovat právì 1 + n = 2^r vektorù délky n = 2^r − 1. Proto¿e C obsahuje právì 2^k = 2^{n−r} kódových slov, disjunktní sjednocení tìchto 1-koulí je právì celá mno¿ina V_n vektorù délky n, jich¿ je právì 2^n = 2^{n−r} · 2^r.

84 KAPITOLA 4. KÓDY OPRAVUJÍCÍ CHYBY

Dùle¿itým dùsledkem perfektnosti Hammingových kódù je, ¿e

1. Pro Hammingùv [n, k]-kód jsou reprezentanti kosetù vektory z V_n váhy ≤ 1.

To vede k následujícímu elegantnímu dekódovacímu algoritmu pro Hammingovy kódu. Nejprve poznamenejme:

2. Sloupce matice H lze pøemístit tak, ¿e j-tý sloupec matice H je právì binární reprezentace èísla j.

Je-li obdr¿en vektor y, spoètìme jeho syndrom Hy^⊥ a pøedpokládejme, ¿e reprezentuje èíslo j. Pøedpokládáme-li pouze jednu chybu, pravidlo minimální vzdálenosti (=pravidlo maximální pravdìpodobnosti) nám dává:

(a) Pokud j = Hy^⊥ = 0, pak nepøedpokládáme ¿ádnou chybu a y je kódové slovo.

(b) Pokud j = Hy^⊥ ≠ 0, pak pøedpokládáme chybu v j-té pozici a dekódujeme

y jeho zmìnou v j-té pozici.

Pøíklad 8.2 Hammingùv [7, 4]-kód má matici kontroly parity H = 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 .

Pøedpokládejme, ¿e jsme obdr¿eli vektor y = (1, 0, 1, 0, 1, 1, 0). Pak Hy^⊤ = (001). Tedy za pøedpokladu, ¿e nenastala více ne¿ jedna chyba, pøedpokládáme, ¿e se chyba vyskytla na prvním místì a dekódujeme pak y jako¿to y^∗,

y^∗ = (0, 0, 1, 0, 1, 1, 0).

Cvièení 8.3

1. Napiźte matici kontroly parity binárního [15, 11, 3]-kódu. Jak bychom dekódovali obdr¿ené vektory:

(a) (100000000000000), (b) (111111111111111)?

9 Cyklické kódy

Diskutujme nyní dùle¿itou skupinu lineárních kódù. Kód C se nazývá cyklický, jestli¿e platí následující podmínky:

9. CYKLICKÉ KÓDY 85

1. C je lineární,

2. pokud vektor w = (w_1, . . . , w_n) ∈ C, pak i vektor w^′ = (w_n, w_1, . . . , w_{n−1}) ∈ C.

Tyto kódy mají atraktivní algebraické vlastnosti a mù¿eme je snadno sestrojit pomocí lineárních posouvacích registrù (blí¿e viz [7]).

Budeme dále pracovat pouze v binárním pøípadì a bìhem tohoto paragrafu budeme identi˛kovat vektor

w = (w_1, . . . , w_n)

s polynomem w(x) = w_1 + w_2x + w_3x^2 + . . . + w_nx^{n−1}.

Dále budeme poèítat pouze v okruhu R_n binárních polynomù stupnì nejvýźe n − 1 modulo polynom x^n − 1. Tedy R_n se skládá z polynomù stupnì ≤ n − 1 s koe˛cienty 0 a 1 tak, ¿e platí následující pravidla pro sèítání a násobení polynomù:

a(x) + b(x) = ∑n−1 i=0 (a_i + b_i)x^i a(x) · b(x) = a(x)b(x) mod (x^n − 1).

Základním pozorováním je následující skuteènost: posunu v kódovém slovì odpovídá násobení odpovídajícího polynomu monomem x v okruhu R_n. Toti¿ w(x) · x = w_1x + w_2x^2 + w_3x^3 + . . . + w_{n−1}x^{n−1} + w_nx^n mod (x^n − 1) = w_1x + w_2x^2 + w_3x^3 + . . . + w_{n−1}x^{n−1} + w_nx^0.

Platí pak následující lemma

Lemma 9.1 Je-li w(x) polynomiální reprezentace kódového slova w ∈ C, je i w(x)f(x)

kódové slovo pro ka¿dý polynom f stupnì nejvýźe n − 1.

Dukaz. Proto¿e w(x) ∈ C, je i xw(x) ∈ C (posunutí o 1 místo doprava). Nutnì tedy

pro ka¿dé pøirozené èíslo k platí, ¿e x^kw(x) ∈ C. Ale proto¿e je C lineární kód, je i libovolná lineární kombinace kódových slov tvaru x^kw(x) opìt v C, zejména tedy je polynom f(x)w(x) v C.

Lemma 9.2 Je-li g(x) nenulový polynom minimálního stupnì v C, pak g(x) generuje

kód C v tom smyslu, ¿e ka¿dé kódové slovo w(x) ∈ C je tvaru w(x) = f(x)g(x) pro vhodný polynom f(x).

Dukaz. Pøedpokládejme, ¿e existuje w(x) ∈ C, které nelze napsat ve výźe uvedeném

tvaru. Pak lze psát w(x) = q(x)g(x) + r(x), kde r(x) je zbytek po dìlení polynomem g(x) tj. jeho stupeò je menźí ne¿ stupeò polynomu g(x). Ale nutnì q(x)g(x), w(x) ∈ C tj. r(x) ∈ C tj. nutnì je r(x) nulový polynom, spor. Tedy je ka¿dý polynom z C násobkem g(x).

86 KAPITOLA 4. KÓDY OPRAVUJÍCÍ CHYBY

Mluvíme pak o polynomu g(x) jako¿to o generujícím polynomu kódu C. Tím pak dostaneme velmi dobrou reprezentaci kódu C. Pøipomeòme dále, ¿e cyklický kód není nic jiného ne¿ ideál v okruhu polynomu a 9.2 plyne bezprostøednì z toho, ¿e ka¿dý ideál v okruhu polynomù je hlavní ideál.

Pøíklad 9.3 Pøedpokládejme, ¿e n = 3 a násobení je provádìno modulo polynom

x^3 − 1. Pak kód C = {0, 1 + x, x + x^2, 1 + x^2}

je cyklický a generován polynome 1 + x. Standardní reprezentace kódu C sestává z vektorù {(0, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1)}.

Lemma 9.4 Je-li C cyklický kód délky n s generujícím polynomem g(x) = g_1 + g_2x +

. . . + g_kx^{k−1}, pak jeho generující matice typu (n − k + 1) × n má tvar

G = g_1 g_2 g_3 . . . g_k 0 0 . . . 0 0 g_1 g_2 . . . g_{k−1} g_k 0 . . . 0 0 0 g_1 . . . g_{k−2} g_{k−1} g_k . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . g_{k−2} g_{k−1} g_k .

Dukaz. Evidentnì, øádky matice G jsou lineárnì nezávislé. Uka¿me, ¿e ka¿dé kódové

slovo lze reprezentovat pomocí tìchto øádkù. Je-li tedy c = (c_0, c_1, . . . , c_{n−1}) kódové slovo, je odpovídající polynom

c(x) = c_0 + c_1x + . . . + c_{n−1}x^{n−1}

tvaru c(x) = g(x)f(x) (mod(x^{n1} − 1))

pro jistý polynom f stupnì nejvýźe ≤ n − 1. Ale to neznamená nic jiného, ne¿ ¿e c(x) = n−1∑ i=0 f_ix^ig(x) (mod(x^{n1} − 1));

tj. polo¿íme-li g^{(i)}(x) = x^ig(x) a je-li g^{(i)} odpovídající reprezentace polynomu g^{(i)}(x) (i + 1-ní øádek matice G), máme

c =^{n−1∑}_{i=0} f_ig^{(i)}.

10. MARINERÙV KÓD A REED-MULLEROVY KÓDY 87

Lemma 9.5 Je-li g generující polynom cyklického kódu délky n C, pak g dìlí polynom

(x^{n1} − 1).

Dukaz. Pøedpokládejme, ¿e tomu tak není. Mù¿eme pak psát x^n − 1 = g(x)q(x) + r(x), kde r(x) je nenulový polynom se stupnìm menźím ne¿ je stupeò g. Proto¿e q(x)f(x) ∈ C a r = −qg v tomto okruhu, plyne z linearity, ¿e i r je kódové slovo, tj. se nemù¿e jednat o polynom minimálního stupnì a tedy r = 0, spor.

Lemma 9.6 Je-li dán polynom p stupnì < n, pak mno¿ina vźech polynomù C =

{qp(mod(x^{n1} − 1)) : q je polynom stupnì < n} je cyklický kód délky n.

Dukaz. Evidentnì, C je lineární kód. Zároveò, je-li qp ∈ C, je i xqp ∈ C tj. C je

cyklický kód.

10 Marinerùv kód a Reed-Mullerovy kódy

V tomto odstavci se budeme vìnovat dalźím dvìma pøíkladùm, kdy pomocí klasické moderní algebry byly zkonstruovány a vyvinuty nové tøídy kódù.

10.1 Hadamardovy kódy

Kódování R(1, 5) pou¿ité v roce 1969 kosmickým korábem Mariner 9 pro pøenos fotogra˛í z Marsu je speciálním pøípadem následujících obecných kódù.

Nejprve si pøipomeòme nìkteré pojmy z moderní algebry. Hadamardova matice je matice H typu n × n, její¿ koe˛cienty jsou buï +1 nebo −1 tak, ¿e

HH^T = nE_n, (4.12)

kde E_n je jednotková matice typu n × n.

Jsou-li dále A a B ètvercové matice typu m × m a n × n, de˛nujeme jejich Kroneckerùv souèin jako matici A ⊗ B typu mn × mn

A ⊗ B = a_{11}B a_{12}B . . . a_{1m}B . . . . . . a_{m1}B a_{m2}B . . . a_{mm}B . (4.13)

Pøímým výpoètem pak snadno doká¿eme:

88 KAPITOLA 4. KÓDY OPRAVUJÍCÍ CHYBY

Lemma 10.1 Jsou-li H_1 a H_2 Hadamardovy matice, je jejich Kroneckerùv souèin

H_1 ⊗ H_2 Hadamardova matice.

Dukaz. Poèítejme G = (H_1⊗H_2)(H_1⊗H_2)^T . Pak g_{ij}, i = i+n·(^i−1), j = j+n·(^j−1).

Zejména g_{ij} = ∑m l=1 a^_{il}a^_{jl}( ∑n k=1 b_{ik}b_{jk}). Pokud i = j, je nutnì ^i = ^j a i = j a tedy i g_{ii} = ∑m l=1 a^_{il}a^_{il}( ∑n k=1 b_{ik}b_{ik}). Ale ∑n k=1 b_{ik}b_{ik} = n a tedy g_{ii} = ∑m l=1 a^_{il}a^_{il}n = mn. Nechż tedy i ≠ j. Pak buï i ≠ j nebo ^i ≠ ^j. Nechż napøíklad ^i ≠ ^j. Pak g_{ij} = ( ∑m l=1 a^_{il}a^_{jl})( ∑n k=1 b_{ik}b_{jk}) = 0( ∑n k=1 b_{ik}b_{jk}) = 0.. Nechż tedy i ≠ j. Podobnì, g_{ij} = ( ∑m l=1 a^_{il}a^_{jl})( ∑n k=1 b_{ik}b_{jk}) = ( ∑m l=1 a^_{il}a^_{jl})0 = 0.

Zaèneme-li tedy s nejmenźí netriviální Hadamardovou maticí

H_2 = [ 1 1 1 −1 ] , mù¿eme postupnì iterovat Kroneckerovým souèinem, abychom obdr¿eli posloupnost Hadamardových matic s exponenciálnì rostoucím typem. Chceme-li pak tuto posloupnost pou¿ít pro úèely kódování, pøedpokládejme, ¿e H je Hadamardova matice rozmìru n × n, pøièem¿ n je sudé. De˛nujme pak A jako¿to matici typu 2n × n A = [ H −H ] . Pak de˛nujme M jako¿to matici, kterou získáme z matice A tak, ¿e nahradíme ka¿dý výskyt −1 v A èíslem 0.

Snadno se ovìøí následující tvrzení

Lemma 10.2 Hadamardovo kódování

1. Jsou-li x a y dva rùzné øádky matice M, je pak vzdálenost d(x, y) vektorù x a

y rovna èíslu^n_2 nebo n.

2. Øádky matice M tvoøí binární (n, 2n,^n_2 )-kód.

Dukaz. Snadné cvièení. Toti¿, vezmeme-li 2 rùzné øádky vzniklé z H, nutnì je poèet

míst, kde se øádky liźí, roven poètu míst, kde jsou oba øádky stejné, tj. d(x, y) =^n_2 . Podobnì, vezmeme-li 2 rùzné øádky, z nich¿ jeden vznikl z H a druhý z −H a zároveò oba z rùzných vektorù z H, je nutnì opìt poèet míst, kde se øádky liźí, roven poètu míst, kde jsou oba øádky stejné, tj. opìt d(x, y) =^n_2 . Pøípad, kdy oba øádky vznikly ze stejného vektoru, nám dává vzdálenost rovnu n. Poslední pøípad, kdy oba øádky vznikly z −H, se pøevede na první pøípad. Zbývající èást tvrzení je triviální.

Provedeme-li výźe uvedené pìtkrát za sebou na matici H_2, obdr¿íme n = 32 a to je pøesnì kódování pou¿ité Marinerem. Kódy získané výźe uvedeným postupem se nazývají Hadamardovy kódy.

10. MARINERÙV KÓD A REED-MULLEROVY KÓDY 89 10.2 Reed-Mullerovo kódování

Tato prakticky dùle¿itá tøída kódù byla objevena I.S. Reedem a D.E. Mullerem v roce 1954. Abychom mohli popsat tyto kódy, budeme nejprve prezentovat jednoduchý zpùsob zkonstruování nových kódování ze starých pùvodních.

Lemma 10.3 Je-li dán (n, M_1, d_1) binární kódování C_1 a jiné (n, M_2, d_2) binární

kódování C_2, mù¿eme pak de˛novat tøetí binární kódování C_3 = C_1 ∗ C_2 jako¿to C_3 = {(u, u + v) : u ∈ C_1, v ∈ C_2}.

Pøitom C_3 je (2n, M_1M_2, d_3)-kód, kde d_3 = min{2d_1, d_2}. (4.14)

Dukaz. Toti¿ délka kódových slov v C_3 je nutnì 2n a snadno se ovìøí, ¿e jich je právì

M_1M_2. To plyne z toho, ¿e pokud (u_1, u_1 + v_1) = (u_2, u_2 + v_2) je nutnì u_1 = u_2 a tedy i v_1 = v_2. Takovýchto uspoøádaných dvojic (u, v) je právì M_1M_2. Zbývá ovìøit, ¿e minimální délka kódování C_3, kterou znaèíme d_3, je rovna min{2d_1, d_2}. To je ale zøejmé. Toti¿, je-li (u_1, u_1 +v_1) ≠ (u_2, u_2 +v_2), pak mohou nastat následující pøípady

1. u_1 = u_2: pak d(v_1, v_2) = d((u_1, u_1 + v_1), (u_2, u_2 + v_2)) ≥ d_2. 2. v_1 = v_2: pak d(u_1, u_2) + d(u_1, u_2) = d((u_1, u_1 + v_1), (u_2, u_2 + v_2)) ≥ 2d_1. 3. v_1 ≠ v_2 a v_1 ≠ v_2: pak oznaèíme-li I_n = {i : π_i(u_1) ≠ π_i(u_2)}, I_e = {i :

π_i(u_1) = π_i(u_2)}, J_n = {i : π_i(v_1) ≠ π_i(v_2)}, J_e = {i : π_i(v_1) = π_i(v_2)}, je

d((u_1, u_1 +v_1), (u_2, u_2 +v_2)) = |I_n| + |J_e ∩ I_n| + |J_n ∩ I_e| = |J_n| +2|J_e ∩ I_n| ≥ d_2.

Pøitom v prvním a druhém pøípadì mù¿e pro vhodnì vybrané dvojice nastat rovnost, tj. tvrzení platí.

De˛nujme nyní rekurzivnì Reed-Mullerùv kód C(r, m) pøedpisem: Pro vźechna nezáporná celá èísla m a r taková, ¿e 0 ≤ r ≤ m, de˛nujeme C(r, m) jako¿to kód délky n = 2^m takový, ¿e C(0, m) = {0, 1}, (4.15)

kde 0 = (0, 0, . . . , 0) a 1 = (1, 1, . . . , 1), C(m, m) je mno¿ina vźech binárních vektorù

délky n = 2^m tj. C(m, m) = 2^{2m} a C(r + 1, m + 1) = C(r + 1, m) ∗ C(r, m) (4.16)

90 KAPITOLA 4. KÓDY OPRAVUJÍCÍ CHYBY

pro r < m. Mù¿eme pak tyto kódy konstruovat následovnì:

m = 1 C(0, 1) = {00, 11} C(1, 1) = {00, 01, 10, 11} m = 2 C(0, 2) = {0000, 1111} C(1, 2) = C(1, 1) ∗ C(0, 1) = {0000, 0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100, 1111}

atd. Aplikujeme-li nyní lemma 10.3, obdr¿íme následující vìtu:

Vìta 10.4 Pro vźechna nezáporná celá èísla m a r taková, ¿e 0 ≤ r ≤ m je Reed-

Mullerùv C(r, m) binární kód charakteristiky (n_r, M_r, d_r), kde

1. M_r = 2^a, kde a = ∑r i=0 ( m i ) = 1 + ( m 1 ) + . . . + ( m r ) , 2. n_r = 2^m,

3. d_r = 2^{m−r}.

Dukaz. Dùkaz povedeme indukcí vzhledem k de˛nici C(r, m). Toti¿ pro C(0, m) = {0, 1} je poèet slov M_0 roven dvìma a proto¿e zároveò nutnì a = 1, první èást

tvrzení pro C(0, m) platí. Proto¿e délka n_r vektorù je dle de˛nice 2^m, platí druhá èást tvrzení. Proto¿e kód obsahuje pouze dva vektory, které se liźí na n_r = 2^m místech, je vzdálenost kódu rovna n_r = 2^{m−0} = d_r. Uva¿me nyní kód C(m, m), co¿ je mno¿ina vźech binárních vektorù délky n = 2^m = n_m. Je tedy v naźem pøípadì a = n a tedy i M_m = 2^a.Vzdálenost kódu je pak nutnì 1 = 2^{m−m}. Vìnujme se nyní pøípadu C(r + 1, m + 1) = C(r + 1, m) ∗ C(r, m). Z indukèního pøedpokladu a lemmatu 10.3 víme, ¿e

M_{r+1} = 2 ∑_{r+1} i=0 ( m i ) · 2 ∑_r i=0 ( m i ) = 2 ∑_{r+1} i=0 ( m i ) + ∑_r i=0 ( m i ) = 2 ∑_{r+1} i=0 ( m i ) . Dále víme, ¿e n_{r+1} = 2 · 2^m = 2^{m+1} a d_{r+1} = min{2 · 2^{m−r−1}, 2^{m−r}} = 2^{m−r} = 2^{m+1−(r+1)}.

Problémy 4.1 1. Uka¿te, ¿e pokud platí

(a) 2^k ∑d−2 i=0 ( n − 1 i ) < 2^n,

pak existuje binární lineární [n, k]-kód s minimální vzdáleností alespoò d. Tudí¿ odvoïte, ¿e

10. MARINERÙV KÓD A REED-MULLEROVY KÓDY 91

(a) 2^k ≤ A_2(n, d),

kde k je nejvìtźí pøirozené èíslo splnující nerovnost (1). Návod: Zkonstruujte matici H typu (n − k) × n, takovou, ¿e její hodnost je nejvýźe d − 2.

2. Uka¿te, ¿e je-li H Hadamardova matice øádu n, je nutnì n = 1, 2 nebo je n násobek 4. Poznamenejme, ¿e existuje hypotéza, ¿e pokud n je násobek ètyø, existuje Hadamardova matice øádu n.

92 KAPITOLA 4. KÓDY OPRAVUJÍCÍ CHYBY

Pøíloha A

Náhodné jevy a náhodné velièiny

Tento dodatek obsahuje základní pojmy nutné pro pochopení probírané látky. Je zalo¿en na skriptech [4].

1 Mìøitelný prostor a vztahy mezi náhodnými jevy

Neprázdnou mno¿inu mo¿ných výsledkù náhodného pokusu znaèíme ˙ a nazýváme ji základní prostor . Mo¿né výsledky náhodného pokusu znaèíme ω_t, t ∈ T , kde T je indexová mno¿ina.

Systém podmno¿in A základního prostoru ˙, který

1. obsahuje základní prostor,

2. s ka¿dými dvìma mno¿inami obsahuje i jejich rozdíl,

3. obsahuje-li ka¿dou ze spoèetné posloupnosti mno¿in, obsahuje i jejich sjednocení

se nazývá jevové pole .

Poznamenejme, ¿e má-li základní prostor alespoò dva prvky, není jevové pole uvedenými tøemi axiomy urèeno jednoznaènì.

Je-li A ∈ A, øekneme, ¿e A je náhodný jev vzhledem k jevovému poli A. Dvojici

(˙, A) nazveme mìøitelný prostor , mno¿inu ˙ pak nazveme jistý jev, mno¿inu ∅

nemo¿ný jev. Prvek ω ∈ ˙ nazveme elementární jev. Nechż I je libovolná neprázdná indexová mno¿ina. Pak ⋂ i∈I A_i znaèí spoleèné nastoupení náhodných jevù A_i, i ∈ I a ⋃ i∈I A_i znaèí nastoupení alespoò jednoho z náhodných jevù A_i, i ∈ I. A_i = ˙ − A_i znaèí opaèný náhodný jev k náhodnému jevu A_i, i ∈ I. Pøitom to, ¿e ω ∈ A_i, i ∈ I znamená, ¿e mo¿ný výsledek ω je pøíznivý jevu A_i.

Nechż i, j ∈ I. Pak A_i − A_j znamená nastoupení jevu A_i za nenastoupení jevu A_j, A_j ⊆ A_i znamená, ¿e náhodný jev A_j má za dùsledek náhodný jev A_i a A_i ∩ A_j = ∅ znamená, ¿e náhodné jevy A_i a A_j jsou nesluèitelné.

94 PØÍLOHA A. NÁHODNÉ JEVY A NÁHODNÉ VELIÈINY

2 Pravdìpodobnostní prostor

Nechż (˙, A) je mìøitelný prostor. Pravdìpodobností rozumíme reálnou mno¿inovou funkci P : A → R, která je

1. nezáporná (pro vźechna A ∈ A je P (A) ≥ 0),

2. spoèetnì aditivní (∀^∞_{i=1}∀^∞_{j=i+1}A_i ∩ A_j = ∅ =⇒ P ( ⋃∞ i=1 A_i) = ∑∞ i=1 P (A_i)),

3. normovaná (P (˙) = 1).

Trojice (˙, A, P ) se nazývá pravdìpodobnostní prostor. Za pøedpokladu, ¿e A ≠ {∅, ˙}, není pravdìpodobnost P uvedenými tøemi axiomy jednoznaènì urèena.

3 Klasická pravdìpodobnost

Nechż základní prostor ˙ je koneèná neprázdná mno¿ina a nechż jevové pole A obsahuje vźechny podmno¿iny základního prostoru tj. A = 2^Ω. Oznaème m(˙) = |˙| poèet vźech mo¿ných výsledkù a pro libovolný jev A ∈ A oznaème m(A) = |A| poèet mo¿ných výsledkù pøíznivých jevu A. Pak reálnou funkci P : A → R de˛novanou pro vźechna A ∈ A vztahem P (A) = m(A) m(˙) nazveme klasická pravdìpodobnost. Vźem elementárním jevùm pak pøiøazujeme stejnou pravdìpodobnost^1_{m(Ω)} . Není-li tato podmínka splnìna, nelze klasickou pravdìpodobnost pou¿ít.

Vìta 3.1 Buïte A_1, . . . , A_n ∈ A libovolné náhodné jevy. Pak platí P ( ⋃n i=1 A_i) = ∑n i=1 P (A_i) − ∑ 1≤i<j≤n P (Ai ∩ Aj) + . . . + (−1)^l ∑ 1≤i1<...<i_l≤n P (Ai1 ∩ . . . ∩ Ail ) + . . . + (−1) n−1P (A_1 ∩ . . . ∩ A_n). 4 Podmínìná pravdìpodobnost

Nechż (˙, A, P ) je pravdìpodobnostní prostor, H ∈ A náhodný jev s nenulovou pravdìpodobností. Pro ka¿dé A ∈ A de˛nujeme podmínìnou pravdìpodobnost vzorcem P (A|H) = P (A ∩ H) P (H) . Vìta 4.1 Vìta o násobení pravdìpodobností Nechż (˙, A, P ) je pravdìpodob-

nostní prostor, A_1, . . . , A_n ∈ A náhodné jevy takové, ¿e P (A_1 ∩ . . . ∩ A_{n−1}) > 0. Pak platí P (A_1 ∩ . . . ∩ A_n) = P (A_1) · P (A_2|A_1) · P (A_3|A_1 ∩ A_2) · . . . · P (A_n|A_1 ∩ A_2 ∩ . . . ∩ A_{n−1}).

5. STOCHASTICKY NEZÁVISLÉ NÁHODNÉ JEVY 95

Nechż (˙, A, P ) je pravdìpodobnostní prostor a nechż je dán rozklad (H_i : i ∈ I) základního prostoru ˙ na nejvýźe spoèetnì mnoho jevù H_i o nenulových pravdìpodobnostech P (H_i). Øíkáme, ¿e je dán úplný systém hypotéz. Potom

1. pro libovolný jev A ∈ A platí formule úplné pravdìpodobnosti:

P (A) = ∑ i∈I P (H_i) · P (A|H_i), 2. pro náhodný jev A s nenulovou pravdìpodobností a pro libovolný jev H_k z úplného systému hypotéz platí 1. Bayesùv vzorec: P (H_k|A) = P (H_k) · P (A|H_k) ∑ i∈I P (H_i) · P (A|H_i) , 3. pro náhodný jev A s nenulovou pravdìpodobností a pro libovolný jev B ∈ A platí 2. Bayesùv vzorec: P (B|A) = ∑ i∈I P (H_i) · P (A|H_i) · P (B|A ∩ H_i) ∑ i∈I P (H_i) · P (A|H_i) . Pou¿ití 1. Bayesova vzorce: V souladu s textem úlohy stanovíme jevy H_i, i ∈ I, které se navzájem vyluèují a pøitom vyèerpávají vźechny mo¿nosti. Jeden z nich musí být náhodný jev, jeho¿ pravdìpodobnost nás zajímá. Jev, o nìm¿ je v úloze øeèeno, ¿e skuteènì nastal, oznaèíme A. Pak pro i ∈ I vypoèteme apriorní pravdìpodobnosti P (H_i) a podmínìné pravdìpodobnosti P (A|H_i). Dosazením do 1. Bayesova vzorce vypoèteme aposteriorní pravdìpodobnost P (H_k|A).

Pou¿ití 2. Bayesova vzorce: Stanovíme opìt úplný systém hypotéz H_i, i ∈ I. Jev, který skuteènì nastal, oznaèíme A a náhodný jev, na jeho¿ pravdìpodobnost se ptáme, oznaèíme B. Pak pro i ∈ I vypoèteme apriorní pravdìpodobnosti P (H_i) a podmínìné pravdìpodobnosti P (A|H_i) a P (B|A ∩ H_i). Dosazením do 2. Bayesova vzorce dostaneme pravdìpodobnost P (B|A).

Charakteristický znak, který odliźuje úlohy vedoucí na 1. Bayesùv vzorec od úloh vedoucích na 2. Bayesùv vzorec spoèívá v tom, ¿e v prvním pøípadì se ptáme na pravdìpodobnost jevu, který je toto¿ný s jednou z hypotéz, kde¿to ve druhém pøípadì se ptáme na pravdìpodobnost jevu, který je zcela nový a nesouvisí s ostatními jevy v úloze popsanými.

5 Stochasticky nezávislé náhodné jevy

Nechż (˙, A, P ) je pravdìpodobnostní prostor. Øekneme, ¿e náhodné jevy A_1, A_2, . . . , A_n jsou stochasticky nezávislé vzhledem k pravdìpodobnosti P , jestli¿e platí multiplikativní vztahy:

96 PØÍLOHA A. NÁHODNÉ JEVY A NÁHODNÉ VELIÈINY

∀i < j : P (A_i ∩ A_j) = P (A_i) · P (A_j) ∀i < j < k : P (A_i ∩ A_j ∩ A_k) = P (A_i) · P (A_j) · P (A_k) . . . P (A_1 ∩ . . . ∩ A_n) = P (A_1) · . . . · P (A_n).

De˛nici lze rozźíøit i na spoèetnou posloupnost jevù: Øekneme, ¿e jevy A_1, A_2, . . . , A_k, . . . ∈

A jsou stochasticky nezávislé vzhledem k pravdìpodobnosti P , jestli¿e pro vźechna

pøirozená n jsou stochasticky nezávislé náhodné jevy A_1, A_2, . . . , A_n.

Ovìøujeme-li stochastickou nezávislost náhodných jevù, musíme prozkoumat platnost vźech multiplikativních jevù.

Je-li v textu úlohy øeèeno, ¿e jevy jsou stochasticky nezávislé a máme-li stanovit pravdìpodobnost nastoupení alespoò jednoho z tìchto jevù, vyu¿ijeme de Morganova pravidla a poèítáme P ( n⋃ i=1 A_i) = P ( n⋂ i=1 A_i) = 1 − P ( n⋂ i=1 A_i) = 1 − n∏ i=1 (1 − P (A_i)).

6 Borelovské mno¿iny a náhodné velièiny

Nechż n je pøirozené èíslo. Mno¿inu R^n nazýváme n-rozmìrným prostorem a mno¿inu

R^∞ = R^N nazýváme spoèetnì rozmìrným prostorem.

Minimální jevové pole na R^n obsahující tøídu vźech intervalù (−∞, x_1]×(−∞, x_2]× . . . × (−∞, x_n] pro (x_1, x_2, . . . , x_n) ∈ R^n, nazýváme n-rozmìrným borelovským polem

B^{(n)} a prvky tohoto pole nazýváme n-rozmìrnými borelovskými mno¿inami. Podobnì

pro spoèetné borelovské pole B^{(∞)}.

Mezi borelovské mno¿iny patøí zejména prázdná mno¿ina, celý koneènì rozmìrný popø. spoèetnì rozmìrný prostor, vźechny jednobodové, koneèné resp. spoèetné mno- ¿iny, vźechny intervaly, vźechny otevøené i uzavøené oblasti a vźechna nejvýźe spoèetná sjednocení takových mno¿in. Kartézský souèin borelovských mno¿in je opìt borelovská mno¿ina, ale vyźźí dimenze.

Zobrazení X : ˙ → R se nazývá náhodná velièina vzhledem k jevovému poli A, jestli¿e ∀B ∈ B : {ω ∈ ˙ : X(ω) ∈ B} = X^{−1}(B) ∈ A, tj. úplný vzor ka¿dé borelovské mno¿iny je náhodným jevem.

Obraz X(ω) se nazývá èíselná realizace náhodné velièiny X pøísluźná k mo¿nému výsledku ω. Jestli¿e nehrozí nebezpeèí nedorozumìní, zapisujeme náhodnou velièinu i její realizaci tým¿ symbolem X. Mno¿inu {ω ∈ ˙ : X(ω) ∈ B} zkrácenì zapisujeme {X ∈ B}.

7. NÁHODNÉ VEKTORY 97

Víme, ¿e ka¿dá mno¿ina typu {X ∈ B} (kde B ∈ B^{(n)}) je jevem. Ve speciálním pøípadì B = {x} nebo B = (−∞, x] píźeme jednoduźeji {X = x} {X ≤ x}. Podmínky mohou být vyjadøovány logickými spojkami negace, konjunkce, disjunkce a implikace. Jim odpovídají mno¿inové operace komplement, prùnik, sjednocení a relace mno¿inové inkluze.

Zápis odpovídající pravdìpodobnosti zkrátíme takto: P ({ω ∈ ˙ : X(ω) ∈ B}) := P (X ∈ B), co¿ je pravdìpodobnost, ¿e náhodná velièina X se realizuje v mno¿inì B; P ({ω ∈ ˙ : X(ω) ∈ B}|{ω ∈ ˙ : Y (ω) ∈ C} := P (X ∈ B|Y ∈ C), co¿ je pravdìpodobnost, ¿e náhodná velièina X se realizuje v mno¿inì B za podmínky, ¿e náhodná velièina Y se realizuje v mno¿inì C.

Funkce ˘ : R → R de˛novaná vztahem ∀x ∈ R : ˘(x) = P (X ≤ x) se nazývá distribuèní funkce náhodné velièiny X vzhledem k pravdìpodobnosti P .

Náhodná velièina X se nazývá diskrétní, jestli¿e existuje funkce π(x) nulová v R s výjimkou nejménì jednoho a nejvýźe spoèetnì mnoha bodù, kde je kladná (vlastnost D1: pro vźechna x ∈ R je π(x) ≥ 0), je normovaná (vlastnost D2: ∑∞ x=−∞ π(x) = 1, kde se sèítají jen kladné hodnoty) a platí pro ni ∀x ∈ R : ˘(x) = ∑ t≤x π(t). Tato funkce se nazývá pravdìpodobnostní funkce náhodné velièiny X. Kromì D1, D2 má tyto vlastnosti: ∀x ∈ R : π(x) = P (X = x), je-li x_0 ∈ R libovolný, ale pevnì daný bod, pak π(x_0) = ˘(x_0) − lim_{x→x}�_0 ˘(x).

Pro diskrétní náhodnou velièinu je charakteristické, ¿e nabývá pouze koneènì nebo nejvýźe spoèetnì mnoha hodnot. Její distribuèní funkce má schodovitý charakter.

Má-li funkce π(x) vlastnosti D1, D2, pak existuje pravdìpodobnostní prostor

(˙, A, P ) a na nìm de˛novaná diskrétní náhodná velièina X tak, ¿e π(x) je její

pravdìpodobnostní funkce.

7 Náhodné vektory

Nechż (˙, A, P ) je pravdìpodobnostní prostor, X_1, X_2, . . . , X_n náhodné velièiny de˛- nované na (˙, A, P ), ˘_1, ˘_2, . . . , ˘_n jejich distribuèní funkce a jedná-li se o diskrétní náhodné velièiny, pak π_1, π_2, . . . , π_n buïte jejich pravdìpodobnostní funkce.

Náhodný vektor je uspoøádaná n-tice X = (X_1, X_2, . . . , X_n). Jeho distribuèní funkci de˛nujeme vztahem:

˘(x_1, x_2, . . . , x_n) = P (X_1 ≤ x_1 ∩ X_2 ≤ x_2 ∩ . . . ∩ X_n ≤ x_n).

Náhodný vektor X = (X_1, X_2, . . . , X_n) se nazývá diskrétní, jestli¿e existuje funkce π(x) nulová v R^n s výjimkou nejménì jednoho a nejvýźe spoèetnì mnoha bodù, kde je kladná (vlastnost D1: pro vźechna x ∈ R^n je π(x) ≥ 0), je normovaná (vlastnost D2: ∑∞ x1=−∞ . . . ∑∞ xn=−∞ π(x1, . . . , xn) = 1, kde se sèítají jen kladné hodnoty) a platí

pro ni ∀x ∈ R : ˘(x_1, . . . , x_n) = ∑ t1≤x1 . . . ∑ tn≤xn π(t1, . . . , tn). Tato funkce se nazývá

pravdìpodobnostní funkce diskrétního náhodného vektoru X. Kromì D1, D2 má tyto

98 PØÍLOHA A. NÁHODNÉ JEVY A NÁHODNÉ VELIÈINY

vlastnosti: ∀x ∈ R^n : π(x) = P (X = x), je-li 1 ≤ i ≤ n libovolný index, pak ∑∞ x1=−∞ . . . ∑∞ x_i�1=−∞ ∑∞ x_i+1=−∞ . . . ∑∞ xn=−∞ π(x1, . . . , xn) = πi(xi). Nechż T je neprázdná indexová mno¿ina. Øekneme, ¿e náhodné velièiny X_t jsou stochasticky nezávislé, jestli¿e pro vźechny koneèné podmno¿iny {u, . . . , v} ⊆ T a vźechny borelovské podmno¿iny B_u, . . . , B_v jsou stochasticky nezávislé jevy {X_u ∈ B_u}, . . . , {X_v ∈ B_v} tj. π(x_1, . . . , x_n) = π_1(x_1 · . . . · π_n(x_n).

Zobrazení g : R → R nazýváme borelovskou funkcí, jestli¿e vzor borelovské mno- ¿iny je borelovská mno¿ina tj.

∀B ∈ B^{(1)} : {x ∈ R : g(x) ∈ B} ∈ B^{(1)}.

Obecnì zobrazení g = (g_1, g_2, . . . , g_n) : R^n → R^m nazýváme borelovskou funkcí, jestli¿e vzor borelovské mno¿iny je borelovská mno¿ina tj.

∀B ∈ B^{(m)} : {(x_1, . . . , x_n) ∈ R^n : (g_1(x_1, . . . , x_n), . . . , g_m(x_1, . . . , x_n)) ∈ B} ∈ B^{(n)}.

Mezi borelovské funkce nále¿í zejména vźechny funkce spojité na celém n−rozmìrném prostoru nebo v ka¿dé z disjunktních oblastí, na nì¿ byl tento prostor rozlo¿en. Rovnì¿ limita vźude konvergentní posloupnosti takovýchto funkcí je borelovská funkce.

Z dané náhodné velièiny X : ˙ → R vytvoøíme pomocí borelovské funkce g : R →

R zobrazení Y : ˙ → R dané takto: ∀ω ∈ ˙ : Y (ω) = g(X(ω)). Toto zobrazení je opìt náhodná velièina. Nazývá se transformovaná náhodná velièina . Z daného náhodného vektoru X = (X_1, . . . , X_n) : ˙ → R^n vytvoøíme pomocí borelovské funkce g = (g_1, . . . , g_m) : R^n → R^m zobrazení Y : ˙ → R^m dané takto: ∀ω ∈ ˙ : Y (ω) = g(X(ω)). Toto zobrazení je opìt náhodný vektor. Nazývá se transformovaný náhodný vektor. Rozepsáno: ∀ω ∈ ˙ : (Y_1(ω), . . . , Y_m(ω)) = (g_1(X_1(ω), . . . , X_n(ω)), . . . , g_m(X_1(ω), . . . , X_n(ω))). Pøedpokládejme nyní, ¿e X je diskrétní náhodný vektor s pravdìpodobnostní funkcí π(x_1, . . . , x_n) a g : R^n → R je borelovská funkce. Odvodíme pravdìpodobnostní funkci π_∗(y) transformované náhodné velièiny Y (ω) = g(X(ω)). Toti¿

π_∗(y) = P (Y = y) = P (g(X_1, . . . , X_n) = y) = P ((X_1, . . . , X_n) ∈ S(y)),

kde S(y) = {(x_1, . . . , x_n) ∈ R^n : g(x_1, . . . , x_n) = y}, tedy

π_∗(y) = ∑ (x1,...,xn)∈S(y) π(x_1, . . . , x_n).

8. STØEDNÍ HODNOTA, ROZPTYL, KOVARIANCE A KOEFICIENT KORELACE NÁHODNÝCH VELIÈIN 99

8 Støední hodnota, rozptyl, kovariance a koe˛cient korelace náhodných velièin

Nechż je dán pravdìpodobnostní prostor (˙, A, P ) a skalární náhodná velièina X. Je-li náhodná velièina X diskrétní a má pravdìpodobnostní funkci π(x), nazýváme její støední hodnotou vzhledem k pravdìpodobnosti P èíslo E(X) = ∑∞ x=−∞ x · π(x) za pøedpokladu, ¿e pøípadná nekoneèná øada vpravo absolutnì konverguje. Jinak øekneme, ¿e E(X) neexistuje. Støední hodnota E(X) je èíslo, které charakterizuje polohu èíselných realizací náhodné velièiny X na èíselné ose. Nechż Y = g(X), kde g je borelovská funkce, X diskrétní náhodná velièina. Pak E(Y ) = ∑ x∈R g(x)π(x), pokud nekoneèná øada vpravo absolutnì konverguje. Èíslo D(X) = E([X − E(X)]^2) nazýváme rozptylem náhodné velièiny X vzhledem k pravdìpodobnosti P za pøedpokladu, ¿e obì støední hodnoty vpravo existují. Èíslo √ D nazýváme smìrodatnou odchylkou náhodné velièiny X. Pro výpoèty je výhodný tvar D(X) = E(X^2)−[E(X)]^2. Rozptyl D(X) je èíslo, které charakterizuje variabilitu èíselných realizací náhodné velièiny X kolem støední hodnoty E(X).

Nechż (X_1, X_2) je náhodný vektor. Kovariancí náhodných velièin X_1, X_2 nazýváme èíslo C(X_1, X_2) = E([X_1 − E(X_1)][X_2 − E(X_2)]) za pøedpokladu, ¿e støední hodnoty vpravo existují. Kovariance C(X_1, X_2) je èíslo, které charakterizuje spoleènou variabilitu èíselných realizací náhodných velièin X_1, X_2 kolem støedních hodnot E(X_1), E(X_2). Je-li C(X_1, X_2) = 0 øekneme, ¿e náhodné velièiny X_1, X_2 jsou nekorelované, tzn. ¿e mezi nimi neexistuje ¿ádná lineární závislost. Pro výpoèty je výhodný tvar C(X_1, X_2) = E(X_1, X_2) − E(X_1)E(X_2).

Koe˛cientem korelace náhodných velièin X_1, X_2 nazýváme èíslo

R(X_1, X_2) = E

X_1 − E(X_1) √ D(X_1) · X_2 − E(X_2) √ D(X_2) = C(X_1, X_2) √ D(X_1) √ D(X_2) , √ D(X_1) √ D(X_2) ≠ 0 za pøedpokladu, ¿e støední hodnoty vpravo existují. Koe˛cient korelace R(X_1, X_2) je èíslo, které charakterizuje míru tìsnosti lineární závislosti èíselných realizací náhodných velièin X_1, X_2. Nabývá hodnot z intervalu < −1, 1 >.

9 Cauchy-Schwarz-Buòakovského nerovnost, Markovova a Èebyźevova nerovnost

a) Cauchy-Schwarz-Buòakovského nerovnost

Nechż X_1, X_2 jsou náhodné velièiny. Jestli¿e existují jejich støední hodnoty a rozptyly, pak |C(X_1, X_2)| ≤ √ D(X_1) √ D(X_2), tj. |R(X_1, X_2)| ≤ 1

100 PØÍLOHA A. NÁHODNÉ JEVY A NÁHODNÉ VELIÈINY

a rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdy¿ mezi velièinami X_1, X_2 existuje s pravdìpodobností 1 úplná lineární závislost, tedy existují konstanty a_1, a_2 tak, ¿e P (X_2 = a_1 + a_2X_1) = 1.

b) Markovova nerovnost

Jestli¿e je P (X > 0) = 1 a E(X) existuje, pak pro vźechna ε > 0 platí P (X > εE(X)) ≤ 1 ε . b) Èebyźevova nerovnost

Jestli¿e existují E(X) a D(X), pak pro ka¿dé t > 0 platí: P (|X − E(X)| > t √ D(X)) ≤ 1 t^2 .

Rejstøík

A_q(n, d), 69 n-rozmìrná borelovská mno¿ina, 96 n-rozmìrné borelovské pole B^{(n)}, 96 r-té rozźíøení kanálu, 40 r-sféra se støedem y, 52 1. Bayesùv vzorec, 95 2. Bayesùv vzorec, 95

binární symetrický kanál, 39 binární vypouźtìcí kanál, 39 bit, 18 blokový kód, 59 borelovská funkce, 98

Cauchy-Schwarz-Buòakovského nerovnost, 99 cyklický kód, 84

Èebyźevova nerovnost, 100

dekódovací chyba, 43 dekódovací pravidlo, 43 dekódování, 43 detekování, 42 diskrétní kanál bez pamìti, 38 diskrétní náhodná velièina, 97 distribuèní funkce náhodné velièiny X vzhledem k pravdìpodobnosti P , 97 elementární jev, 93 entropie náhodné velièiny, 11 entropie náhodného vektoru, 11

formule úplné pravdìpodobnosti, 95 generující matice, 75 generující polynom, 86 Gilbert-Varshamova hranice, 72

Hadamardova matice, 87 Hadamardùv kód, 88 Hammingova vzdálenost, 46, 61 Hammingùv [n, k]-kód, 83 hlavní problém teorie kódování, 69

index podgrupy, 79 informace o U poskytnutá V, 19 informace události, 17 informaèní znak, 78

jednoznaènì dekódovatelné kódování, 24 jevové pole, 93 jistý jev, 93

kapacita kanálu, 47 klasická pravdìpodobnost, 94 kód, 24 kód C zároveò opraví v chyb a urèí u chyb, 63 kód C opraví v chyb, 60 kód C opraví právì v chyb, 60 kód C urèí u chyb, 59 kód C urèí právì u chyb, 60 kód délky n, 43 kódování, 24 kódové slovo, 43, 59 koe˛cientem korelace náhodných velièin, 99 koneèné geometrie, 71 kontrola parity, 42, 68, 78

102 REJSTØÍK

kontrolní znak, 78 koset, 80 kovariance náhodných velièin, 99 Kroneckerùv souèin, 87

lineární kód, 75

Markovova nerovnost, 100 matice kanálu , 38 maximální pravdìpodobnost chyby, 50 mìøitelný prostor, 93 minimální vzdálenost, 61 minimální vzdálenost kódu C, 61 mo¿ný chybový vektor, 80 mo¿ný výsledek je pøíznivý jevu, 93

náhodné jevy jsou nesluèitelné, 93 náhodné kódování, 52 náhodný jev, 93 náhodný vektor, 97 nastoupení alespoò jednoho z náhodných jevù , 93 nejistota náhodné velièiny, 11 nemo¿ný jev, 93

objem V^{n,r}_ρ (x) sféry S^{n,r}_ρ (x), 61 opaèný náhodný jev k náhodnému jevu, 93 optimální kód, 69

perfektní kód, 73 Plotkinova hranice, 73 podmínìná entropie náhodné promìnné, 14 podmínìná pravdìpodobnost, 94 polomìr pokrytí, 72 pozièní permutace, 66 pravdìpodobnost, 94 pravdìpodobnost chyby, 49 pravdìpodobnostní funkce, 97 pravdìpodobnostní funkce diskrétního náhodného vektoru, 97 pravdìpodobnostní prostor, 94 pravidlo ideálního pozorovatele, 45 pravidlo maximální pravdìpodobnosti, 45 pravidlo minimální chyby, 45 pravidlo minimální vzdálenosti, 46 prùnik x ∩ y binárních slov x a y, 67

Reed-Mullerùv kód C(r, m), 89 reprezentant kosetu, 80 rozptyl náhodné velièiny, 99 rozźíøení kódování, 24 rozźíøení kódu, 68

øád koneèné grupy, 79

sféra S^{n,r}_ρ (x) v Z^n_r se støedem x a polomìrem ρ, 61 Singletonova hranice, 73 slovo, 60 smìrodatná odchylka, 99 souèin kanálù, 58 spoleèné nastoupení náhodných jevù, 93 stochastická matice, 39 stochasticky nezávislé náhodné jevy, 95 støední hodnota, 99 symbol kontroly parity, 78 symbolová permutace, 66 syndrom kosetu, 81

transformovaná náhodná velièina, 98 transformovaný náhodný vektor, 98 trhlinová chyba, 57 triviální perfektní kód, 73

úplný systém hypotéz, 95

váha slova, 61 vektor, 60 vstupní rozdìlení kanálu, 44

základní prostor, 93 zdroj, 23 zdroj s nulovou pamìtí, 23

REJSTØÍK 103

zdrojem bez pamìti, 23 zdrojové slovo, 24 zkrácení kódu typu x_i = s, 68 zpráva, 24, 42, 59

104 REJSTØÍK

Literatura

[1] J. Adámek: Stochastické procesy a teorie informace - úlohy. ÈVUT, Praha 1989. [2] J. Adámek: Kódování. SNTL, Praha 1989.

[3] J. Adámek: Foundations of Coding Theory. John Wiley & Sons, New York 1991. [4] M. Budíková, ľ. Mikoláź, P. Osecký: Teorie pravdìpodobnosti a matematická statistika - sbírka pøíkladù. Masarykova univerzita, Brno 1996.

[5] V. Klíma: Kódy, komprimace a źifrování. Chip 2/1993, str. 24-28. [6] L. Kuèera a J. Neźetøil: Algebraické metody diskrétní matematiky. SNTL, Praha 1989.

[7] J. Paseka: Kryptogra˛e. Uèební texty Masarykova univerzita, Brno 1997. [8] ľ. Porubský a O. Groźek: ľifrovanie. Algoritmy, Metódy, Prax. Grada, Praha 1992.

[9] S. Roman: Introduction to Coding and Information Theory. Springer-Verlag New York, New York 1997.

[10] D. Welsh: Codes and Cryptography. Oxford University Press, New York 1989. [11] A. D. Wyner: The wire-tap channel. Bell Syst. Tech. J. 54, 1975, str. 1355-1387.