Hilbertovy prostory a úplné polosvazy s dualitou { dilataèní teorémy

JAN PASEKA

kolokviální pøednáźka

sekce matematika PøF MU Janáèkovo nám. 2a 66295 Brno, Èeská republika e-mail: paseka@math.muni.cz

1 Úvod a motivace, základní pojmy

V této pøenáźce bych rád ukázal jisté souvislosti teorie Hilbertových prostorù s oblastí, kterou se ji¿ delźí dobou zabývám, a to teorií uspoøádaných mno¿in, zejména úplných polosvazù.

Takøka nikdo, kromì topologù, se nezabývá problémy Hilbertových prostorù samotných, to, co je dìlá zajímavé, je studium operátorù na Hilbertových prostorech. V dalźím se budeme vìnovat jistým vlastnostem operátorù na Hilbertových prostorech a následnému pøenesení známých výsledkù do kontextu operátorù na úplných svazech s dualitou.

1.1 Hilbertovy prostory - základní pojmy

Hermitovskou formou na vektorovém prostoru V nad C budeme rozumìt zobrazení ⟨−, −⟩ : V × V → C , antilineární v první komponentì a lineární v druhé komponentì, takové, ¿e ⟨u, v⟩^∗ = ⟨v, u⟩. Hermitovská forma se nazývá de˛nitní, jestli¿e ⟨u, u⟩ = 0 nám dává u = 0. Skalárním souèinem pak rozumíme pozitivnì de˛nitní hermitovskou formu. Mluvíme pak o vektorovém prostoru se skalárním souèinem. Poznamenejme, ¿e ka¿dý skalární souèin má následující vlastnost, která je hojnì vyu¿ívána (axiom jednoznaènosti): ⟨−, u⟩ = ⟨−, v⟩ implikuje u = v. Toti¿, ⟨−, u⟩ = ⟨−, v⟩ implikuje ⟨−, u − v⟩ = 0 tj. speciálnì ⟨u − v, u − v⟩ = 0 tj. u − v = 0 tj. u = v.

Hilbertùv prostor je vektorový prostor se skalárním souèinem, který je úplný vzhledem k metrice indukované normou d(u, v) = ||u−v|| = ⟨u − v, u − v⟩. Reálný Hilbertùv prostor se de˛nuje analogicky. Máme-li vektorový prostor V se skalárním souèinem, mù¿eme ho kanonickým zpùsobem zúplnit.

Skalární souèin pak hraje úlohu þpodobnostiß mezi dvìma stavy-vektory zejména proto, abychom mohli formulovat þaproximaèníß tvrzení. Úplnost Hilbertova prostoru je dùle¿itá pro konstruování aproximujících posloupností.

Pøíklad Hilbertova prostoru: 1. C^n (R^n ), ⟨(x_i), (y_i)⟩ = ∑ x_iy_i (⟨(x_i), (y_i)⟩ = ∑ x_iy_i).

2. Prostor posloupností l^2(I), |I| ≤ |N|, l^2 = l^2(I) = {(x_i)_{i∈I} : ∑ i∈I x_ix_i < ∞} se skalárním souèinem ⟨(x_i), (y_i)⟩ = ∑ x_iy_i.

3. Prostor (tøíd) funkcí s integrovatelným ètvercem L^2([0, 1]), se skalárním souèinem ⟨x, y⟩ =

∫_1 0 x(t)y(t)dt.

Poznámka 1.1 David Hilbert v r. 1904, v návaznosti na práce D. Bernoulliho, H. Schwarze, E. Fredholma aj., v teorii integrálních rovnic tvaru x(s) − ∫_1 0 K(s, t)x(t)dt = f(s) pro známì jádro K(s, t) a známou funkci f(s) zavedl pojem prostoru posloupností l^2 jako¿to nekoneènìrozmìrného zobecnìní Euklidova prostoru a spolu se svým ¿ákem E. Schmidtem vyvinuli teorii tohoto prostor. Von Neumann (1932) v rámci budování základù kvantové mechaniky abstrahoval od speciální struktury tohoto prostoru a de˛noval Hilbertùv prostor obecnì. Zároveò ukázal, ¿e pomocí teorie Hilbertových prostorù lze popsat teorii pravdìpodobnosti, kterou axiomatizoval A.N. Kolmogorov v roce 1933. Dále polo¿il základy svazovému pøístupu ke kvantové mechanice.

Vìta 1.2 Ka¿dé dva (separabilní) Hilbertovy prostory jsou izomorfní právì

tehdy, kdy¿ mají stejnou dimenzi tj. jsou izomorfní s l^2(I) pro vhodné I. Je-li I koneèné, |I| = n, jsou izomorfní s C^n .

Pojem vektorového prostoru je zalo¿en èistì na algebraické struktuøe; proto, kdy¿ budeme navíc uva¿ovat topologickou strukturu, budeme navíc pracovat se spojitými lineárními zobrazeními.

Vìta 1.3 Následující tvrzení jsou ekvivalentní pro lineární operátor T mezi

Hilbertovými prostory:

1. T je spojitý, 2. ||T || = sup_{x≠0}^{||T (x)||}_{||x||} = sup_{||x||=1}||T (x)|| < ∞ tj. T je ohranièený. Budeme pak znaèit B(H_1, H_2) (normovaný) vektorový prostor vźech ohranièených operátorù z H_1 do H_2 resp. B(H) = B(H, H), zde H, H_1, H_2 jsou Hilbertovy prostory. Pøitom, pro ka¿dý prvek T ∈ B(H_1, H_2), existuje právì jeden prvek T^∗ ∈ B(H_2, H_1) tak, ¿e ⟨T (x), y⟩ = ⟨x, T^∗(y)⟩ - mluvíme o operátoru adjungovaném k operátoru T . Platí-li ⟨x, y⟩ = ⟨T (x), T (y)⟩, mluvíme o izometrii. Evidentnì, ka¿dá izometrie je prosté zobrazení.

Speciálnì, na B(H) máme operaci^∗ : B(H) → B(H) tak, ¿e T^{∗∗} = T a (S ∘T )^∗ = T^∗ ∘S^∗. Pokud T ∈ B(H) a T = T^∗, øekneme, ¿e T je hermitovský operátor, pokud navíc ⟨T (x), x⟩ ≥ 0 pro vźechna x ∈ H, øekneme, ¿e T je pozitivní operátor.

Pokud T ∘ T^∗ = T^∗ ∘ T = id_H , øekneme, ¿e T je unitární. Evidentnì, ||T || = 1. 1.2 Úplné polosvazy s dualitou - základní pojmy

Úplným polosvazem budeme rozumìt uspoøádanou mno¿inu S tak, ¿e pro ka¿dou její podmno¿inu T bude existovat její supremum ⋁ T . Homomor˛smem mezi úplnými polosvazy bude zobrazení zachovávající suprema, zejména bude tedy zachováván nejmenźí prvek 0. Úplný polosvaz s dualitou S je úplný polosvaz opatøený unární operací^′ : S → S tak, ¿e s^{′′} = s ( ⋁ i∈I s_i)^′ = ⋀ i∈I s^′_i pro vźechna s, s_i ∈ S, i ∈ I. Platí-li navíc s ∨ s^′ = 1 pro vźechna s ∈ S, mluvíme o ortokomplementárním svazu.

Hermitovskou formou na úplném polosvazu S budeme rozumìt zobrazení ⟨−, −⟩ : S × S → 2 takové, ¿e zachovává suprema v obou komponentách a ⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩. Hermitovská forma se nazývá de˛nitní, jestli¿e ⟨u, u⟩ = 0 nám dává u = 0. Skalárním souèinem pak rozumíme de˛nitní hermitovskou formu splòující axiom jednoznaènosti ⟨−, u⟩ = ⟨−, v⟩ implikuje u = v. Mluvíme pak o úplném polosvazu se skalárním souèinem.

Lemma 1.4 Buï S úplný polosvaz. Pak jsou následující podmínky ekviva-

lentní:

1. S je úplný polosvaz s dualitou^′ (ortokomplementární úplný polosvaz).

2. S je úplný polosvaz opatøený hermitovskou formou splòující axiom jednoznaènosti (se skalárním souèinem).

Dùkaz. Platí ⟨u, v⟩ = 0 právì tehdy, kdy¿ u ≤ v^′ a v^′ = ⋁ {u ∈ S : ⟨u, v⟩ = 0}. Nechż ⟨s, s⟩ = 0. Pak s ≤ s^′ tj. s = s ∧ s ≤ s^′ ∧ s = 0 i.e. s = 0. Obrácenì, máme ⟨s ∧ s^′, s ∧ s^′⟩ ≤ ⟨s, s^′⟩ = 0 i.e. s ∧ s^′ = 0. 2

Ortokomplementární úplný polosvaz se se nazývá ortomodulární, jestli¿e plaí ⟨s, t⟩ = 0 a s ∨ t = 1 implikuje s = t^′.

Analogicky, budeme znaèit Q(S_1, S_2) úplný polosvaz vźech operátorù (homomor˛smù úplných polosvazù) z S_1 do S_2 resp. Q(S) = Q(S, S), zde S, S_1, S_2 jsou úplné polosvazy s dualitou. Pøitom, pro ka¿dý prvek T ∈ Q(S_1, S_2), existuje právì jeden prvek T^∗ ∈ Q(S_2, S_1) tak, ¿e ⟨T (x), y⟩ = ⟨x, T^∗(y)⟩. Speciálnì, na Q(S) máme operaci^∗ : Q(S) → Q(S) tak, ¿e T^{∗∗} = T a (S ∘ T )^∗ = T^∗ ∘ S^∗.

Pokud T ∈ Q(S) a T = T^∗, øekneme, ¿e T je hermitovský operátor.

1.3 Hilbertovy prostory a úplné polosvazy s dualitou - Pironova vìta Vìta 1.5 [(1964) Piron, (1967) Amemiya, Araki] Buï V vektorový prostor se

skalárním souèinem. Pak systém vźech podmno¿in P(V ) spolu s hermitovskou formou ⟨−, −⟩ : P(V ) × P(V ) → 2 de˛novanou pøedpisem ⟨S, T ⟩ = 0 právì kdy¿ ⟨s, t⟩ = 0 pro vźechna s ∈ S, t ∈ T nám indukuje úplný ortokomplementární polosvaz L(V ) s ortokomplementem S^′ = ⋁ {T ⊆ V : ⟨S, T ⟩ = 0},

L(V ) = {T ⊆ V : T = T^{′′}}. Navíc, L(V ) je ortomodulární právì tehdy, kdy¿ je V Hilbertùv prostor.

Poznamenejme, ¿e navíc platí, ¿e jistá tøída ortomodulárních úplných polosvazù je reprezentovatelná jako L(V ), kde V je vektorový prostor s de˛nitní hermitovskou formou, která nabývá svých hodnot v tìlese opatøeném involutivním automor˛smem. O této tøídì ortomodulárních úplných polosvazù Piron ukázal, ¿e je vhodná pro formulaci postulátù kvantové mechaniky (viz Birkho¸, von Neumann).

2 Hermitovské funkce

2.1 Hermitovské funkce pro Hilbertovy prostory

Buï X mno¿ina. Funkce ˘ : X × X → C se nazývá hermitovská, pokud ˘(u, v)^∗ = ˘(v, u). Hermitovská funkce se nazývá de˛nitní, jestli¿e ˘(u, u) = 0 nám dává u = 0. Hermitovským jádrem pak rozumíme hermitovskou funkci ˘ tak, ¿e, pro vźechna n ∈ N, je matice (˘(x_i, x_j))_{1≤i,j≤n} , x_i ∈ X, 1 ≤ i ≤ n, pozitivnì de˛nitní.

Je-li navíc mno¿ina X opatøena asociativní binární operací · a unární operací^∗ tak, ¿e a^{∗∗} = a a a^∗ · b^∗ = (b · a)^∗, mluvíme o involutivní pologrupì. Pøíkladem involutivní pologrupy je 1. C , kde^∗ = , 2.C , R, kde^∗ = id a 3. B(H). Zejména mù¿eme pøiøadit k funkci ϕ : X → C funkci ˘_ϕ : X × X → C pøedpisem (x, y) → ϕ(x^∗ · y). Je-li ˘_ϕ pozitivnì de˛nitní, øíkáme, ¿e funkce ϕ je pozitivnì de˛nitní.

Poznámka 2.1 Poznamenejme, ¿e pøirozeným zpùsobem mù¿eme rozźíøit výźe zavedené pojmy na zobrazení ˘ : X × X → B(H), kde H je Hilbertùv prostor. Proto¿e B(C ) ≃ C , pokrývá toto rozźíøení i standardní de˛nici.

Volný (komplexní) vektorový prostor nad mno¿inou X existuje a je to podprostor prostoru C^X generovaný mno¿inou {e_x}_{x∈X} , kde π_ye_x = δ_{xy}, δ_{xy} je Kroneckerovo delta. Budeme jej znaèit F (X). Formálnì jej mù¿eme ztoto¿- nit s vektorovým prostorem koneèných lineárních kombinací tvaru ∑_n i=1 α_ix_i, kde x_i ∈ X, α_i ∈ C . Ekvivalentní zápis je tvaru ∑ x∈X xf(x), kde f : X → C je funkce s koneèným nosièem.

Vìta 2.2 Buï nyní ˘ : X×X → C hermitovské jádro. Pak F ({˘(−, x)}_{x∈X} )

je volný vektorový prostor se skalárním souèinem ⟨−, −⟩ : F ({˘(−, x)}_{x∈X} )× F ({˘(−, x)}_{x∈X} ) → C tak, ¿e ⟨˘(−, x), ˘(−, y)⟩ = ˘(x, y) a pro ka¿dý vektorový prostor W se skalárním souèinem ⟨−, −⟩W a zobrazení f : X → W splòující ⟨f(x), f(y)⟩W = ˘(x, y) existuje lineární zobrazení g : F ({˘(−, x)}_{x∈X} ) → W tak, ¿e g(˘(−, x)) = f(x). Dùkaz. Uva¿me volný vektorový prostor F ({˘(−, x)}_{x∈X} ) nad mno¿inou {˘(x, −)}_{x∈X} . Má-li funkce f : X → C koneèný nosiè, polo¿me f_Φ = ∑ x∈X ˘(−, x)f(x) tj. ka¿dý prvek z F ({˘(−, x)}_{x∈X} ) je tohoto tvaru. Pøitom f_Φ lze pova¿ovat zároveò za zobrazení z X do C de˛nované pøedpisem f_Φ(y) = ∑ x∈X ˘(y, x)f(x). Dále budeme pova¿ovat f_Φ za stejné s g_Φ, pokud f_Φ(y) = g_Φ(y) pro vźechna y.

Opatøme nyní F ({˘(−, x)}_{x∈X} ) skalárním souèinem. Buï f, g : X → C funkce s koneèným nosièem. Polo¿me

⟨f_Φ, g_Φ⟩ = ∑ x,y∈X ⟨˘(y, x)f(x), g(y)⟩ . Pak toto zobrazení je antilineární v první komponentì a lineární v druhé.

Navíc ⟨f_Φ, g_Φ⟩^∗ = ∑ x,y∈X ⟨˘(y, x)f(x), g(y)⟩ ∗ = ∑ x,y∈X ˘(y, x)f(x)g(y) = ∑ x,y∈X ˘(y, x)g(y)f(x) = ∑ x,y∈X ˘(x, y) g(y)f(x) = ∑ x,y∈X ˘(x, y)g(y)f(x) = ⟨g_Φ, f_Φ⟩ .

Evidentnì, platí ⟨f_Φ, f_Φ⟩ = ∑ x,y∈X ⟨˘(y, x)f(x), f(y)⟩ ≥ 0. Pak lze uká- zat, ¿e platí i Cauchy-Schwarzova nerovnost

| ⟨f_Φ, g_Φ⟩ | ≤ ⟨f_Φ, f_Φ⟩^{12} · ⟨g_Φ, g_Φ⟩^{12} .

Je-li tedy ⟨f_Φ, f_Φ⟩ = 0, je, pro vźechna g_Φ, ⟨f_Φ, g_Φ⟩ = 0. Uva¿me zobrazení φ^x : X → C de˛nované pøedpisem

φ^x(y) = { 1 x = y 0 jinak.

Máme pak

0 = ⟨f_Φ, φ^z_Φ⟩ = ∑ x,y∈X ⟨˘(y, x)f(x), φ^z(y)⟩ = ∑ x∈X ˘(z, x)f(x) = f_Φ(z).

Je tedy f_Φ(z) = 0 pro vźechna z ∈ X tj. f_Φ = 0. Je tedy ⟨−, −⟩ pozitivnì de˛nitní forma.

Poznamenejme, ¿e φ^y_Φ = ˘(−, y). Tedy máme ⟨˘(−, x), ˘(−, y)⟩ = ⟨φ^x_Φ, φ^y_Φ⟩ = ∑ s,t∈X ⟨˘(t, s)φ x(s), φ^y(t)⟩ = ⟨˘(y, x)φ^x(x), φ^y(y)⟩ = ˘(x, y). 2 Poznámka 2.3 Poznamenejme, ¿e výźe uvedené platí s jemnou modi˛kací i pro ohodnocení (hermitovské jádro) ˘ : X × X → B(H). Pouze zápis ˘(y, x)f(x) bude pøedstavovat aplikaci ˘(y, x)(f(x)) (a tedy mù¿eme za prvky naźí volné konstrukce brát pouze formální souèty

f_Φ = ∑ x∈X ˘(−, x)f(x), f : X → H s koneèným nosièem)

a φ^x : X → C nahradíme zobrazeními zobrazení φ^{x,h} : X → H de˛novanými pøedpisem φ^{x,h}(y) = { h x = y 0 jinak.

Pak je ˘(x, y)(h) = φ^{y,h}_Φ (x).

Pøísluźný vektorový prostor se skalárním souèinem budeme oznaèovat V_Φ. Stejnì jako výźe bude skalární souèin tvaru

⟨f_Φ, g_Φ⟩_{HΦ} = ∑ x,y∈X ⟨˘(y, x)f(x), g(y)⟩_H . Speciálnì ⟨ φ^{y,h1} , φ^{x,h2} ⟩ H_Φ = ⟨˘(y, x)(h1), h2⟩H . De˛nice 2.4 Buï ˘ : X × X → B(H) hermitovské jádro, V (x) : H → H^′,

x ∈ X, systém lineárních ohranièených zobrazení tj. V : X → B(H, H^′). Øekneme, ¿e zobrazení V je Kolmogorovùv rozklad jádra ˘, jestli¿e

˘(x, y) = (V^∗(x) ∘ V (y))

pro vźechna x, y ∈ X. Pokud navíc cl(Lin({V (x)(h) : x ∈ X, h ∈ H})) = H^′, øíkáme, ¿e zobrazení V je minimální Kolmogorovùv rozklad jádra ˘.

Vìta 2.5 Buï nyní ˘ : X × X → B(H) hermitovské jádro. Pak existuje

Hilbertùv prostor H_Φ se skalárním souèinem ⟨−, −⟩ : H_Φ × H_Φ → C tak, ¿e

⟨f_Φ, g_Φ⟩_{HΦ} = ∑ x,y∈X ⟨˘(y, x)f(x), g(y)⟩_H .

Navíc zobrazení V : X → B(H, H_Φ) de˛nované pøedpisem

V (x)(h) = φ^{x,h}_Φ = ∑ z∈X ˘(−, z)φ^{x,h}(z)

tvoøí minimální Kolmogorùv rozklad pro ˘. Je-li navíc W : X → B(H, H_W ) jiný takový minimální Kolmogorùv rozklad pro ˘, existuje jediné unitární izomor˛smus U : H_Φ → H_W tak, ¿e U ∘ V_x = W (x), pro vźechna x ∈ X.

Dùkaz. Staèí uvá¿it zúplnìní vektorového prostoru V_Φ. Snadno se ovìøí, ¿e zobrazení V (x) je ohranièené a má tedy adjungované zobrazení V (x)^∗ urèený pøedpisem V (x)^∗(f_Φ) = f_Φ(x).

Speciálnì pak

⟨V (x)^∗ ∘ V (y)(h_1), h_2⟩ = ⟨V (y)(h_1), V (x)(h_2)⟩ = ⟨ φ^{y,h1}_Φ , φ^{x,h2}_Φ ⟩ = ⟨˘(x, y)(h_1), h_2⟩

tj. V (x)^∗ ∘ V (y) = ˘(x, y). Proto¿e V (x)(h) = φ^{x,h}_Φ generuje H_Φ, máme

minimální Kolmogorùv rozklad. Buï tedy W : X → B(H, H_W ) jiný mini-

mální Kolmogorùv rozklad. Budeme de˛novat U : H_Φ → H_W následovnì: U( ∑ i∈I V (x_i)(m_i)) = ∑ i∈I W (x_i)(m_i) pro vźechna x ∈ X a vźechna m ∈

H. Ovìøme nejprve korektnost U. Nechż ∑ i∈I V (s_i)(m_i) = ∑ j∈J V (t_j)(n_j), s_i, t_j ∈ X, m_i, n_j ∈ H, i ∈ I, j ∈ J. Pak máme ⟨∑ i∈I W (s_i)(m_i), W (s)(m) ⟩ W = ⟨ W (s)^∗( ∑ i∈I W (s_i)(m_i)), m ⟩ = ⟨∑ i∈I W (s)^∗(W (s_i)(m_i)), m ⟩ = ⟨∑ i∈I ˘(s, s_i)(m_i), m ⟩ = ⟨∑ i∈I V (s)^∗(V (s_i)(m_i)), m ⟩ = ⟨∑ i∈I V (s_i)(m_i), V (s)(m) ⟩ V = ⟨∑ j∈J V (t_j)(n_j), V (s)(m) ⟩ V = ⟨∑ j∈J V (s)^∗(V (t_j)(n_j)), m ⟩ = ⟨∑ j∈J ˘(s, t_j)(n_j), m ⟩ = ⟨∑ j∈J W (s)^∗(W (t_j)(n_j)), m ⟩ = ⟨∑ j∈J W (t_j)(n_j), W (s)(m) ⟩ W , pro vźechna s ∈ X a m ∈ H. To nám dává ∑ i∈I W (s_i)(m_i) = ∑ j∈J W (t_j)(n_j).

Analogicky, máme zobrazení U^′ : H_W → H_Φ de˛nované následovnì:

U^′( ∑ i∈I W (s_i)(m_i)) = ∑ i∈I V (s_i)(m_i) pro vźechna s ∈ X a m ∈ H. U a

U^′ jsou navzájem inverzní. Máme pak ⟨ U( ∑ i∈I V (s_i)(m_i)), ∑ j∈J W (t_j)(n_j) ⟩ W = ⟨∑ i∈I W (s_i)(m_i), ∑ j∈J W (t_j)(n_j) ⟩ W = ∑ i∈I,j∈J ⟨W (si)(mi), W (tj)(nj)⟩W = ∑ i∈I,j∈J ⟨W (tj)(W (si)(mi)), nj⟩ = ∑ i∈I,j∈J ⟨˘(tj, si)(mi), nj⟩ = ∑ i∈I,j∈J ⟨mi, ˘(tj, si) ∗(n_j)⟩ = ∑ i∈I,j∈J ⟨mi, ˘(si, tj)(nj)⟩ = ∑ i∈I,j∈J ⟨mi, V (si) ∗(V (t_j)(n_j))⟩ = ∑ i∈I,j∈J ⟨V (si)(mi), V (tj)(nj)⟩ = ⟨∑ i∈I V (s_i)(m_i), ∑ j∈J V (t_j)(n_j) ⟩ = ⟨∑ i∈I V (s_i)(m_i), U^′( ∑ j∈J W (t_j)(n_j) ⟩ , pro vźechna s_i, t_j ∈ X, m_i, n_j ∈ H, i ∈ I, j ∈ J. Tudí¿, U je adjungované k U^∗ = U^′ = U^{−1} a tedy U je a unitární zobrazení. Celkem je U(V (s)) = W (s), pro vźechna x ∈ X. 2

De˛nice 2.6 Hilbertùv prostor z vìty 2.5 nazýváme Hilbertùv prostor s reprodukèním jádrem ˘ (nìkdy rovnì¿ autoreprodukèní Hilbertùv prostor).

Pøíklad 2.7 Nechż X = {1, 2, . . . , n} a nechż K je nezápornì de˛ninitní symetrická reálná matice øádu n × n. Na prostoru Im(K) = {b : b = K(a)} de˛nujme bilineární funkci ⟨−, −⟩ pøedpisem:

⟨K(a_1), K(a_2)⟩K = a^T_1 Ka_2.

Zøejmì je ⟨−, −⟩K skalární souèin (staèí ovìøit de˛nitnost a ta plyne z rozkladu K = K^12 K^12 ).

Pøíklad 2.8 Buï {X_t : t ∈ T } náhodný proces, pro který platí E[X^2(t)] < ∞ pro vźechna t ∈ T a nechż m(t) = E[X(t)]; t ∈ T . Pak reálnou funkci R(s, t) = Cov(X(s), X(t)) = E[(X(s) − m(s))(X(t) − m(t))] nazýváme kovarianèní funkcí náhodného procesu X. Snadno se ovìøí, ¿e R(s, t) je hermitovské jádro.

Polo¿me H_R = F H({R(−, t)}_{t∈T} ). Mù¿eme si pak H_R pøedstavit jako Hilbertùv prostor generovaný náhodným procesem {X(t) : t ∈ T }, pøièem¿ platí R(s, t) = Cov(X(s), X(t)) = ⟨R(−, s), R(−, t)⟩ , tj. skalární souèin v H_R je urèen kovarianèní funkcí.

Pøitom norma vektoru R(−, t) je urèena vztahem ||R(−, t)||^2 = ⟨R(−, t), R(−, t)⟩ = Cov(X(t), X(t)) = E[(X(t) − m(t))(X(t) − m(t))] = E[X(t)^2] − E[X(t)]^2.

2.2 Hermitovské funkce pro úplné polosvazy s dualitou

Podobnì, jako v 2.1 mù¿eme de˛novat tyto pojmy pro úplné polosvazy.

Buï X mno¿ina. Funkce ˘ : X × X → 2 se nazývá hermitovská, pokud ˘(u, v) = ˘(v, u). Hermitovská funkce se nazývá de˛nitní, jestli¿e ˘(u, u) = 0 nám dává u = 0. Hermitovským jádrem pak rozumíme hermitovskou funkci ˘ tak, ¿e ⟨−, u⟩ = ⟨−, v⟩ implikuje u = v. Je-li navíc X involutivní pologrupa, mù¿eme pøiøadit k funkci ϕ : X → 2 funkci ˘_ϕ : X × X → 2 pøedpisem (x, y) → ϕ(x^∗ · y).

Poznámka 2.9 Analogicky, jako pro Hilbertovy prostory, mù¿eme rozźíøit výźe zavedené pojmy na zobrazení ˘ : X × X → Q(S), kde S je úplný polosvaz s dualitou (resp. ortokomplementární úplný polosvaz). Proto¿e Q(2) ≃ 2, pokrývá toto rozźíøení i standardní de˛nici.

Volný úplný polosvaz nad mno¿inou X existuje a je to úplná Booleova algebra vźech podmno¿in 2^X generovaná mno¿inou {e_x}_{x∈X} , kde π_ye_x = δ_{xy}, δ_{xy} je Kroneckerovo delta. Mù¿eme jej ztoto¿nit se supremy tvaru je tvaru ⋁ x∈X xf(x), kde f : X → 2 je zobrazení, resp. s P(X).

Vìta 2.10 Buï nyní ˘ : X×X → 2 hermitovská funkce. Pak P({˘(−, x)}_{x∈X} )

je volný úplný polosvaz opatøený hermitovskou funcí ⟨−, −⟩ : P({˘(−, x)}_{x∈X} )× P({˘(−, x)}_{x∈X} ) → 2 tak, ¿e ⟨˘(−, x), ˘(−, y)⟩ = ˘(x, y) a pro ka¿dý úplný polosvaz W s hermitovskou funkcí ⟨−, −⟩W a zobrazení f : X → W splòující ⟨f(x), f(y)⟩W = ˘(x, y) existuje zobrazení zachovávající libovolná suprema g : P({˘(−, x)}_{x∈X} ) → W tak, ¿e g(˘(−, x)) = f(x).

Dùkaz. Pro funkci f : X → 2 polo¿me f_Φ = ⋁ x∈X ˘(−, x)f(x) tj. ka¿dý prvek z P({˘(−, x)}_{x∈X} ) je tohoto tvaru. Pøitom f_Φ lze pova¿ovat zároveò za zobrazení z X do 2 de˛nované pøedpisem f_Φ(y) = ⋁ x∈X ˘(y, x)f(x). Opatøme nyní P({˘(−, x)}_{x∈X} ) hermitovskou funkcí. Buï f, g : X → 2 funkce. Polo¿me

⟨f_Φ, g_Φ⟩ = ⋁ x,y∈X ⟨˘(y, x)f(x), g(y)⟩ .

Pak toto zobrazení zachovává suprema jak v první komponentì tak i v druhé. Navíc ⟨f_Φ, g_Φ⟩ = ⋁ x,y∈X ⟨˘(y, x)f(x), g(y)⟩ = ⋁ x,y∈X ⟨˘(x, y)g(y), f(x)⟩ = ⟨g_Φ, f_Φ⟩ .

Poznámka 2.11 Podobnì, jako pro Hilbertovy prostory, výźe uvedené platí s hermitovské jádro ˘ : X ×X → Q(S). Zápis ˘(y, x)f(x) bude pøedstavovat aplikaci ˘(y, x)(f(x)) (a tedy mù¿eme za prvky naźí volné konstrukce brát formální spojení

f_Φ = ⋁ x∈X ˘(−, x)f(x), f : X → S funkce), f_Φ budeme ztoto¿òovat s g_Φ, pokud ⋁ x∈X ˘(y, x)f(x) = ⋁ x∈X ˘(y, x)g(x) pro vźechna y ∈ X. Pøitom φ^x : X → 2 nahradíme zobrazeními zobrazení φ^{x,h} : X → S de˛novanými pøedpisem φ^{x,h}(y) = { h x = y 0 jinak.

Pak je ˘(x, y)(h) = φ^{y,h}_Φ (x).

Pøísluźný úplný polosvaz se skalárním souèinem budeme oznaèovat S_Φ. Stejnì jako výźe bude skalární souèin tvaru

⟨f_Φ, g_Φ⟩_{SΦ} = ⋁ x,y∈X ⟨˘(y, x)f(x), g(y)⟩_S . Speciálnì ⟨ φ^{y,h1} , φ^{x,h2} ⟩ S_Φ = ⟨˘(y, x)(h1), h2⟩S . De˛nice 2.12 Buï ˘ : X × X → Q(S) hermitovské jádro, S, S^′ úplné po-

losvazy s dualitou (ortokomplementární úplné svazy), V : X → Q(S, S^′). Øekneme, ¿e zobrazení V je Kolmogorovùv rozklad jádra ˘, jestli¿e

˘(x, y) = (V^∗(x) ∘ V (y))

pro vźechna x, y ∈ X. Pokud navíc { ⋁ i∈I V (x_i)(s_i) : x_i ∈ X, s_i ∈ S} = S^′, øíkáme, ¿e zobrazení V je minimální Kolmogorovùv rozklad jádra ˘.

Vìta 2.13 O Kolmogorovì rozkladu Buï nyní ˘ : X × X → Q(S) her-

mitovské jádro, S úplný polosvaz s dualitou (ortokomplementární úplný svaz). Pak existuje úplný polosvaz s dualitou (ortokomplementární úplný svaz) S_Φ se skalárním souèinem ⟨−, −⟩ : S_Φ × S_Φ → 2 tak, ¿e

⟨f_Φ, g_Φ⟩_{SΦ} = ∑ x,y∈X ⟨˘(y, x)f(x), g(y)⟩_S .

Navíc zobrazení V : X → Q(S, S_Φ) de˛nované pøedpisem

V (x)(h) = φ^{x,h}_Φ = ∑ z∈X ˘(−, z)φ^{x,h}(z)

tvoøí minimální Kolmogorùv rozklad pro ˘. Je-li navíc W : X → Q(S, S_W ) jiný takový minimální Kolmogorùv rozklad pro ˘, existuje jediné unitární izomor˛smus U : H_Φ → H_W tak, ¿e U ∘ V_x = W (x), pro vźechna x ∈ X.

Dùkaz. Kopíruje dùkaz pro Hilbertovy prostory. 2

Pøíklad 2.14 Nechż X = {1, 2, . . . , n} a nechż K je symetrická matice øádu

n × n nad mno¿inou {0, 1}. Na svazu Im(K) = {b : b = K(a)} de˛nujme funkci ⟨−, −⟩ pøedpisem:

⟨K(a_1), K(a_2)⟩K = a^T_1 Ka_2,

kde místo sèítání pou¿ijeme operaci spojení. Zøejmì je ⟨−, −⟩K skalární souèin. Tím obdr¿íme operaci ortokomplementu na Im(K).

3 Dilatace v Hilbertových prostorech a úplných polosvazech s dualitou

3.1 Dilatace v Hilbertových prostorech

Nechż ϕ ∈ B(H), ψ ∈ B(H^′), H, H^′ jsou Hilbertovy prostory. Operátor ψ je dilatací operátoru ϕ a operátor ϕ je operátoru ψ, pokud existuje izometrie W : H → H^′ tak, ¿e ϕ = W^∗ ∘ψ∘W . Ekvivalentnì, mù¿eme pøedpokládat, ¿e H je uzavøený podprostor H^′ a pak existuje projekce P_H : H^′ → H^′ prostoru H^′ na H tak, ¿e ϕ = P_H ∘ ψ.

Úèelem teorie dilatací je získat u¿iteèné informace o obtí¿ných operátorech nalezením jejich snadných dilatací. Tento projekt byl navýsost úspìźný. Unitární operátory patøí k tìm, se kterými dá nejsnáze pracovat. Navíc se zjistilo, ¿e v podstatì ka¿dý lineární ohranièený operátor a¿ na normovanost má unitární dilataci. Je-li ψ unitární dilatace ϕ, je ||ϕ(x)|| = ||P_H(ψ(x))|| ≤ ||ψ(x)|| = ||x||. Nutnì tedy musí být ϕ kontrakce, tj. ||ϕ|| ≤ 1. Ale tato podmínka je i dostateèná: ka¿dá kontrakce má unitární dilataci. Dùkaz je explicitní: de˛nujeme ψ : H ⊕ H → H ⊕ H pøedpisem ψ = ( ϕ σ τ −ϕ^∗ ) . Zde σ = √ 1 − ϕϕ^∗, τ = √ 1 − ϕ^∗ϕ. Co ale dìlá teorii dilatací tak u¿iteènou, je Nagyova vìta:

Vìta 3.1 (Sz. Nagy, Foias) Pro kontrakci ϕ ∈ B(H) existuje její unitární

dilatace ψ ∈ B(H^′) tak, ¿e ϕ^k = W^∗ ∘ ψ^k ∘ W pro vźechna k ∈ N.

Snadným dùsledkem této vìty je tvrzení, ¿e pro ka¿dý komplexní polynom p(z) a kontrakci ϕ ∈ B(H) platí ||p(ϕ)|| ≤ sup{|p(z)| : |z| ≤ 1}. Naimark (1943) dokázal následující vìtu:

Vìta 3.2 Buï H Hilbertùv prostor, G grupa, ρ : G → B(H) zobrazení

takové, ¿e ˘(x, y) = ρ(x^{−1}y) je hermitovské jádro z G × G do B(H). Pak existuje minimální Kolmogorovùv rozklad V : G → B(H, H_V ) pro ˘. Navíc, existuje W ∈ B(H, H_V ) a unitární reprezentace U grupy G na H_V tak, ¿e ρ(x) = W^∗ ∘ U(x) ∘ W, pro vźechna x ∈ G a H_V = cl(Lin({U(x)(W (m)) : x ∈ G, m ∈ H}).

Dùkaz vìty 3.1. De˛nujme zobrazení ρZ : Z → B(H) pøedpisem

ρZ(m) =

ϕ^m; pokud m > 0 (ϕ^∗)^m; pokud − m > 0 id_M ; pokud m = 0 > 0.

and a map kZ : Z × Z → B(H) pøedpisem kZ(m, n) = ρZ(n − m). Evidentnì, kZ splòuje pøedpoklady vìty 3.2 tj. existuje unitární reprezentace U grupy Z na H_V tak, ¿e ρZ(m) = W^∗ ∘ U(m) ∘ W , U(m) = U(1)^m, ρZ(m) = ϕ^m pro m > 0, ψ = U(1) i.e. ϕ^m = W^∗ ∘ ψ^m ∘ W . 2

3.2 Dilatace v úplných polosvazech s dualitou

Rádi bychom výsledky z pøedchozího odstavce pøenesli na úplné polosvazy s dualitou. Podobnì jako v pøedchozím mù¿eme de˛novat dilataci. Dále budeme potøebovat následující de˛nici:

De˛nice 3.3 Buï G grupa, S úplný svaz s dualitou (úplný ortokomplemen-

tární svaz), ˘ : G × G → Q(S) hermitovské jádro tak, ¿e ˘(a, b) = ˘(ca, cb), ˘(c, c) = id_S pro vźechna a, b, c ∈ G. Pak ˘ se nazývá Toeplitzovo jádro.

Øekneme, ¿e hermitovské jádro ˘ : G × G → Q(S) má Naimarkovu dilataci, pokud existuje úplný polosvaz s dualitou (úplný ortokomplementární polosvaz) S_Φ, izometrie W ∈ Q(S, S_Φ) a grupa {U_a}_{a∈G} unitárních operátorù na S_Φ, která dilatuje ˘, tj.

• U_a ∘ U_b = U_{ab}, • U_e = id_{SΦ} , • ˘(a, b) = W^∗ ∘ U^∗_a ∘ U_b ∘ W pro vźechna a, b ∈ G. U : G → Q(S) je pak unitární reprezentací grupy G v Q(S). Naimarkova dilatace se nazývá minimální, jestli¿e S_Φ = { ⋁ a∈G_1,m∈N U_a(w(m)) : G_1 ⊆ G, N ⊆ S}.

Vìta 3.4 Naimarkova vìta pro úplné polosvazy s dualitou Buï G

grupa, S úplný polosvaz s dualitou (ortokomplementární úplný polosvaz), ˘ : G × G → Q(S) hermitovské jádro. Pak ˘ je Toeplitzovo jádro právì tehdy, kdy¿ má minimální Naimarkovu dilataci. V tomto pøípadì je minimální Naimarkova dilatace jediná a¿ na izomor˛smus.

Proof. Buï V minimální Kolmogorovùv rozklad pro ˘. Nechż x, y, z ∈ G. Pak V (zx)^∗ ∘ V (zy) = ˘(zx, zy) = ˘(x, y) = V (x)^∗ ∘ V (y). Polo¿me V_z(x) = V (zx). Pak V_z : G → Q(S, S_Φ) je rovnì¿ minimální Kolmogorovùv rozklad pro ˘. Máme tedy unitární zobrazení U_z : S_Φ → S_Φ takové, ¿e U_z( ⋁ x∈T,s∈N V (x)(s)) = ⋁ x∈T,s∈N V (zx)(s). Snadno se ovìøí, ¿e unitární zobrazení U_z, z ∈ G splòují po¿adavky na minimální Naimarkovu dilataci, de˛nujeme W : S → S_Φ pøedpisem s → V (e)(s).

Pro dùkaz obráceného smìru pøedpokládejme, ¿e {U_z}_{z∈G} tvoøí unitární reprezentaci grupy G na úplném polosvazu s dualitou S_Φ, W : S → S_Φ homomor˛smus úplných polosvazù. Víme, ¿e ˘(ca, cb) = W^∗ ∘U^∗_{ca} ∘U_{cb} ∘W = W^∗ ∘ U^∗_a ∘ U^∗_c ∘ U_c ∘ U_b ∘ W = W^∗ ∘ U^∗_a ∘ U_b ∘ W = ˘(a, b) a ˘(e, e) = W^∗ ∘ U^∗_e ∘ U_e ∘ W = W^∗ ∘ W = id_S. 2

Vìta 3.5 Pro zobrazení ϕ ∈ Q(S), S úplný polosvaz s dualitou (úplný or-

tokomplementární polosvaz) existuje její unitární dilatace ψ ∈ Q(S^′) tak, ¿e S^′ je úplný polosvaz s dualitou (úplný ortokomplementární polosvaz), W ∈ Q(S, S^′) izometrie a ϕ^k = W^∗ ∘ ψ^k ∘ W

pro vźechna k ∈ N.

Dùkaz. Stejnì jako 3.1.

Vìta 3.6 Stinespringova vìta o dilataci Buï S_1 a S_2 úplné polosvazy

s dualitou (ortokomplementární úplné polosvazy) a ρ : Q(S_1) → Q(S_2) homomor˛smus úplných polosvazù zachovájící involuci. Pak existuje úplný polosvaz s dualitou (ortokomplementární úplný polosvaz) S_ρ a homomor˛smus úplných polosvazù zachovájící involuci a násobení π_ρ : Q(S_1) → Q(S_ρ) a prvek W_ρ ∈ Q(S_2, S_ρ) tak, ¿e ρ(b) = W^∗_ρ ∘ π_ρ(b) ∘ W_ρ, pro vźechna b ∈ Q(S_1).

Navíc máme S_ρ = { ⋁ i∈I (π_ρ(b_i)∘W_ρ)(s_i) : b_i ∈ Q(S_1), s_i ∈ S_2, i ∈ I}. a minimální Stinespringova dilatace je jediná a¿ na izomor˛smus. Pokud ρid = id, je W_ρ izometrie.

Dùkaz. Polo¿me

π_ρ(b)( ⋁ i∈I V (c_i)(s_i)) = ⋁ i∈I V (b · c_i)(s_i). 2

3.3 Aplikace na úplné polosvazy Lemma 3.7 Buï L úplný polosvaz, f : L → L homomor˛smus úplných po-

losvazù. Pak zobrazení f = f × f^⊣ : L × L^{op} → L × L^{op} zachovává libovolná suprema, L × L^{op} úplný polosvaz s dualitou^0 ; zde f^⊣ je pravý adjunkt k f, tj. f^⊣(y) = ⋁ {x : f(x) ≤ y} a (a, b)^′ = (b, a). Navíc máme injektivní homomor˛smus úplných polosvazù ι_f : L → L × L^{op} a surjektivní homomor˛smus úplných polosvazù ν_f : L × L^{op} → L tak, ¿e f = ν_f ∘ (f × f^⊣) ∘ ι_f .

Dùkaz. Polo¿me ι_f (l) = (l, 1) and ν_f (l, k) = l pro vźechna l, k ∈ L. Pak obì zobrazení zachovávají libovolná suprema, ι_f is injektivní a ν_f je surjektivní zobrazení. Proto¿e f^⊣ zachovává libovolné prùseky v L, zachovává libovolná spojení v L^{op}. Pak f ×f^⊣ zachovává libovolná suprema, (ν_f ∘(f ×f^⊣)∘ι_f )(l) = (ν_f ∘ (f × f^⊣))(l, 1) = ν_f (f(l), f^⊣(1)) = f(l). 2

Tvrzení 3.8 Buï L úplný polosvaz, f : L → L zachovává libovolná suprema.

Pak existuje úplný polosvaz K s dualitou, injektivní homomor˛smus zachovávající libovolná suprema i_L : L → K, surjektivní homomor˛smus zachovávající libovolná suprema n_L : K → L a automor˛smus zachovávající libovolná suprema g : K → K tak, ¿e f^n je dilatován na automor˛smus zachovávající libovolná suprema g^n tj. f^n = n_L ∘ g^n ∘ i_L.

Proof. Dle vìty 3.5 existuje unitární dilatace g : K → K zobrazení f × f^{op} tak, ¿e (f × f^{op})^n = W^∗ ∘ g^n ∘ W . Polo¿me i_L = W ∘ ι_f , n_L = ν_f ∘ w^∗. Proto¿e W je injektivní zobrazení zachovávající libovolná suprema a W^∗ surjektivní zobrazení zachovávající libovolná suprema tak, ¿e i_L : L → K je injektivní zobrazení zachovávající libovolná suprema a n_L : K → L je surjektivní zobrazení zachovávající libovolná suprema. Máme pak, pro vźechna l ∈ L, (n_L ∘ g^n ∘ i_L)(l) = ν_f ((w^∗ ∘ g^n ∘ w)(ι_f (l))) = ν_f ((f × f^{op})^n)(l, 1)) = ν_f (f^n(l), (f^{op})^n(1)) = f^n(l). 2